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Seja F' um subespaco de R™. O conjunto dos elementos de R™ que sao ortogonais a todos os

elementos de F' chama-se complemento ortogonal de F. A notacdo habitual é F-. Simbolicamente
Ft={uecR": Yoep (u,v) = 0}.

Prove que:

(a) F*+ também é um subespaco de R"; (b) FNF+ ={0}; (c) FC (F+)%

(d) F1 C o = Fy CFi (o) (Fi+ B)t = F{- N Fyy

(f) Se {v1,...,v;} for uma base de F, entdo F* = {u € R": (u,v;) =0 parai=1,...,k}.
Sendo F = £{(1,0,0),(0,1,0)}, determine F*.

Sendo F = L{(1,—1,1)}, determine uma base para F-.

Seja A uma matriz real. Prove que N(AT) = C(A)*.

Que multiplo de v; = (1,1) devemos subtrair de vy = (4,0) para que o resultado seja ortogonal

a v1? Faca uma figura.

Determine uma base para o complemento ortogonal do subespaco de R* gerado pelos vectores

(1,-1,1,-1) e (2,3,—1,2) e a partir dela uma base ortonormada.

Utilizando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, obtenha uma base ortonormada para
R3 a partir dos vectores (1,0,1), (1,0, 1), (0, 3,4).

Seja F o subespaco de R* gerado pelos vectores (1,1,—1,-2), (—2,1,5,11), (0,3,3,7) e

(3,—3,—-3,—9). Determine a dimensdo de F' e encontre uma base ortonormada para F'.

Projecte o vector b = (1,3,2) sobre os vectores (ndo ortogonais) v; = (1,0,0) e v2 = (1,1,0).
Mostre que, ao contrario do caso ortogonal, a soma das duas projeccoes nao da a projecgao

ortogonal de b sobre o subespaco gerado por vy e vs.

Seja F' um subespago de R". Prove que (F1)* C F.

(Sugestao: Sendo x € (F1)L e xr a sua projeccio ortogonal sobre F, tem-se x — zp € F*.

Logo, 0 = (z,2 —xp) = (xp + = — xp,x — 2p) = (xp, 2 —2p) + (x — 2p, 2 — 2p) = ||z — 2p[.)

Calcule a projecgao ortogonal do vector (2,—2,1) sobre o plano gerado pelos vectores (1,1,1) e
(0,1,3).

Exprima a ortogonalizacao de Gram-Schimdt de v = (1,2,2) e vo = (1,3,1) na forma A = QR,
onde A é a matriz 3 X 2 cujas colunas sdo v; e v, @ é a matriz 3 X 2 cujas colunas sao os vectores
u1 e ug (ortonormados, isto é, ortogonais e de norma 1) obtidos pelo processo e R é uma matriz

2 x 2 triangular superior nao-singular.
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Factorize na forma A = QR as seguintes matrizes:

L 1 10 00 1
(a){1 0]; d) |2 [; ()0 11; d]o 11
3 11 111

Sejam A m xn e b m x 1 reais. Na aula tedrica demonstrou-se, por um processo muito indi-
recto, que o sistema AT Ax = ATD (que surge a propésito do método dos minimos quadrados)
¢é de certeza possivel. Demonstre esse facto directamente, sem recurso a nocao de projecgao
ortogonal. (Sugestao: Estude a caracteristica da matriz ampliada do sistema e recorde que
car(MN) <car(M) e car(AT A)=car(A).)

1 4 5
Sendo A=| -3 10 | eb=| 7 | determine a solugdo no sentido dos minimos quadrados de
2 -1 10

Ax = b por dois processos:

(a) Calculando a projeccao ortogonal p de b sobre C'(A) e depois resolvendo Ax = p.

(b) Resolvendo as “equacdes normais” A7 Az = ATb.

X1 =1
(a) Determine a solugdo no sentido dos minimos quadrados do sistema 9 = 1.
Ty + 2 = 0

(b) Designando por A a matriz do sistema, por b o vector dos segundos membros, e por T a

solugao encontrada, determine a projeccdo p = AT de b sobre C'(A).
(c) Determine o “residuo minimo”, r(z) =b — AZ, e a sua norma.

(d) Comprove que r(Z) é perpendicular as colunas de A.

Determine a solugdo no sentido dos minimos quadrados do sistema (com m equagdes e uma

incégnita) z = f1, x = B2, ..., = [, Comente.

Determine todas as solugoes no sentido dos minimos quadrados do sistema Az = b onde

1 2 3
A= 2 4 |leb=1]2
-1 -2 1
T
, _ 1101
Considere a matriz A = .
1 011

(a) Determine uma base ortonormada para o espago das colunas de A.
(b) Calcule a projecgao ortogonal de b = { 4 5 -1 4 g sobre esse espaco.
(c) O que pode concluir do resultado da alinea anterior sobre o sistema Az = b? (Nao resolva o
sistema.)
Determine a linha recta que melhor se ajusta, no sentido dos minimos quadrados, aos seguintes
pontos (e represente geometricamente):

(a) (an)a (170)> (37 12); (b) (172)7 (070)7 (17_3)7 (27 _5)'



