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No espaco R?, considere os vectores u = (1,2,3) e v = (—3,0,1).

(a) Verifique que u e v s@o ortogonais.
(b) Calcule as normas de u e de v.
v

(c) Escreva os vectores H%II €y © verifique que tém norma 1. Generalize esta observagao.

Que mudanca se da no angulo entre os vectores nao nulos x e y se:
(a) se multiplicar  por um ndmero positivo?

(b) se multiplicar  por um nimero negativo?

(c) se multiplicar = e y por nimeros negativos?

Mostre que o tridngulo em R3 cujos vértices sdo u = (v/2,0,—v2), v = (1,—v2,1) e

w = (—1,v/2, —1) é rectangulo e isésceles.

Calcule o angulo que o vector (1,1,...,1) € R™ faz com os vectores da base canénica.

Prove que a norma da projeccao ortogonal de y sobre x, sendo x # (0,...,0), é
Prove que uma base {u1,us, ..., u,} é ortonormada se e s6 se (u;, u;) = 035, i,j = 1,...,n.
Seja {u1,us2, ..., u,} uma base ortonormada de R". Seja z € R™ um vector qualquer.

(a) Mostre que as coordenadas de z na base {uj,ug,...,un} sdo (z,uy), (T, u2),..., {(x,uy,).

(Sugestao: escreva x = auy + agug + ... + ayuy e calcule (x,u;).)

(b) Use a alinea (a) para concluir que, se = tiver norma 1, entdo as suas coordenadas na base

{u1,ug, ..., un} sdo os cosenos dos angulos 01, 0, ..., 6,, de x com os vectores da base. Conclua

n
que Z cos?f; = 1.
i=1

(Nota: Aos valores cos 61, cosfs, ..., cos 6, chamamos cosenos directores do vector x.)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser aplicada em véarias situacées. Use-a para demonstrar
o seguinte facto: Sendo a, 3 e 1 ntimeros reais arbitrarios, tem-se a3 + Bu + pa < a? + 32 + p?.
Supondo que afBu # 0, conseguird dizer exactamente em que casos é que nesta desigualdade

ocorre igualdade?

Analisando a demonstracao da desigualdade de Cauchy-Schwarz, diga quando é que nessa de-

sigualdade ocorre igualdade.

Mostre que para quaisquer z,y,z € R", se tem ||z — y|| < |z — z|| + ||z — y||. O que é que isto

significa geometricamente em R? e R3?

Averigie em que casos ocorre igualdade na desigualdade triangular.
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Sejam z,y € R™. Demonstre que:

(a) Se ||z —y|* = ||lz||*> + ||ly||%, entdo = e y sdo ortogonais.
(b) Se ||z|| = |ly||, ent@o os vectores x + y e x — y sdo ortogonais.

(c) Se x e y forem ortogonais entao ||z + y| = ||z — y|.
Interprete geometricamente, para R? e R3, as alineas (b) e (c).
Sejam z,y € R™. Prove que x e y sdo ortogonais se e s6 se ||z| < ||z + ay|| para todo o a € R.

Sendo z,y € R™ e sendo # o Angulo entre eles, mostre que ||z —y||? = ||z||?+||y||* — 2 ||z ||y cos 6.

Note que este enunciado generaliza o Teorema de Pitagoras.

Em R" a norma define-se a partir do produto interno. Curiosamente, também é possivel obter
o produto interno usando sé a norma, através da igualdade (z,y) = 3(|lz + y[|> — |=[* — |ly[|*).

Demonstre esta igualdade.
(a) Mostre que, se uma matriz @, do tipo n x n, for ortogonal, entdo (Qx,Qy) = (x,y) para
quaisquer vectores x,y € R".
(b) Conclua que uma matriz ortogonal ndo altera os angulos entre vectores de R".
(a) Mostre que, se uma matriz @, do tipo n x n, for ortogonal, entdo ||Qz| = ||z| para todo o
vector x € R™.

(b) Mostre que, reciprocamente, se ||Qz|| = ||z|| para todo o vector = € R™, entao @ é ortogonal.
(Sugestdo: Basta mostrar que (Q7Qu,v) = (u,v) para quaisquer u e v (justifique). Use-se
o exercicio 183, notando que (Q7Qu,v) = (Qu, Qv).)

Nota: Observe-se que deste exercicio concluimos que uma matriz real do tipo n x n é ortogonal

se e sO se nao altera a norma dos vectores de R"™.

Seja F' um subespaco de R™. O conjunto dos elementos de R"™ que sao ortogonais a todos os ele-
mentos de F' chama-se complemento ortogonal de F. A notacao habitual é F+. Mais precisamente,
Ft ={ue€R": Yyer (u,v) = 0}. Prove que:

f) Se {v1,...,v;} for uma base de F, entdo F* = {u € R": (u,v;) =0 parai=1,...,k}.
Sendo F = .#{(1,0,0),(0,1,0)}, determine F*.
Sendo F' = Z{(1,—1,1)}, determine uma base para F*.

Seja A uma matriz real. Prove que N(AT) = C(A)*.



