
Matemátia Numéria IIAno Letivo 2006/07Trabalho 5Data de reepção: 23/11/2006 Data de entrega: 12/12/20061. Dada uma função f , ontínua em [0, 1], onsidere o seguinte problema de ondiçõesde fronteira:enontrar u ∈ C2[0, 1] tal que {

−u′′(x) + u(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = c0 u(1) = c1.
(P1)(a) Deduza um problema variaional a partir deste problema. Considere, para oefeito, o mesmo espaço V para as funções teste que foi usado no aso em que

c0 = c1 = 0.(b) Reorde a partição de [0, 1] dada por 0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1.Seja Ψ0(x) (resp. Ψn+1(x)) a função linear por troços em [0, 1] que vale 1 em
x0 = 0 e 0 nos restantes nodos (resp. 1 em xn+1 = 1 e 0 nos restantes nodos).Represente geometriamente estas duas funções.() Considere, agora, o onjunto das funções lineares por troços que valem c0 em
x0 = 0 e c1 em xn+1 = 1 e que pode ser esrito na forma

{c0Ψ0 + c1Ψn+1} + L(Ψ1, . . . ,Ψn),em que L(Ψ1, . . . ,Ψn) é o subespaço gerado por Ψ1, . . . ,Ψn. Em que situaçãoé que este onjunto é um subespaço?(d) Esreva os elementos deste onjunto omo ombinação linear de Ψ0,Ψ1, . . . ,Ψn,

Ψn+1, identi�ando os respetivos oe�ientes.(e) Esreva o problema variaional (V̄h) assoiado a esta disretização e, a partirdeste, deduza um sistema de equações lineares. (Considere, para as funçõesteste, o mesmo subespaço Vh usado no aso em que c0 = c1 = 0.)(f) Resolva o problema (P1) om f(x) = x2 − 2, c0 = 0 e c1 = 1, pelo método doselementos �nitos, usandoMatlab. Apresente grá�os om a solução numériaonsiderando n = 10 e n = 100.



2. Dada uma função f , ontínua em [0, 1], onsidere o problema de ondições de fron-teira (P2):enontrar u ∈ C2[0, 1] tal que {

−u′′(x) = f(x) se x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = 0.
(P2)O objetivo deste exeríio é onheer o método das diferenças �nitas para a re-solução do problema (P2) e estabeleer a sua relação om o método dos elementos�nitos. Considere o intervalo [0, 1] disretizado na forma

0 = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1.Seja uk uma aproximação para u(xk), k = 0, 1, . . . , n, n+ 1.(a) Com k a variar de 1 até n, esreva uma aproximação para u′′(xk) reorrendo àfórmula das diferenças entrais de segunda ordem.(b) Tome o simétrio da aproximação obtida na alínea anterior e faça-o iguala f(xk). Reúna todas estas igualdades num sistema de equações lineares eesreva-o na sua forma matriial.() Veri�que que este sistema é equivalente ao que foi obtido para o método doselementos �nitos, quando se utiliza a fórmula trapezoidal omposta para apro-ximar 〈f, ψk〉, k = 1, . . . , n.


