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Introducao

A teoria da dedugdo (“proof theory”) tem como objecto de estudo a
formalizacao das demonstracées matematicas, assim como a andlise da es-
trutura dessas mesmas demonstracées. A teoria da deducao teve a sua
criagao no principio deste século, quando Hilbert tentou dar resposta aos
problemas que entretanto tinham surgido quanto aos fundamentos da ma-
tematica. Hilbert propos que se criasse uma axiomatizagao de todo o co-
nhecimento matemaético, e que se demonstrasse a coeréncia desse conjunto
de axiomas (Oliveira, 1979; Schiitte, 1977; Takeuti, 1975). A demonstragio
da coeréncia dos axiomas seria realizada no ambito de um nova teoria ma-
tematica, que Hilbert designou por “Bweistheorie”, que no presente traba-
lho se vai designar por, teoria da deducdo. Segundo Hilbert a correccao
dos métodos da teoria da deducao teria de estar fora de questao, para tal
ele propos que sé fossem usados “finitistic methods”, segundo a interpre-
tacdo de Pohlers (1980) tratar-se-iam de métodos de inferéncia de caricter
combinatorial, sobre dominios finitos.

Os teoremas da incompletude de Godel demonstrados por este mate-
matico nos anos 30 estabeleceram que o programa de Hilbert tal como ti-
nha sido formulado, ndo era realizdvel. No entanto o desenvolvimento da
teoria da deducgao prosseguiu sobre duas direccoes distintas, permitindo a
obtencao de muitos resultados importantes. A primeira dessas direccoes
foi estabelecida pelo relaxar das condi¢oes impostas aos métodos a utilizar,
permitindo-se entdo a utilizacdo de certas formas de inducao, veja-se a titulo
de exemplo a demonstracao da coeréncia da teoria elementar dos ntmeros
por Gentzen (Szabo, 1969). A outra das direc¢des tomadas foi dada pe-
lo considerar de sistemas 16gicos nos quais os métodos estritamente finitos
se aplicam. (Barwise, 1977; Feferman, 1994; Girard, 1987; Pohlers, 1980;
Schiitte, 1977; Takeuti, 1975).

Um primeiro resultado importante quanto & aplicabilidade dos métodos
finitos para o desenvolvimento de demonstracoes foi obtido por Herbrand em
1930 (Chang & Lee, 1973). Herbrand desenvolveu um algoritmo, o cdlculo do
Universo de Herbrand, que de uma forma sistemética procura uma interpre-
tacdo capaz de tornar falsa uma dada férmula, demonstrando por refutacio
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a validade de uma dada férmula. No entanto a grande complexidade, deste
método, levou a que a sua aplicacao fosse muito dificil, mesmo com a sua
implementacao em computador feita em 1960 por Gilmore, e posteriormente
melhorada por Davis e Putman (Chang & Lee, 1973).

Em 1965 Robinson desenvolveu o método de resolucao (Chang & Lee,
1973). O método de resolugao que consiste na aplicagao repetitiva de uma sé
regra de inferéncia, tem uma implementagao em computador facil e eficiente.
A sua utilizagdo para a légica proposicional (“ground resolution”) e a sua
extensao para a logica de primeira ordem, através da incorporagao do algorit-
mo de unificacdo deu origem ao primeiro conjunto de programas eficientes,
capazes de desenvolver demonstragbes de uma forma automadtica (Gallier,
1987; Chang & Lee, 1973).

A estes sistemas automaticos de demonstracao, baseados num dado algo-
ritmo de demonstracio, e para uma dada linguagem l6gica, vao-se contrapor
os sistemas semi-automaticos de demonstracao. Nestes sistemas pretende-se
que os utilizadores possam interactuar com o sistema influenciando o de-
senvolver das demonstragoes. Para tal o utilizador passa a dispor de uma
linguagem de programacao de estratégias de demonstracao, cujos operado-
res foram designados por ticticas e tacticais’ por M. Gordon, A. Milner, e
C. Wadsworth (1979). As tacticas implementam as regras de inferéncia, os
tacticais aceitam os primeiros como argumento e permitem a programacao
de estratégias de demonstragao.

A evolugdo tecnolégica entretanto verificada nos sistemas computacio-
nais levou ao desenvolvimento de sistemas designados por meta-sistemas,
nos quais é possivel implementar sistemas de deducao especificos. Nestes sis-
temas é possivel definir uma linguagem légica, um conjunto de axiomas e as
regras de inferéncia para essa mesma linguagem, assim como 0s mecanismos
necessarios para a automatizacao das demonstragoes no sistema definido.
Como exemplo de tais sistemas temos os sistemas: Isabelle (Kalvala, 1994;
Paulson, 1993a; Paulson, 1993c; Paulson, 1993b), ICLE (Dawson, 1991;
Dawson, 1992), ELF (Harper et al., 1993; Pfenning, 1991), 20BJ (Stevens
& Hobley, 1993), entre outros. No apéndice C apresenta-se uma listagem de
sistemas de deducdo que inclui os sistemas deste tipo.

A crescente complexidade dos sistemas légicos em consideragao fez sur-
gir a necessidade da construcao modular de sistemas de deducao. Embora
muitos dos sistemas actuais tenham a capacidade de construcdo de sistemas
de deducao por adicdo de sub-sistemas, sente-se a necessidade do desenvol-
vimento de mecanismos de constru¢ao mais poderosos do que os existentes.

A definigdo do conceito de Instituicdo (Goguen & Burstall, 1985; Go-
guen & Burstall, 1992) surge nesse contexto. Pretende-se descrever os siste-
mas logicos de uma forma bastante abstracta para assim poder estudar as
suas propriedades genéricas. Goguen e Burstal (1985; 1992) definem uma

'Por analogia com as fungdes e os funcionais
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instituicdo como um quadruplo (ASS,Mod, Sen, =x) constituido pela ca-
tegoria (Herrlich & Strecker, 1973; MacLane, 1971) ASS das assinaturas
e dos morfismos de assinaturas, esta componente quando instanciada, des-
creve a sintaxe de uma dada linguagem légica; por um functor (Herrlich &
Strecker, 1973; MacLane, 1971) Mod : ASS — Cat°?, que para uma da-
da assinatura nos da todos os seus modelos e os morfismos entre eles; por
um functor Sen : ASS — Cat, que para uma dada Y-assinatura nos da o
conjunto de todas as X-formulas, isto é, formulas formadas com simbolos
da assinatura e todas as Y-demonstracoes; e por uma relacao de satisfacao
E5=C Obj(Mod(X)) x Obj(Sen(X)), entre modelos, os objectos da categoria
Mod(X), e férmulas, os objectos da categoria Sen(X).

No presente trabalho propoe-se a construcao de uma estrutura que, es-
tando préxima das instituicoes, esquece a componente referentes aos modelos
e realga a componente da deducdo. Em primeiro lugar, e influenciado pelo
trabalhos referentes as ligacoes entre a logica e a teoria das categorias (Lam-
bek, 1958; Lambek, 1969; Lambek, 1971; Lambek & Scott, 1988; Szabo,
1976; Szabo, 1978) define-se a categoria dos sistemas de dedugoes SD. A
categoria 8D tem como objectos, conjuntos de sistemas de deducdo sobre
uma mesma, assinatura 3., definidos como sendo grafos com algumas setas
especificas, e em que os nés sdo Y-férmulas e as setas sdo Y-demonstragoes.
Os morfismos de SD, sao morfismos de sistemas de deducao, definidos de for-
ma a preservar as demonstragoes entre Y-sistemas de deducdo. De seguida e
tendo como influéncia as instituigoes e as II-institui¢oes (Fiadeiro & Serna-
das, 1988) define-se um sistema légico, como sendo um triplo (ASS, SD, Sd),
com Sd : ASS — 8D um functor que transforma assinaturas em conjuntos
de sistemas de deducao e morfismos de assinaturas em morfismo de siste-
mas de deducdo. Pretende-se deste modo ter uma, forma abstracta de poder
descrever os sistemas de dedugdao, mantendo uma relacdo estreita entre a
componente sintictica, definidora da linguagem légica, e a componente re-
ferente aos sistemas de dedugao sobre essa mesma, linguagem. Demonstra-se
que a categoria SD é co-completa, estabelecendo deste modo um resultado
que nos permite utilizar o calculo de co-limites para a construcao de sistemas
de deducao, providenciando deste modo um conjunto de mecanismos para a
construcao de sistemas de deducao que vai muito além da soma de sistemas
de deducao.

E estudada a possibilidade de aplicagdo destes conceitos, utilizando o
sistema de demonstracao automatica 20B.J. Este sistema estd baseado na
linguagem de programacao OBJ3 (Goguen, 1988; Goguen & Winkler, 1988;
Goguen et al., 1992) o que lhe d4 uma capacidade de construgao modular
e parametrizavel de sistemas de dedugao superior aos outros sistemas (Go-
guen et al., 1992). Conclui-se no entanto que, para uma completa aplicacdo
das construgoes estudadas, seria necessario estender a linguagem com os
construtores necessarios para o cdlculo de co-limites.

E ainda analisada, brevemente, a possibilidade de estender o presente
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trabalho, no que diz respeito a combinacio de diferentes sistemas 16gicos.
Sao introduzidos os mecanismos de fibrilagdo de logicas (Sernadas et al.,
1997a), e de sincronizagao de légicas (Sernadas et al., 1997b; Sernadas et al.,
1997¢), sendo abordada a possibilidade de incorporar esses mecanismos no
ambito do presente trabalho.

Em apéndice apresenta-se a informacdo que embora importante para
uma melhor compreensao do texto nao foi ai incluida para o nao sobrecar-
regar.

No capitulo 1 apresentam-se as bases tedricas em que assentam os siste-
mas de demonstracdo automatica e semi-automadtica de teoremas.

Comeca-se por descrever os varios formalismos mais usuais para a cons-
trucao de sistemas de deducdo, nomeadamente os sistemas Hilbertianos (Gal-
lier, 1987; Hamilton, 1991; Szabo, 1969), os sistemas de dedug¢io natural (Bi-
bel & Eder, 1993; Szabo, 1969; A.S.Troelstra & Dalen, 1988), e os cdlculos
de sequéncias dedutivas (Gallier, 1987; Oliveira, 1979; Szabo, 1969; van
Dalen, 1980).

De seguida descrevem-se varios procedimentos computacionais usados
na automatizagao, total ou parcial, das demonstragoes, nomeadamente a
constru¢do do Universo de Herbrand (Chang & Lee, 1973), o método de
resolucdo (Chang & Lee, 1973), a definicdo do isomorfismo de Curry-
Howard (Barendregt, 1981; Church, 1941; Curry & Feys, 1968; Girard et al.,
1988; Howard, 1980; Lambek & Scott, 1988), e as tacticas e os tacticais (Gor-
don et al., 1979; Paulson, 1990; Paulson, 1992).

O capitulo acaba com uma proposta de classificacdo para os diferentes
tipos de sistemas computacionais existentes, estabelecendo as diferencas en-
tre eles pela sua aplicabilidade, genéricos ou especificos, e pelo seu modo
de interaccdo com o utilizador, interactivos ou ndo interactivos. A des-
crigao sumadria, de muitos dos sistemas existentes actualmente é dada no
apéndice C, isto dado que a listagem é demasiado extensa para ser incluida
neste capitulo.

No capitulo 2 apresenta-se o problema que, de certa forma, motivou a
realizagao deste trabalho, ou seja o problema da demonstragdo de correcgao
parcial de programas, utilizando sistemas de demonstracao automatica de
teoremas.

Para tal definiu-se a linguagem LPC(, uma linguagem do tipo procedi-
mental com comandos guardados (Alagi¢ & Arbib, 1978; Gries, 1981; Meyer,
1990; Quaresma, 1995), definiu-se ainda o sistema de deduc¢ao LPCGLk,
um sistema de deducao para assercoes de dedutibilidade, baseado numa de-
fini¢ao axiomdtica da semantica da linguagem LPCG (Clint & Hoare, 1972;
Cousot, 1990; Hoare, 1971; Hoare, 1972; Hoare, 1973; Quaresma, 1995).

Para poder avaliar as potencialidades, assim como as dificuldades, no
desenvolvimento de demonstragoes automaéticas, ou semi-automaticas, da
correccao parcial de programas em LPCGpg, implementou-se o sistema
LPCGrk nos sistemas computacionais Isabelle e 20B.J.
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O capitulo finaliza com a apresentacao de alguns exemplos de demons-
tragoes de correccao parcial de programas, demonstragoes essas desenvolvi-
das nos sistemas ja referidos, e com uma discussao dos problemas encontra-
dos, assim como das suas possiveis solucoes.

No capitulo 3 desenvolvem-se as bases tedricas necessarias a uma possivel
solucao para o problema da constru¢ao modular de sistemas de deducao.

Pretende-se construir uma estrutura categorial que permita descrever os
sistemas de deducao, assim como as construcoes entre sistemas de deducgao.

Para poder descrever categorialmente os sistemas de deducao define-se
o conceito de categoria dos X-sistemas de dedugao como sendo uma cate-
goria cujos objectos sdo os Y-sistemas de deducao, isto é, sistemas de de-
ducdo, cujos objectos sdo X-férmulas e cujas setas sdo X-dedugdes (Lambek
& Scott, 1988; Szabo, 1976; Szabo, 1978), e cujos morfismo sdo morfismo
de Y-sistemas de deducao, definidos de forma a preservar as demonstragoes
entre Y-sistemas de deducao.

Para poder descrever as transformacoes entre sistemas de deducgao define-
se o conceito de sistema 16gico, como sendo um triplo (ASS,SD, Sd), em
que ASS é a categoria das assinaturas, SD é a categoria dos X-sistemas
de dedugao, e Sd é um functor que para uma dada assinatura > da origem
ao conjunto dos Y-sistemas de deducdo. A definicdo de sistema l4gico estd
baseada na definicdo de institui¢ao, mais concretamente na definicdo de II-
instituicao, difere no entanto destas na medida em que pretende incorporar
o trabalho de Lambek (1958; 1969; 1971), de Lambek e Scott (1988), assim
como o trabalho de Szabo (1976; 1978), no que diz respeito ao tratamento
categorial de sistemas de dedugao.

Demonstra-se que a categoria SD é co-completa, como tal, pode-se efec-
tuar a construcio de sistemas de deducao através do cédlculo de co-limites.

O capitulo termina com a apresentacdao de um exemplo, em que se pro-
cede A construcao do sistema de dedugdo SDs, para a demonstracio de
correccao parcial de programas que manipulam pilhas de naturais através
da construcao de um quadrado co-cartesiano (“push-out”).

No capitulo 4 descreve-se a construcao do sistema de deducdao SDs5 no
meta-sistema computacional de demonstracao semi-automatica de teoremas
20BJ. O sistema 20BJ est4 baseado na linguagem de programacao genérica
OBJ3, cujas capacidades de construcdo modular e parametrizavel de pro-
gramas podem ser usadas para a construcdo modular e parametrizavel de
sistemas de deducao em 20B.J.

E feita uma descricao das capacidades do OBJ3, na sua ultima versao, e
apresenta-se a construcao do médulo SD5, médulo que implementa, o sistema,
de deducao SD5. Embora se possa efectuar a construcao de SD5 de uma
forma modular, as capacidade de construcdo modular e parametrizavel do
OBJ3 nao sdo suficientes para se efectuar a construcdo de SD5 através de
um quadrado co-cartesiano, como descrito no capitulo anterior.

No capitulo 5 sao analisadas algumas das possiveis extensdes ao presente
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trabalho. E abordado a fibrilacao de légicas, e a sincronizagao de logicas.
No primeiro caso pretende-se combinar as conectivas, assim como as regras
de inferéncia, de diferentes sistemas l6gicos, num sé sistema. No caso da
sincronizacao de logicas o sistema resultante vai estar contido no produ-
to cartesiano dos sistemas de partida, sendo a sincronizacido estabelecida
através da definicdo de aplicacbes de sincronizacdo. Em ambos os casos
é discutido a possibilidade de incorporar esses mecanismos no dmbito dos
sistemas de deducao, tal como foram definidos no presente trabalho.

A extensao da linguagem de programacao OBJ3 de forma a esta incor-
porar as construgoes préprias do cdlculo de co-limites é outra das possiveis
extensoes ao presente trabalho.

No apéndice A apresentam-se varios exemplos que servem de suporte
ao texto dos capitulos anteriores, mas que ndo foram ai incluidos para nao
sobrecarregarem o texto.

No apéndice B apresentam-se as listagens dos varios sistemas referidos
no capitulo 2, e que sdo aqui incluidas para complementar a informacao
dada nesse capitulo.

No apéndice C apresenta-se uma lista de sistemas de demonstracio au-
tomdtica, e semi-automatica de teoremas, na qual se tentou sistematizar a
informagdo existente em vdrias fontes (Basin et al., 1993; Dawson, 1991;
Dawson, 1992; Goguen, 1988; Goguen, 1990; Goguen et al., 1992; Harper
et al., 1993; HOL88a, 1991; Huang et al., 1994; Heuerding et al., 1996; Kal-
vala, 1994; Kohlhase & Talcott, 1998; Kolyang et al., 1996; Michaylov &
Pfenning, 1991; Nesmith, 1993; Paulson, 1993a; Paulson, 1993c; Paulson,
1993b; Pfenning, 1991; Schneider et al., 1992b; Schneider et al., 1992a; Sch-
neider & Kropf, 1992; Schneider et al., 1993; Schumann, 1994; Stevens &
Hobley, 1993).



Capitulo 1

Demonstracao Automatica
de Teoremas

“Logic appears in a sacred and in a profane form. The sacred
form is dominant in proof theory, the profane form in model
theory”

D. van Dalen, Logic and Structure (van Dalen, 1980)

Neste capitulo vao-se expor as bases tedricas em que assentam os siste-
mas de demonstracdo automatica, e semi-automatica, de teoremas.

1.1 Teoria da deducao

A teoria da deducdo tem como objecto de estudo a formalizacdo das de-
monstragoes matemadticas, assim como a andlise da estrutura dessas mesmas
demonstragoes (Oliveira, 1979; Schiitte, 1977; Takeuti, 1975).

Conceitos fundamentais na teoria da deducao sao os conceitos de lingua-
gem formal, de sistema de deducdo, e de demonstracao.

Dado se pretender ter como objecto de estudo as demonstracoes numa
dada linguagem formal (légica) torna-se necessdrio definir rigorosamente o
que se entende por linguagem légica, e como é que se efectuam as demons-
tragoes nessa mesma linguagem légica.

Ou seja pretende-se definir rigorosamente o que se entende por sistema
de deducao para uma dada linguagem légica.

Para definir um sistema de deducdo é necessario (Hamilton, 1991):

e um alfabeto de simbolos, ou seja um conjunto, eventualmente infinito,
enumeravel de simbolos;

e um conjunto de palavras, isto é, sequéncias de simbolos constituidas
por elementos do alfabeto, e designadas por férmulas bem formadas;
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e um conjunto, eventualmente infinito, enumeravel de férmulas bem for-
madas designadas por axiomas;

e um conjunto finito de regras de deducdo, isto é, regras que nos permi-
tem deduzir uma férmula bem formada A, como consequéncia directa
de um conjunto finito de férmulas bem formadas A, ..., A,.

O conceito de demonstracao, central para qualquer sistema de deducao,
vai ter algumas variantes; informalmente pode-se afirmar que é uma se-
quéncia de aplicagbes das regras de inferéncia, tendo como ponto de partida
os axiomas da linguagem e como ponto de chegada a férmula que se pretende
validar. A férmula bem formada conclusao de uma demonstracdo num dado
sistema de deducao, é dita um teorema nesse sistema de deducao.

Para todo o sistema de deducdo é necessario que se verifique que todo
teorema, é uma, formula véalida, e que todo a férmula valida é deduzivel, ou
seja que o sistema de dedugao é idéneo e completo, respectivamente (Gallier,
1987).

Uma, questao importante quando se considera a possibilidade da demons-
tracdo automadtica é a existéncia de um método efectivo para decidir se uma
dada férmula é, ou ndo, um teorema. No caso de um tal método existir diz-
se que o sistema, 16gico é decidivel. Infelizmente muitos dos sistemas 16gicos
sao nao decidiveis, e como tal a utilizacdo de um sistema de demonstracio
automdtica vai estar sempre limitada por esse facto.

Antes de descrever os vérios formalismos para a apresentagdo de um
sistema de dedugao, torna-se necessirio descrever a linguagem formal sobre
a qual se quer basear o sistema de deducao, dando o alfabeto, i.e. 0 conjunto
de simbolos disponiveis, e as regras para a construcdo das férmulas bem
formadas. Vamos usar, sem perda de generalidade, uma linguagem légica
proposicional, e um sistema de deducao nela baseado.

Definicdo 1.1 (Alfabeto) O alfabeto de uma linguagem ldgica proposicio-
nal L consiste em (Hamilton, 1991):

o um conjunto enumerdvel de simbolos proposicionais p1,p2,---;

e conectivas proposicionais: — (negagdo), D (implicagdo), N\ (conjungdo)
eV (disjungdo);

e simbolos auziliares “(” e “)”.

As conectivas logicas tém de constituir um conjunto completo de conec-
tivas para a linguagem légica em vista. Desta forma serd possivel escrever
toda e qualquer férmula nessa mesma linguagem. Exemplos de conjuntos
completos de conectivas sdo os conjuntos: {V,—}, {A, =}, {D,-}, {D,L},
{I} e {{} (Andrews, 1986; Hamilton, 1991). De forma a simplificar a es-

crita é usual introduzir, por definicdo, outras conectivas, como sejam: =
(equivaléncia), T (verdade) e L (falso).
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Por razoes de exposicao dos diferentes sistemas de deducao, e de apre-
sentacao de diferentes exemplos de dedugoes nesses sistemas, optou-se pelo
seguinte conjunto completo de conectivas, {D, A, —}.

Temos entao as seguintes regras de formagao de férmulas bem formadas.

Defini¢do 1.2 (Férmula bem formada) O conjunto das férmulas bem

formadas da linguagem L é o menor conjunto de palavras* em L tal que (Ha-
milton, 1991):

1. todo o simbolo proposicional € uma formula bem formada;

2. se A e B sao formulas bem formadas, entio (—A), (A D B), e (AAB)
s@o formulas bem formadas;

3. uma expressao nao € uma formula bem formada excepto se o for por
virtude das regras anteriores.

No que se segue vai-se designar as férmulas bem formadas simplesmen-
te por férmulas, os simbolos proposicionais sdo também designados por
férmulas atémicas.

Posto isto vejamos as diferentes formalizagoes possiveis para o conceito
de sistema dedutivo.

1.1.1 Sistemas Hilbertianos

O formalismo desenvolvido, entre outros, por Russel, Hilbert e Heyting (Sza-
bo, 1969) é caracterizado por um conjunto finito de esquemas de axiomas
que vao caracterizar cada uma das conectivas ldgicas existentes na linguagem
logica, e de um numero finito, usualmente pequeno, de esquemas de regras
de inferéncia, isto é formas de argumentacgio validas (Oliveira, 1979). Este
formalismo estd bastante afastado da usual pratica dos mateméticos (Szabo,
1969) e nao é bem adaptado a formas de automatizacio da demonstragéo.

Definigao 1.3 (Sistema de Dedugao H) Dado uma linguagem ldgica L,
sejam A, B e C férmulas em L, entdo as seguinte formulas sdo axiomas do
sistema de dedugcdao H (Gallier, 1987):

L1 (AD(BDA));
L2 (ADB)D((AD(BDC))D(ADCQ)));
L3 (AD(BD>(AAB)));

L4 ((AANB) D A);

L5 ((AAB) D B);

!Sucessdes finitas de simbolos de L perfeitamente arbitrérias.
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L6 ((ADB)D((AD-B)D>-A));
L7 (——ADA).

Para quaisquer férmulas A e B em L temos que: de A e (A D B) tira-
mos como consequéncia directa B. FEsta regra de inferéncia é usualmente
designada por “modus ponens” (MP). As formulas A e (A D B) sdo desig-
nadas por antecedentes e a formula B € designada por consequente. E usual
apresentar esta regra de inferéncia na sequinte forma:

A (ADB)

MP
B

De seguida torna-se necessario formalizar o conceito de deducao e de
demonstracdo. No que se segue vai-se designar por H, ndo s6 o conjunto de
esquemas de axiomas e o esquema da regra de inferéncia, como também a
linguagem légica que lhe serve de base.

Definigao 1.4 (Deducgao) Seja T' um conjunto de formulas de H, uma
sequéncia A1,..., A, de formulas de H é uma dedugdo a partir de T, se
para todo o0 i (1 < i < n) se verifica que; A; € um dos elementos de T, ou
A; € um dos axiomas de H, ou A; € consequéncia directa de dois elementos
anteriores da sequéncia por aplicacdo da regra modus ponens. Diz-se entdo

que A, € deduzivel de T', ou que é uma consequéncia de I'. Denota-se tal
facto por T A.

Uma demonstracao em H é uma deducgao a partir de um conjunto vazio
de férmulas.

Defini¢ao 1.5 (Demonstracao) Uma demonstra¢ao em H é uma sequén-
cia Ai,...,A,, de formulas de H tais que para todo o i(1 < i < n), ou
A; é um azioma de H, ou A; € consequéncia directa de dois elementos
anteriores da sequéncia por aplicacdo da regra modus ponens. Diz-se entdo
que obtivemos uma demonstracao de A,, e que A, € um teorema de H.
Denota-se por k5, A.

Vejamos um exemplo de uma dedugdo em H. A dedugio é apresenta-
da numa forma usual para este tipo de sistema. Na coluna da esquerda
enumeram-se os varios elementos que compoem a sequéncia de forma a pu-
derem ser referenciados, na coluna do centro escrevem-se os elementos da
sequéncia, e na coluna da direita escreve-se a justificacdo do passo efectuado
por referéncia aos passos anteriores, e aos esquemas de axiomas e esquemas
de regras de inferéncia do sistema.

Dedugéo de {A,(B D> (AD(C))} k(B D C).
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(1 A assumpcao

(2) BD>(ADCO) assumpc¢ao

(3) AD(BDA) L1

(4) BDA de (1) e (3) por MP
(5) (BDA)D((BD>(AD(C)D(BDC)) L2

6) (B>D(ADC)D(BDOO) de (4) e (5) por MP
() BD>C de (2) e (6) por MP

A dificuldade que se pode sentir de imediato numa tentativa de auto-
matizacdo da demonstracao num célculo deste tipo, é a dificuldade prépria
do encontrar de instiancias para os esquemas de axiomas que permitam a
posterior aplicacao da regra MP, de molde a obter a conclusao pretendida.

E de referir que, nesta dedugao assim como no que se segue, se optou
por omitir os paréntesis exteriores das férmulas.

1.1.2 Deducgao natural

Quando Gerard Gentzen formalizou o cdlculo de dedugao natural a sua in-
tencgao, alids bem expressa no nome que lhe atribuiu, era a de formalizar um
sistema que ficasse o mais perto possivel da forma de raciocinio matematico
usual (Szabo, 1969).

As demonstragoes no cilculo de deducgdo natural comecam, de uma for-
ma geral, ndo com proposicoes 1égicas bésicas (axiomas), como no célculo
anterior, mas sim com assumpgoes (hipéteses) sobre as quais se aplicam um
conjunto finito de regras de inferéncia. A conclusao é tornada independen-
te das hipétese por cancelamento das mesmas através de certas regras de
inferéncia.

O célculo de dedugao natural organiza-se em torno de regras de inferéncia
para as varias conectivas légicas da linguagem. Para cada conectiva exis-
tem, pelo menos, duas regras de inferéncia, uma de introdugdo da conectiva
e outra de eliminacao da conectiva, o que se entende por introducao ou
eliminacdo de uma conectiva tornar-se-a claro aquando da definicdo de um
dado sistema.

Definigao 1.6 (Sistema de Dedugao N) Dado uma linguagem ldgica L,
sejam A, B e C' férmulas em L, entao as regras de inferéncia para o cdlculo
de dedugao natural N sao (Szabo, 1969; van Dalen, 1980):

Regras de Inferéncia
A B (I—NA) ANB AAB (E—A)

ANB A B
S A ADB
aBy (-2 522 (E-D)
[f A —-A L
== (I—--) — 7z (E—")
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Os simbolos entre paréntesis rectos representam a possivel introducao
de um numero arbitririo de assumpcoes, todas formalmente idénticas, nesse
ponto. O simbolo L é, por definigdo, equivalente a A A =A (Gallier, 1987).

A representacdo usual de deducoes em N é sob a forma de drvores de
deducao, ou seja, arvores em que os nés contém férmulas da linguagem, as
folhas contém assumpcoes, e a raiz a conclusao. A construcao da arvore estd
dependente das regras de inferéncia do célculo.

Exemplo de uma arvore de deducdo em N; a deducdo de A D C tendo
como assumpcoes nao canceladas A D B e B D (C, e como assumpc¢ao
cancelada A:

[A' ADB
— (E-D)
B B>C
g (E—-D)
(I->)!
ADC

A representacdo usada tem a vantagem de permitir acrescentar o nome
da regra de deducao usada, realcando assim o facto de a arvore de deducgao
ser construida por aplicagoes sucessivas das regras de inferéncia.

Torna-se necessario definir formalmente o que se entende por arvore,
deducao e cancelamento de assumpcoes.

Definigao 1.7 (Arvore) Uma drvore € um conjunto finito T de um ou
mais nds tais que (Veloso et al., 1983):

1. existe um nd denominado raiz da drvore;

2. os demais nds formam n > 0 conjuntos disjuntos S1,So,...,Sy, sendo
que cada um desses conjuntos € uma drvore.

Defini¢ao 1.8 (Dedugao, Cancelamento de Assumpcgoes) O conjun-
to das dedugoes é o menor conjunto D tal que (Szabo, 1969; A.S.Troelstra
& Dalen, 1988; van Dalen, 1980):

1. uma drvore contendo um $é nd A, com A uma formula de N, € uma
deducao. Nao existem assumpgoes canceladas;

D1 Dy
2. sejam ¢1 e ¢ dedugdes com conclusdo ¢ e ¢o respectivamente, entdo:
Dy D1 Dy
é1 Ry o1 o Ry
(2 Y

com Ry uma instincia das regras (E —N),(I — D),(I —-) e (E— )
(sequnda variante), e Ry uma instincia das regras (I — A),(E— D) e
(E —~) (primeira variante), sao dedugoes.

Cancelamento de assumpgdes:
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(a) nas regras (I — D) e (I — —) todas as assumpcoes da forma A
em Dy sao canceladas.;

(b) se D é uma deducao do antecedente da tultima regra a aplicar
numa deducdo, entao assumpcides nao canceladas em D perma-
necem ndo canceladas, excepto nos casos especificados em (2a).

Exemplo, demonstracdo de (AAB) D C) D (A D (B D (C)).

(A [B]'
— ([T —NA) 5
ANB [(AAB) D C]
(E—D)
C
(I->)!
B>C
A>S (B 0(1_3)2
D(BD>C) (1 )

((AAB)DC)D(AD(BD(O))

Os expoentes nas assumpgoes canceladas, e nos nomes das regras de
inferéncia usadas, dao conta do ponto onde foi feito o cancelamento das
assumpcoes.

A necessidade da introduc@o de assumpgoes, € o seu posterior cancela-
mento, dificulta a automatizacdo de um cdlculo de dedugao natural.

1.1.3 Caélculo de sequéncias dedutivas

O célculo de sequéncias dedutivas, ou de asser¢oes de deductibilidade (Oli-
veira, 1979) foi introduzido por Gerard Gentzen tendo este tentado combinar
as melhores caracteristicas de ambos os formalismos anteriores. Por um lado
o caracter “logicista” do formalismo de Hilbert, ou seja um calculo no qual
nao é necessario fazer a introducdo de assumpgoes e seu posterior cancela-
mento, e por outro lado o caricter sistemético do formalismo de dedugao
natural, com a divisdo das regras de inferéncia em regras de introducio e de
eliminacao, para cada uma das conectivas 16gicas (Szabo, 1969).

Para converter uma deducao dependente de assumpcoes numa deducio
logicista procede-se da seguinte forma: converte-se a deducao de B depen-
dente das assumpgoes Aq,..., A, numa nova férmula A; A ... A A, D B,
sendo que esta é independente de qualquer assumpgao (Szabo, 1969).

De forma a nao nao perturbar o caracter sistematico do calculo Gentzen
introduziu o conceito de sequéncias dedutivas (“sequents”) (Szabo, 1969).
Em vez da férmula A1 A ... A A, D B introduzem-se os simbolos auxiliares
“” e “ escrevendo-se,

Ay,..., A+ B

cujo significado informal é 0 mesmo da férmula anterior (Bibel & Eder, 1993;
Gallier, 1987; Szabo, 1969).
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Definigao 1.9 (Sequéncia Dedutiva) Uma sequéncia dedutiva é um par
(T, A) de sequéncias finitas, eventualmente vazias, I' = (A1,..., Ap), A =
(B1,...,By,) de formulas(Gallier, 1987; Szabo, 1969).

Usando a notagao introduzida por Gentzen (Szabo, 1969) com recurso
aos simbolos auxiliares ji definidos temos I' F A, designando-se ' como o
antecedente, e A como o consequente. Se I' é vazio escreve-se - A e o seu
significado é o mesmo do que a férmula By V...V By, se A é vazio escreve-se
I F e o seu significado é o mesmo do que a férmula —(A4;,A... A Ay,), se
tanto I' como A sdo vazios, tem-se a sequéncia dedutiva incoerente (Gallier,
1987; Szabo, 1969).

Um determinado cédlculo de sequéncias dedutivas organiza-se em torno
de regras de inferéncia para as véarias conectivas légicas da linguagem. Ana-
logamente ao cdlculo de dedugao natural tem-se a sistematizacdo das regras
de inferéncia de acordo com as conectivas logicas, sendo que a divisao é feita
consoante a posi¢ao da conectiva em relacdo ao simbolo auxiliar F.

As deducdes num célculo de sequéncias dedutivas vao-se desenvolver em
arvores de deducdo em cuja raiz estd a férmula que se pretende demonstrar,
i.e. a sequéncia dedutiva - A, e em cujas folhas estdo os axiomas, isto é,
sequéncias dedutivas I' F A em que I' e A tem uma mesma férmula em
comum.

Defini¢ao 1.10 (Sistema de Deducao G) Dado uma linguagem ldgica
L, sejam T, A e A sequéncias arbitrdrias de formulas de L, e A e B formulas
em L. O sistema de deducao G define-se por (Gallier, 1987):

Axiomas Sequéncias dedutivas I' = A tal que I' e A contém uma formula
em comum.

Regras de inferéncia

T, A, B, AF A THA AN TFA,B,A
FANBAFAND) TFA AABA (= A)
T A AA B.T,AFA AT B, A A
T ASB,AFA N TFAA>BAD)
T,AF AA ATEAA
r-AAEACH) TFAAAT)

Defini¢ao 1.11 (Dedugao) O conjunto das drvores de dedugao é o menor
conjunto D, tal que (Gallier, 1987):

1. uma drvore contendo um sé né I' = A é um drvore de dedugdo, sendo
que I' H A € uma sequéncia dedutiva da linguagem ldgica que se estd
a considerar;
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. T T . ~ ~ ! !
2. sejam yrx, pear drvores de dedugdo com conclusoes ' A eI" A
respectivamente, entao:

T T T’
TFA TEA T'FA
Are ) e AF O (F2)

com Ry uma instancia das regras (A F),(F D),(= F) e (- —), e Ry
uma instancia das regras (F A), e (D F), sdo dedugies.

O conjunto das demonstracoes é nos dado pelas dedugoes cujas folhas
contém axiomas do sistema légico.

Defini¢ao 1.12 (Demonstragao) O conjunto das demonstracoes é o me-
nor conjunto P, tal que (Gallier, 1987):

1. uma drvore contendo um sé né I' H A, sendo I' A um azioma, €
uma demonstragao;

. T T ~ ~ / !
2. sejam TFA’ A demonstracoes com conclusoes ' HF A e IV F A
respectivamente entao:

T T T’
TEA TEA T'FA
Are B e AF© (F2)

com Ry uma instancia das regras (A F),(F D), (= F) e (F =), e R
uma instancia das regras (- A), e (O F), sdo demonstragées.

Dado ser um calculo logicista e sistematizado, o cilculo das sequéncias
dedutivas é aquele que melhor se adapta & automatizacao das demonstracoes.

Um exemplo, a demonstracdo de (AAB) D C) D (A D (B D C(C)) no
sistema G.

B,A+rA B,A+B
(FA)
B,A-rAAB C.,B,A+-C
B.A,((AANB)DC)FC
A, ((ANB)DC)F(BDC) )
D
((AANB)DC)F(AD(BDOQO)) (o)
D)
F((AANB)DC)D>(AD(BDC(O))
A construcao de uma demonstragao desenvolve-se “de baixo para cima”,
ou seja da conclusdo (raiz da drvore), para os axiomas (folhas da 4rvore),
sendo que em determinados sistemas logicos, por exemplo o calculo propo-

sicional, é facil construir um algoritmo para automatizar a construcdo da
arvore de demonstragio (Gallier, 1987).

(F2)
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A formalizag@o escolhida difere da formalizacao classica na medida em
que as regras estruturais e a regra do corte (“cut rule”) nao estdo presentes
de forma explicita (Gallier, 1987; Szabo, 1969; van Dalen, 1980). Tal esco-
lha nao representa uma perda de generalidade dado que se pode demonstrar
que ambas as formalizacoes sdo equivalentes (Gallier, 1987). Subjacente &
apresentacao feita estd a propriedade da sub-férmula que nos diz, informal-
mente, que toda a informagdo necessiria a uma demonstracio se encontra
na sua conclusao (Gallier, 1987; Szabo, 1969; van Dalen, 1980). E por este
motivo que é usual desenvolver as demonstragoes de baixo (conclusdo) para
cima (axiomas).

1.2 Automatizacao das demonstracoes

Na secgao anterior apresentaram-se os formalismos normalmente usados para
o estudo dos sistemas logicos, e para o desenvolvimento das demonstragoes
nesses sistemas. Trata-se agora de apresentar os métodos de automatizacao
das demonstragoes.

Pretende-se entao, estabelecer a validade de uma férmula através do uso
de um sistema computacional. Uma férmula proposicional G é vélida, se
e sO se, para toda a interpretacao I de G, esta tem o valor verdade, isto
é, para toda a atribuicao de valores de verdade aos simbolos proposicionais
da férmula G, o seu valor final é igual a, verdade (Chang & Lee, 1973).
No caso da légica proposicional, para uma férmula com n simbolos atémicos
diferentes existem 2™ interpretacoes diferentes, sendo assim é sempre possivel
decidir sobre a validade de uma férmula. A introducdo de simbolos de
varidveis, e de simbolos de funcoes, na construcdo das férmulas conduz &
necessidade de atribuir valores, isto é, elementos e funcdes de um dado
conjunto, a essas varidveis aquando da interpretacdo da férmula. Tal facto
torna a tarefa de verificacao da validade de uma férmula sé possivel em casos
restritos, como por exemplo, em conjuntos de elementos finitos. Torna-se
entdo necessario procurar algoritmos que nao passem pela enumeracio de
todos os casos possiveis.

1.2.1 Universo de Herbrand

Em 1930 Herbrand? desenvolveu um algoritmo que permite verificar a va-
lidade de uma férmula, neste método a demonstracao desenvolve-se por
refutacao, isto é tenta-se demonstrar que a negacao da férmula original é
incoerente, demonstrando deste modo a validade da férmula original (Chang
& Lee, 1973).

2Herbrand, J. ; Investigations in proof theory: the properties of true propositions ;
“From Frege to Godel: a Source Book in Mathematical Logic 1879-1931”, (J. van Heije-
noort ed.), Harvard Univ. Press., Cambridge, Massachusetts, 1967.
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O algoritmo tem por base o resultado que se apresenta de seguida. Al-
guns dos conceitos apresentados serao explicitados posteriormente.

Teorema 1.1 Um conjunto S de cldusulas ¢ incoerente sse existe um con-
junto finito S' de instancias de base de S que € incoerente (Chang & Lee,
1973).

E entdo necessirio encontrar um dado conjunto finito S’ de instancias
de base de S. Se a procura for bem sucedida, entdo S é incoerente, e a
férmula que se pretendia demonstrar é vilida. Se S nao é incoerente nao
existe um tal conjunto, e como tal o algoritmo tem de prever a possibilidade
de parar apdés um ntmero finito de passos. Neste tltimo caso nido se pode
tirar nenhuma conclusido, pois ndo se conseguiu demonstrar que um dado
conjunto finito S’ ndo existe, mas tdo somente que nao foi possivel encontra-
lo no nimero de passos escolhido.

Vejamos, muito brevemente, como se desenvolve essa procura do conjun-
to S, comecando por explicitar os conceitos introduzidos no enunciado do
teorema 1.1.

Definigao 1.13 (Literal) Um literal é uma formula atémica, ou a negagdo
de uma férmula atémica (Chang & Lee, 1973).

Definic¢do 1.14 (Cldusula) Uma cldusula é uma disjungao finita de zero
ou mais literais (Chang & Lee, 1973).

Definigao 1.15 (Universo de Herbrand) Seja Hy o conjunto das cons-
tantes pertencentes a um conjunto de cldusulas S. No caso em que S ndo
contém nenhuma constante considera-se Hy como sendo formado por uma

unica constante arbitrdria, seja entdo Hy = {a}. Para i =0,1,2,..., H;j1;
é a uniago de H; com o conjunto de todos os termos da forma f™(t1,...,tn)
para toda a funcgdo de aridade n que ocorre em S, e onde tj,7 = 1,...,n

sao elementos do conjunto H;, cada H; € designado por conjunto constante
de nivel © de S, e lim;_,o H; ou Hy € designado por Universo de Herbrand
de S (Chang & Lee, 1973).

Definicdo 1.16 (Instancia de Base) Uma instincia de base da cldusula
C de um conjunto de clausulas S, € uma cldusula obtida de C por substitui-

¢ao das suas varidveis por elementos do Universo de Herbrand de S (Chang
& Lee, 1973).

Temos entao o seguinte algoritmo: dado um conjunto de clausulas, que
se supOe incoerente, geram-se 0s sucessivos conjuntos de cldusulas de base
de S, S1,5%,...,5,... testando sucessivamente a incoeréncia de cada um
deles. Entao, pelo teorema 1.1, podemos afirmar que, no caso em que S é
incoerente, existe um 7 finito tal que S!, é incoerente.
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Gilmore? em 1960, Davis e Putnam* também em 1960, entre outros,

implementaram o algoritmo de Herbrand. Eles construiram programas ca-
pazes de gerar, sucessivamente, os conjuntos S7,...,S,... referidos atris
e consequente verificagao da incoeréncia de cada um deles, sendo que Gil-
more usou o método multiplicativo, enquanto Davis e Putnam usaram um
método baseado em quatro regras, o qual se revelou mais eficiente do que o
de Gilmore (Chang & Lee, 1973).

No entanto as implementagoes do algoritmo de Herbrand sofrem to-
das do constrangimento provocado pela necessidade de gerar a sequéncia
S1,...,8n, ..., esta sequéncia tem em geral um crescimento exponencial, o
que faz com que os programas sejam muito ineficientes. Vejamos um exem-
plo (Chang & Lee, 1973):

Consideremos

S ={P(x,9(x),y, h(z,y), 2, k(2,y,2)), ~P(u, v, e(v), w, f (v, w), 2) }

temos que:

Hy = {a}
Hy = {a,g9(a),h(a,a),k(a,a,a),e(a), f(a,a)}

O ntmero de elementos em Sj e S é de 2 e 1512 respectivamente. O
primeiro dos conjuntos S} que é incoerente é S5 cujo cardinal é da ordem de
102%6 sendo o seu manuseamento computacional bastante dificil.

Em 1965 Robinson (Robinson, 1965) introduziu um método, que desig-
nou por principio de resolucao, o qual, podendo ser aplicado directamente a
um qualquer conjunto S de cldusulas, evita a necessidade de gerar os conjun-
tos Si,...,S),... sendo muito mais eficiente que o algoritmo de Herbrand.

"y ~no

1.2.2 Meétodo de resolugao

A ideia base do principio de resolugao é a seguinte: dado um conjunto de
cldusulas S, verificar se S contem a clausula vazia; se S contem a cldusula
vazia, entao S é incoerente; se S nao contem a cldusula vazia, entdao é ne-
cessério verificar se se pode derivar a cldusula vazia a partir de S. A cldusula
vazia vai-se denotar por O (Chang & Lee, 1973)

O principio de resolugao pode ser visto como uma regra de inferéncia
que se aplica repetidas vezes, a partir de S geram-se novas cldusulas até se
obter a clausula vazia.

3Gilmore, P. C. (1960): A proof method for quantification theory; its justification and
realization, IBM J. Res. Develop. 28-35.

“Davis, M. and Putnam, H. (1960): A computing procedure for quantification theory,
J. ACM, No3, 201-215.
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Vejamos antes de mais a sua aplicagao para a logica proposicional, co-
mecando por definir o que se entende por complementar de um literal.

Definigao 1.17 (Complementar) Se A é uma formula atémica, entdao
dois literais A e = A, sdo designados por complementares um do outro (Chang
& Lee, 1973).

Definigao 1.18 (Regra de Resolugao, Resolvente) Para qualquer par
de cldusulas C1 e Cs, se existir um literal Ly em Cy que é complementar de
um literal Ly em Cy, entao elimina-se Ly e Lo em C1 e Co respectivamente, e
constroi-se a disjuncdo das restantes cldusulas. A clausula construida deste
modo € um resolvente de Cy e Cy (Chang & Lee, 1973).

Veja-se o seguinte exemplo. Dado as clausulas:

Ci = ((‘!P)VQ)\/R
Cy = (-Q)VS

um seu resolvente, e Unico neste caso, é:

Cs = ((-P)VR) VS

Torna-se necessario definir agora o que se entende por deducio, e por
demonstracao usando o principio de resolucdao. Como passo necessario nesse
sentido temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2 Dados duas cldusulas Cy e Co, um resolvente C de Cp e Co
é uma consequéncia ldgica de Cy e Cy (Chang & Lee, 1973).

Temos entao as seguintes defini¢des para dedugido e demonstragio usando
o principio de resolugao. Dado se tratar de uma demonstragao por refutagao
vai-se usar a designacao de refutacdo como simplificacdo de demonstracio
por refutacao.

Definic¢do 1.19 (Dedugido por Resolugdo) Dado um conjunto S de cldu-
sulas, uma deducao por resolucdo de C' a partir de S, € uma sequéncia fi-
nita C1,Ca,...,Cy de cldusulas, tais que cada C; com i = 1,....k ou é
uma cldusula de S, ou € um resolvente de duas cldusulas que o precedem, e
Cr = C (Chang & Lee, 1973).

Definic¢do 1.20 (Refutagdo por Resolugdo) Uma deducao por resolugao
da cldusula vazia a partir de um conjunto S de cldusulas, € uma refutacdo
de S por resolucdo (Chang & Lee, 1973).
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Vejamos um exemplo.

Seja S ={PVQ,(-P)VQ,PV (-Q),(—P)V (-Q)}. Temos entao:

Ci = PvQ

Cy = (=P)VQ

C; = PV(-Q)

Cs = (=P)V(-Q)

05 = Q de 01 € Cz
06 = —|Q de 03 e 04
07 = 0O de 05 (§] Cﬁ

Dado que a cldusula vazia foi deduzida a partir de S por resolucio, e
tendo por base o teorema 1.2, temos que a cldusula vazia é uma consequéncia
légica de S, logo S é incoerente.

A refutagao pode-se representar graficamente na forma de uma arvore
de deducao em que as folhas representam o conjunto de cldusulas iniciais, os
nos intermédios os varios passos do método de resolucao, e a raiz a clausula
conclusao da deducao. No caso anterior teriamos:

PVvQ (—P)VQR PV(Q)

\/ \/
N

Como vimos para o caso proposicional, o principio de resolucao baseia-
se na procura de um par de literais complementares. No caso da légica de
predicados a introducdo de varidveis torna este problema de muito dificil
resolugao.

Veja-se o seguinte exemplo:

C:1 = P(r)VvQ(z)
Cy = (=P(f(z))) Vv R(z)

nao existe em C7 e Cy um par de literais complementares. No entanto se
em C substituirmos z por f(z) obtemos:

Ci = P(f(z)) v Q(f(x))

que é uma instancia de Cj. Em C} e Cy existe um par de literais comple-
mentares, sendo assim obtém-se:
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Cs = Q(f(z)) vV R(z)
sendo que C'5 é o resolvente mais geral de C7 e Cs, num sentido que se vai
explicitar mais adiante.

No caso da légica de predicados a procura de um par de literais com-
plementares passa entdo pela procura de uma substituicao de varidveis que
permita obter, sempre que possivel, as instancias mais gerais das cldusulas
que se estd a considerar. O algoritmo que permite determinar se é possivel
obter a substituicdo mais geral, e em caso afirmativo construi-la, designa-se
por, algoritmo de unificagao. Antes de enunciar o principal resultado sobre
o algoritmo é melhor explicitar o que se entende por uma substituicao assim
como fixar algumas questoes de notacao.

Definigao 1.21 (Substituicdo) Uma substituicao é um conjunto finito da
forma {t1/v1,...,tn/vn}, onde todo o v; € uma varidvel, todo o t; € um
termo diferente de v;, e os v; sao diferentes dois a dois. A substituicdo que
consiste no conjunto vazio € designada por substituicdo vazia e € denotada
por € (Chang & Lee, 1973).

Vai-se usar letras gregas minusculas para denotar substituicoes.

Definicao 1.22 (Instancia) Seja 6 = {t1/v1,...,tn/vn} uma substitui¢ao
e E uma expressdo. Entao EO € a expressio que se obtém de E por uma
substituicao simultanea de cada ocorréncia da varidvel v; em E, pelo termo
ti, com 1 < i <n. Ef € designado por uma instincia de E (Chang & Lee,
1973).

E possivel compor duas substituicoes sendo que a composicao de subs-
tituicOes é associativa e tem a substituicdo vazia € como o elemento neu-
tro (Chang & Lee, 1973).

Definigao 1.23 (Unificador) Uma substitui¢ao 0 € designado um unifica-
dor para um conjunto {F1,...,Ey} sse E10 = Eof = --- = Ex0. O conjunto
{E1r,...,Ex} € dito unificdvel se existe um unificador para ele (Chang &
Lee, 1973).

Definigao 1.24 (Unificador mais geral) Um unificador o para um con-
junto {E1,...,Er} de expressies é um unificador mais geral sse para to-
do o unificador @ para o conjunto, existe uma substituicdo X tal que 6 =

o\ (Chang & Lee, 1973).
Temos entao o seguinte resultado.

Teorema 1.3 (Unificagdo) Se W é um conjunto finito e ndo vazio de
expressoes, entdo o algoritmo de unificacdo determina se sGo ou ndo uni-
ficdveis, e em caso afirmativo acha a substituicao que € o unificador mais
geral para W (Chang & Lee, 1973).
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A demonstracao destes resultados assim como a descrigdo do algoritmo
estd em (Chang & Lee, 1973).

Temos entao que uma refutacao pelo principio de resolucao para a légica
de predicados é, & semelhanca do principio de resolucao para a légica propo-
sicional, uma sequéncia finita de cldusulas, partindo do conjunto de cldusulas
que resultam da transformacdo da férmula que se pretende refutar e con-
tinuando com a juncdo de resolventes que vao sendo obtidos das clausulas
anteriores até se atingir a cldusula vazia. No caso da légica de predicados
torna-se necessario incorporar o algoritmo de unificagdo de molde a obter os
sucessivos resolventes.

Antes de apresentar o resultado principal torna-se necessario apresentar
alguns resultados auxiliares.

Definigdo 1.25 (Factor) Se dois ou mais literais (com o mesmo sinal) de

uma cldusula C tém o como o unificador mais geral, entao Co € designado
por factor de C (Chang & Lee, 1973).

Defini¢ao 1.26 (Resolvente Bindrio, Cldusulas Ancestrais) Sejam
C1 e Oy duas cldusulas sem varidveis em comum. Sejam Ly e Lo dois literais
em C1 e Cy respectivamente. Se Ly e = La tem um unificador mais geral o
entao a clausula

(010' — L10’) U(CQO' — LzO’)

€ designada por resolvente bindrio de Cy e Co. Os literais L1 e Lo sao
designados por literais resolvidos, e C1 e Cy sdo designados por clausulas
ancestrais (Chang & Lee, 1973).

Defini¢ao 1.27 (Resolvente) Um resolvente das cldusulas (ancestrais)
Cy e Cy € um dos sequintes resolventes bindrios (Chang & Lee, 1973):

o um resolvente bindrio de Cy e Co;
o um resolvente bindrio de C1, e um factor de Co;
o um resolvente bindrio de um factor de Cy, e Co;

o um resolvente bindrio de um factor de C1, e de um factor de Cs.

Uma refutacdo para a légica de predicados vai-se desenvolver entdo de
maneira andloga a ji vista para o caso proposicional. Vejamos um exem-
plo (Chang & Lee, 1973).

Seja S = {(-T(x,y,u,v))VP(z,y,u,v), (-P(z,y,u,v))VE(z,y,v,u,v,y),
T(a,b,c,d), 2E(a,b,d,c,d,b)}. Temos entdo:
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C, = (-T(z,y,u,v))V P(z,y,u,v)

02 = (_|P($7 y7 u7 U)) VE("’E7 y7 U7 u7 /07 y)
Cs = T(a,b,c,d)

Cy = —E(a,b,d,c,d,b)

C15 = (_'T("anauav)) \/E(x,y,v,u,v,y) de C11 € CZ
Cs = E(a,b,d,c,d,b) de C3 e C50 com

o = (a/z,b/y,c/u,d/v)
C; = O de Cy e Cy

E possivel apresentar o principio de resolucdo de uma outra forma. Por
exemplo Gallier (1987) apresenta um célculo de sequéncias dedutivas consti-
tuido por uma sé regra, a regra de resolugao, que é entao aplicada sucessiva-
mente, ndo a férmula que se quer demonstrar mas a uma sua transformagao
(logicamente equivalente) numa forma prépria para o referido cilculo. Esta
ultima apresentacdo é interessante pelo facto de frisar o aspecto mecéanico,
que a demonstracdo passa a possuir.

1.2.3 Isomorfismo de Curry-Howard

Em 1941 Alonzo Church (Church, 1941) estabeleceu uma relagio entre um
sistema 16gico e um sistema do cdlculo-A. A relagdo foi estabelecida pela
identificacdo dos valores 16gicos de verdade e falsidade, com os inteiros posi-
tivos 2 e 1 respectivamente, baseando de seguida o sistema, l6gico no cédlculo
que ele designou por calculo de conversao A-d. O sistema tinha um axioma,
o termo 2, e sete regras de inferéncia. Os teoremas do sistema sdo os termos
que podem ser derivados da férmula 2 por uma sequéncia de aplicacoes das
regras de inferéncia.

A introducdo das conectivas légicas usuais, negacdo, conjuncao e dis-
juncdo, podia ser feita pela defini¢do de termos apropriados (Church, 1941,
pag.69).

E interessante notar que Church verificou que da definicao da conectiva
V (disjungéo) advinha que, se AV B é um teorema, entdo A ou B sdo
teoremas. Ou seja estava-se perante um sistema légico diferente do sistema
16gico classico, e que Church classificou como tendo “cardcter finitista”.

A relagdo entre os sistemas da ldgica intuicionista, e os sistemas do
calculo-\ com tipos foi posteriormente sendo posta em evidéncia pelos tra-
balhos de Lambek (1988), Curry (1968), e Howard (1980).

Temos entao que a relacao entre categorias cartesianamente fechadas e
o cédlculo-A com tipo produto, e destes com os sistemas logicos, sugere a
observacao de que tipos se identificam com férmulas, e de que termos se
identificam com demonstracoes, ou melhor, com classes de equivaléncia de
demonstragoes (Lambek & Scott, 1988).
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Vejamos entao como se pode formalizar esta correspondéncia, comegando
por estabelecer um calculo-A com tipos produto e exponenciagao, calculo que
vai corresponder a um célculo proposicional intuicionista positivo (Lambek
& Scott, 1988).

E necessario definir quais sao os tipos admissiveis, quais sdo os simbolos
primitivos do sistema, como se definem os termos dos diferentes tipos, além
de estabelecer questoes relacionadas com a definicdo de varidveis livres e
mudas, assim como as questoes relacionadas com a substituicao de varidveis.

Definicdo 1.28 (Tipos) Os tipos sio (Barendregt, 1981; Girard et al.,
1988):

e 0s tipos atomicos, T1,Ts,...,T,, sao tipos;
e se U eV sao tipos, entao U XV e U — V sao tipos;

® 0s Unicos tipos sao aqueles que se obtém por aplicacdo das regras an-
teriores.

Os tipos atomicos vao estar dependentes do sistema concreto com que
se estd a lidar. O tipo U x V é designado por produto de U por V, e a sua
interpretacio é o produto cartesiano de U por V; o tipo U — V (ou VVY)
¢é designado por tipo exponenciacio, e a sua interpretacdo é o conjunto das
funcoes de U para V.

Definicdo 1.29 (Alfabeto) O simbolos que constituem o alfabeto do cdl-
culo-\ sao (Girard et al., 1988):

e para cada tipo atomico t um conjunto infinito mas enumerdvel de va-

ridveis, xt, 2%, .. .;

sz Yy ™ P11 ” wi» “y» “wi» w\» w, 12» w2 1 @ ”
e simbolos auxiliares: “N7, “(7, «)7, “(7, “\7, “ql7y “qgev @7 &y

Defini¢ao 1.30 (Termos, varidveis mudas e livres) Os termos do cdl-
culo-\, e a caracterizacdao das varidveis livres e mudas, € dada pelo sequinte
conjunto de regras (Church, 1941; Girard et al., 1988):

e as varidveis, 1,z ,... sdo termos do tipo T. Todas as varidveis de
um dado tipo T sdo varidveis livres;

e seu ewv sao termos do tipo U eV respectivamente, entao (u,v) € um
termo do tipo U x V. Uma ocorréncia da varidvel x é livre ou muda
em (u,v) conforme € livre ou muda em u, ou em v;

e set ¢ um termo do tipo U x V, entdo 7't e 7t sdo termos do tipo
U eV respectivamente. Toda a ocorréncia de uma varidvel © em 't
(respectivamente m*t) é livre ou muda consoante o seja em t;
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e sev éum termo do tipo V e zV é uma varidvel do tipo U, entdo AzY.v
¢ um termo do tipo U — V. Uma ocorréncia de um varidvel yY, outra
que ndo zY, em A\xV.v € livre ou muda consoante o seja em v. Todas
as ocorréncias de Y em \zU.v sdo mudas;

e set ewu sao termos do tipo U — V e U respectivamente, entdo tu é
um termo do tipo V. Uma ocorréncia de uma varidvel x em tu € livre
ou muda consoante o seja em t, ou em u;

e nao existem mais nenhuns termos além dos que se obtém por aplicacao
das regras anteriores.

Uma varidvel é livre (respectivamente muda) num termo se tem pelo me-
nos uma ocorréncia livre (respectivamente muda) no termo (Church, 1941).
Um termo é dito fechado se ndo contém varidveis livres (Barendregt, 1981).

Definigao 1.31 (Substituicdo) O resultado de substituir as ocorréncias
livres de x, do tipo T, pelo termo t, do tipo T, [z/t], € definido por (Baren-
dregt, 1981):

o zz/t] =t;

o ylz/t] =y, sex #y;

(Ay-M)[z/t] = \y.(M[z/t]), se x £y ey ndo é uma varidvel livre de
t;

M Mp)[z/t] = (Mi[z/t])(Ms[2/1]);

(
(My, Ma)[z/t] = (Mi[z/t], Malx/t]);
(r'M)[w/t] = 7 (M[z/1]);

(

2 M)[x/t] = n*(Mlz/t]);

Temos entao que, tomando para base o sistema de deducdo natural N
(defini¢do 1.6), e o cdlculo-A anteriormente definido, a correspondéncia entre
os dois sistemas é a seguinte:

Definigao 1.32 (Isomorfismo de Curry-Howard) A correspondéncia
entre regras de inferéncia do sistema N, e termos do cdlculo-A € dado
por (Girard et al., 1988):

e d deducio A corresponde o termo (varidvel) zi';

e d deducgdo ﬁ/\—g corresponde o termo (u,v), onde u e v correspondem

as dedugoes A e B respectivamente;
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(respectivamente A%B) corresponde o termo w't

e 4 dedugdo AI/L\lB

(respectivamente w2t), onde t corresponde d deducdo A A B;

[A]

e g dedugdo 1—4% corresponde o termo )\wg“.v, em que z

i+ corresponde

a hipdtese cancelada A e v corresponde d dedugdo de B;

corresponde o termo tu, onde t e u correspon-

e ¢ deducao AATDB

dem as dedugoes A D B e A respectivamente.

E de notar que a conectiva l6gica — nao estd presente sendo introduzida
por defini¢do a partir da constante L (falso).

A nocao de dedugio vai corresponder a nocdo de reducdo. A demons-
tracao vai ser um processo de reducao com vista a obtencao de uma forma
normal que se pretende de um determinado tipo (Barendregt, 1981; Girard
et al., 1988).

Por exemplo, a demonstragao:

[A]' [AD>BP
(E - 2) )
B [B D C]
c (E—-D2)
(I-2)
ADC o)
(BODC)D(ADQO)) (1 o)

(ADB)D((BDC)D>(AD0))

E transformada no seguinte termo

A2 7B AP C a8 2§ (M aB)zd))

que, aplicando as regras de reducao préprias do cdlculo-A (Barendregt, 1981;
Girard et al., 1988) transforma-se no termo

Az 7B AzB=C Npya§

que é um termo normal (Girard et al., 1988) e que tem o tipo (A — B) —
((B— C) — (A — C)) que corresponde & férmula (A D B) D ((BD>C) D
(ADQ)).

O interesse do estabelecer do isomorfismo advém do facto de se poder
usar a “maquinaria”’ do cdlculo-\ para realizar demonstragées num dado
sistema logico.
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1.2.4 TAacticas e Tacticais

Uma aproximagao que partilha com a aproximagcao que se acabou de descre-
ver, a utilizacao de “ferramentas” computacionais para construir um dado
sistema de deducao, é nos dada pela linguagem das tacticas e dos operadores
sobre as tdcticas que usualmente se designam por tacticais (Gordon et al.,
1979).

Na década de 70, foi desenvolvido na Universidade de Edinburgh, o sis-
tema computacional, Edinburgh LCF (Gordon et al., 1979; Paulson, 1990;
Paulson, 1992). O sistema inicial era um verificador de demonstragdes pa-
ra a légica das fungoes computdveis (“Logic of Computable Functions”).
A tentativa de desenvolver um sistema que estivesse a meio caminho en-
tre um sistema de demonstracao automadtica e um sistema de verificagao,
passo a passo, das demonstracoes, levou ao desenvolvimento de um sistema
programdvel.

O Edinburgh LCF possui uma linguagem do tipo funcional na qual o
utilizador pode escrever fungoes para processar termos, formulas, e teoremas.
Estes tltimos sao os elementos de um tipo abstracto de dados que possui
como operadores fungoes que implementam as regras de inferéncia, sao estes
operadores que se vao designar por ticticas. A verificacdo de tipos assegura
a idoneidade do sistema. Para distinguir esta linguagem de programagao
da linguagem légica que vai ser manipulada, os autores designaram-na por
ML (“meta-language”), tendo posteriormente evoluido para a linguagem de
programacao Standard ML.

A demonstragido desenvolve-se em &rvore, da conclusio (raiz) para as
premissas (folhas). Cada téctica especifica um passo na demonstracao, se
o objectivo pertence ao dominio de defini¢ao da tactica o resultado é uma
lista, eventualmente vazia, de sub-objectivos. No caso em que o objectivo
nao pertence ao dominio de definicao da tactica, considera-se que a aplicagao
da tactica falhou.

O processo repete-se para todos os ramos da arvore até que a aplicacao
das tacticas conduzam a listas vazias de sub-objectivos, caso em que se
obteve uma demonstracao do objectivo proposto. No caso em que para um
qualquer dos ramos, nao é possivel aplicar, com sucesso, nenhum das tacticas
implementadas a tentativa de demonstracao nao foi bem sucedida.

As linguagens das tacticas e tacticais incluem tacticas basicas e tacticas
compostas cuja construgao é feita a custa dos tacticais. Embora haja muitas
variantes a linguagem das tacticas e tacticais tem como base o seguinte:

e cada regra de inferéncia tem uma correspondente tictica;

e a tactica tacl THEN tac2 usa o tactical THEN para aplicar ambos as
tacticas em sucessao. Ou seja aplica-se tacl ao objectivo e depois
aplica-se tac2 ao resultado. Esta tactica falha se qualquer uma das
técticas tacl ou tac?2 falha;
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e a tictica tacl ORELSE tac2 usa o tactical ORELSE para aplicar uma
das duas tacticas em alternativa. Comeca-se por aplicar tacl ao ob-
jectivo, se esta falhar entdo aplica-se tac2. Se a aplicacdo de tac?2
também falha entdo a tactica falha;

e a tactica REPEAT tac usa o tactical REPEAT para iterar a aplicacao
da tactica tac. Vai-se aplicar a tactica tac repetitivamente até a
aplicacao da tactica tac falhar;

e a tictica idtac aplicada a um qualquer objectivo nao o altera. Esta
tactica é sempre bem sucedida, advindo dai o seu interesse para a
construcao de ticticas compostas.

Existem muitas variantes da nocao de tacticas e tacticais, no entanto

todas elas sao coerentes com as ideias expostas acima. Ou seja, trata-se de
ter uma meta-linguagem que permita ao utilizador construir “estratégias”
de demonstracdo que permitam automatizar as demonstragoes em sistemas
de deducdo previamente construidos (Gordon et al., 1979; Paulson, 1992;
Paulson, 1993c; Stevens & Hobley, 1993).

Por exemplo, usando a sintaxe do sistema 20BJ (Stevens & Hobley,

1993), uma possivel implementacao para o sistema G (definigao 1.10) é:

ops AndR ImpR NotR AndL ImpL NotL : -> Rule .
ops basic FalselL TrueR : -> Rule .

eq AndR (H [-X " Y) = HI|-X), (HI-Y)
eq ImpR (H |- X > Y) = (H; X |- V)

eq NotR (H |- © X) = (H ; X |- False)

ceq AndL. (H |- X) = (retira(H,acha(Z ~ Y,H)) ;

[Tsubterms(acha(Z ~ Y,H))] |- X)
if existe(Z ~ Y,H)

ceq ImpL (H |- X) =

(retira(H,acha(Z -> Y,H)) |- acha(Z -> Y,H) : 1) ,
(retira(H,acha(Z -> Y,H)) ; acha(Z -> Y,H) : 2 |- X)
if existe(Z -> Y,H)

ceq NotL (H |- X) =

(retira(H,acha(” Y,H)) |- acha(® Y,H) : 1)
if existe(™ Y,H)

eq basic (Y ; H |- X) = if X == hyp(1,Y) then []

else basic (H |- X) fi .

eq TrueR (H |- True) = []
ceq FalseL (H |- X) = [] if existe(False,H)

Com base neste conjunto de regras, pode-se construir uma tactica com-

posta para o cdlculo proposicional, que dado um objectivo tente aplicar
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uma das tacticas basicas anteriores, e que repita o processo até obter uma
demonstracdo ou até falhar.

op ProvaProp : -> Tactic .

ceq ProvaProp (H |- X) = basic ELSE idtac
if existe(X,H)

eq ProvaProp (H |- True) = TrueR ELSE idtac .

ceq ProvaProp (H |- X) = FalselL ELSE idtac
if existe(False,H)

ceq ProvaProp (H |- X) = (AndR THEN ProvaProp) ELSE idtac
if matches(Z ~ Y , X) .

ceq ProvaProp (H |- X) = (ImpR THEN ProvaProp) ELSE idtac
if matches( Z > Y , X) .

ceq ProvaProp (H |- X) (NotR THEN ProvaProp) ELSE idtac
if matches(™ Y , X)

ceq ProvaProp (H |- X)
if existe(Z ~ Y,H)

ceq ProvaProp (H |- X)
if existe(Z v Y,H)

ceq ProvaProp (H |- X)
if existe(Z -> Y,H)

ceq ProvaProp (H |- X) (NotL THEN ProvaProp) ELSE idtac
if existe(” Y,H) and simples(X)

eq ProvaProp DEFAULT Go = idtac

(AndL THEN ProvaProp) ELSE idtac

(OrL THEN ProvaProp) ELSE idtac

(ImpL THEN ProvaProp) ELSE idtac

E de notar que os operadores do tipo -> Rule, que correspondem &
implementacao das regras de inferéncia do calculo de sequéncias deductivas
G, sao depois consideradas tacticas basicas aquando da construgao da tactica
ProvaProp, sendo este operador do tipo -> Tactic.

1.3 Demonstradores de teoremas

Por sistemas de demonstracao automaética de teoremas entende-se sistemas
computacionais, ou sejam conjuntos de programas e ficheiros auxiliares, ca-
pazes de responder a questoes que requeiram um raciocinio dedutivo, mais
concretamente sistemas que implementem os mecanismos necessarios para
o desenvolvimento de dedugoes em determinado sistema légico.

No que diz respeito aos sistemas existentes, uma primeira separacao pode
ser feita entre os meta-sistemas e os sistemas simples.

Por meta-sistemas entende-se sistemas computacionais capazes de imple-
mentar um determinado sistema dedutivo, isto é, uma dada linguagem légica
e correspondente conjunto de regras de dedugao. Para isso estes sistemas tém
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de possuir uma dada linguagem logica, meta-1égica, na qual se podem ex-
pressar as légicas objecto, e tém de implementar os mecanismos necessarios
para o desenvolvimento das demonstragoes, assim como 0s mecanismos que
permitem a construcdo de automatismos para o desenvolvimento das de-
monstragoes. Exemplos de tais sistemas sdo os sistemas ICLE (Dawson,
1991; Dawson, 1992), Isabelle (Kalvala, 1994; Paulson, 1993a; Paulson,
1993c; Paulson, 1993b), ELF (Harper et al., 1993; Michaylov & Pfenning,
1991; Pfenning, 1991), 20BJ (Stevens & Hobley, 1993), entre outros (ver
apéndice C).

Por sistemas simples entende-se sistemas que estao baseados numa deter-
minada linguagem légica, e que possuem um mecanismo de inferéncia bem
determinado. Existem muitos sistemas deste tipo cobrindo muitos sistemas
de dedugéo diferentes (ver apéndice C).

Uma segunda classificacdo nao necessariamente independente da ante-
rior, é nos dada pelo tipo de interaccdo que cada um dos sistemas propor-
ciona. Temos entao que os sistemas dividem-se em sistemas interactivos, ou
semi-automaticos, e sistemas automaticos.

Nos primeiros pode-se usar tais sistemas de uma forma interactiva; isto
é, pode-se dividir a demonstracdo por uma sucessao de passos, sendo o uti-
lizador chamado a intervir entre cada um deles de forma a que, baseado nas
conclusoes que o programa deu introduzir novos dados para a continuagao
da demonstragao. Como caso extremo deste tipo de aproximacao temos os
programas que podem funcionar como verificadores de teoremas, ou seja,
programas capazes de validar, passo a passo, uma determinada deducgao a
ser dada pelo utilizador.

Nos sistemas automadticos o utilizador da o objectivo a atingir, os lemas
auxiliares que entender necessarios e os parametros de controlo da demons-
tracao, e como resposta, espera obter o resultado final, ou seja, a confirmacgao
de que a férmula introduzida é um teorema da linguagem légica que se estd
a considerar.

No apéndice C apresenta-se uma lista de demonstradores de teoremas.
Tentou-se sistematizar a sua apresentacao de forma a ser possivel ter uma
ideia para cada um dos elementos da lista, qual é o tipo do sistema, e quais
S840 as suas principais caracteristicas.



Capitulo 2

O Sistema LPCGr i

2.1 Introducao

Pretende-se neste capitulo apresentar o problema que, de certa forma, mo-
tivou a realizacao do presente trabalho. Esse problema é o da demonstragao
da correccao parcial de programas, utilizando sistemas computacionais de
demonstracdo automatica de teoremas. Para tal vai-se apresentar a cons-
trucao de um sistema de deducgdo para uma linguagem procedimental, e a
sua implementacao em dois sistemas genéricos de demonstragao automatica.

As metodologias de programacdo como sejam, a programacao estrutura-
da e descendente, e a programagcao modular, visam a construgao de progra-
mas correctos, no entanto nao providenciam nenhum mecanismo que permi-
ta efectuar a demonstracao dessa mesma correccao (Alagi¢ & Arbib, 1978;
Gries, 1981; Meyer, 1990; Welsh & Elder, 1979; Wirth, 1973; Wirth, 1976).
Por outro lado as técnicas de despistagem de erros, embora com ferramen-
tas poderosas, nunca permitem obter uma demonstracdo da correccao dos
programas. Temos entdo, que a utilizacao de sistemas automaticos de de-
monstragdo adaptados a sistemas légicos capazes de descrever a seméantica
dos programas pode, e deve ser, encarado como um meio complementar aos
ja descritos para a obtencdo de programas correctos.

De seguida vai-se descrever uma linguagem procedimental com coman-
dos guardados, LPCG (Alagi¢ & Arbib, 1978; Dijkstra, 1975; Gries, 1981;
Meyer, 1990; Quaresma, 1995); um sistema de deducdo de sequéncias de-
ductivas para a referida linguagem, LPCGrx (Chang & Lee, 1973; Clint &
Hoare, 1972; Cousot, 1990; Gallier, 1987; Hoare, 1971; Hoare, 1972; Hoare,
1973; Quaresma, 1995; Szabo, 1969) e as respectivas implementagdes nos
sistemas de demonstracdo automatica de teoremas; Isabelle (Kalvala, 1994;
Paulson, 1993a; Paulson, 1993b; Paulson, 1993c) e 20BJ (Stevens & Ho-
bley, 1993). Finaliza-se com a apresentacio de exemplos de demonstragoes
de correccido parcial de programas em ambos os sistemas, com a descrigao
das técnicas de demonstracdo usadas e os resultados obtidos.

25
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2.2 A linguagem de programacao

A linguagem LPCG é uma linguagem de programacao procedimental com
comandos guardados (Dijkstra, 1975; Gries, 1981), cujos programas sio se-
quéncias ordenadas de instrucoes e cuja operacionalidade é nos dada pela
manipulacao directa dos dados, através das instrugoes de atribuicao de valor,
instrugoes essas que modificam o valor de varidveis (posi¢goes de memoria)
previamente definidas.

2.2.1 Sintaxe e semantica informal de LPCG

De seguida apresenta-se a sintaxe e semantica informal das diferentes ins-
trugbes que compoém a linguagem LPCG. Para a descricdo da sintaxe
vai-se usar uma notac¢ao semelhante aquela que é usada na linguagem OBJ3
para a defini¢do dos operadores (Goguen et al., 1992); nomeadamente é de
referir o uso de “_” como uma varidvel sintdctica, isto é, pode ser substi-
tuida por uma qualquer variivel de espécie apropriada. As espécies que vao
ser consideradas sdo: Elementos, para as diferentes estruturas de dados;
Instrucgdes para as instrugoes da linguagem; Proposig¢8es para as propo-
sicoes, nao sé referentes & logica interna dos programas como a légica na
qual se vao desenvolver as demonstracoes de correccao parcial.

Instrucgao nula

nula : — Instrugdes

A execugdo da instrucdo nula nao produz qualquer efeito. O seu in-
teresse reside no facto de se poder explicitar que, em determinadas
condicgoes, nao se pretende alterar o estado das varidveis.

Instrucao de Atribuigao
_:=_:Elementos Elementos — Instrucgdes

Procede-se ao cdlculo da expressio (argumento do lado direito) e
atribue-se esse valor & varidvel (argumento do lado esquerdo).

Instrucao de Composicao

—;{-}-: Instrugdes Proposig¢des Instrugdes — Instrugdes [assoc]

Dado duas instrucgoes executa-se a segunda apds se ter executado a
primeira. A operacdo de composicdo é associativa. A proposicio é
aqui considerada como um comentario.
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Nas duas proximas instrugoes vai-se fazer uso daquilo que se vai designar
por comandos guardados. E de notar que a sua funcionalidade difere, embora
ligeiramente, daquela adoptada por Gries (1981).

A sua sintaxe é a seguinte:

_—>_ :Proposig¢des Instrugdes — Comandos Guardados

O seu significado informal é o seguinte: se a proposicdo designada por
guarda, toma o valor de verdade executa-se a instru¢do; no caso contrario
nao se faz nada.

Tendo isso em conta vejamos entao as instrucgoes de iteragao e condicio-
nal.

Instrucgao de Iteragao

faz _ fimfaz : (Comandos Guardados)* — Instrugdes

Dado uma lista, eventualmente vazia, de comandos guardados, escolhe-
se aleatoriamente um dos comandos guardados que possua um guarda
com valor verdade, executando-se de seguida o comando correspon-
dente. Repete-se o processo até que todos os guardas tenham o valor
falso. No caso da lista de comandos guardados ser vazia, ou todos os
guardas terem logo & partida o valor falso, a instrucdo de iteracao é
equivalente & instrucao nula.

Instrucao Condicional

se _ fimse : (Comandos Guardados)* — Instrugdes

Dado uma lista, eventualmente vazia, de comandos guardados, escolhe-
se aleatoriamente um dos comandos guardados que possua um guarda
com valor verdade, e executa-se o comando correspondente. Se todos
os guardas tiverem o valor falso, ou no caso de uma lista vazia de
comandos guardados, a instrugdo é equivalente a instrucao nula.

Funcoes

Declaragao de funcgao

funcao _(-)var(.){-}-{_-}fimfuncao : Elementos (Elementos)*
(Elementos)* Proposigdes Instrugdes Proposigdes
— Proposigdes
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Invocagao de fungao

_(.) : Elementos (Elementos)* — Elementos

O efeito da invocacao da funcido é o da execugao do corpo da funcgao
tal como estd definido na declaragao de fungao. Os argumentos subs-
tituem os parametros formais, sendo o valor calculado atribuido ao
identificador de funcao.

Como se pode deduzir pelas espécies respectivas a declaracao de fungao
nao contribui para a operacionalidade do programa directamente dado
que o seu contradominio é de espécie 1égica. O contributo operacional
estd representado na invocagao da funcao.

Assume-se que: os argumentos estao em correspondéncia com os para-
metros formais; que nao é feita nenhuma atribuicao a varidveis que nao
sejam locais ao corpo da funcao; que todos os valores dos argumentos
sdo copiados para os pardmetros formais (“copia-por-valor”); e que o
identificador de fungao é usado como uma varidvel (célula de memoria)
cujo contetido é o valor da funcio.

Sub-programas

Declaragao de sub-programa

subprg- (-, _)var(_){_}_{_}fimsubprg : Elementos (Elementos)*
(Elementos)* (Elementos)* Proposigdes Instrugdes
Proposig¢8es — Proposigdes

Invocagao de sub-programa

_(.,-) : Elementos (Elementos)® (Elementos)® — Instrucgdes
(. ( )* ( )r =1 e

O efeito da invocagao de um sub-programa é o da execugdo do corpo
do procedimento tal como estd na sua declaracdao. Os parametros
formais sdo substituidos pelos correspondentes parametros reais. Os
valores fornecidos ao sub-programa, valores de entrada, constituem a
primeira lista de varidveis e os valores fornecidos pelo sub-programa,
valores de saida, constituem a segunda lista de varidveis.

Assume-se que: ndo é feita nenhuma atribuicdo no corpo do sub-
programa a varidveis que nao as locais ao corpo do sub-programa;
que todos os valores de entrada, sao copiados dos parametros reais pa-
ra os respectivos parametros formais no principio da execugao do sub-
programa; e que todos os valores de saida sao copiados dos parametros
formais para os respectivos pardmetros reais no fim da execucdo do
sub-programa.
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Um programa em LPCG consistird numa zona de declaracao de varidveis
e constantes; noutra de declaracao de fungoes e sub-programas e num corpo
principal contendo as instrucoes a serem executadas.

Temos entao

prg - var(_)const(_)_{_}_{-}fimprg : Elementos (Elementos)*
(Elementos)* (funcdes e sub-programas)* Proposigdes Instrugdes
Proposigbes — Mensagens

O resultado da execugao de um programa em LPCG sera dado por uma
mudanga no Estado, i.e. nos valores das varidveis (posi¢oes de memoria)
declaradas no comego do programa e nas mensagens enviadas pelo programa,
de entre um conjunto de mensagens que eventualmente o programa tenha
definido.

Os tipos de dados em LPCG sao introduzidos pela espécie Elementos.
Sempre que seja necessario ter um tipo de dados concreto, e.g. os inteiros,
pode-se identificar a espécie Elementos com a espécie do tipo de dados que
se quer introduzir, ou considerar que a espécie Elementos é a unido disjunta
da(s) espécie(s) que se pretenda(m) introduzir.

Vejamos um exemplo; um programa para o cdlculo do méximo divisor de
dois niimero naturais recorrendo a uma fungao que implementa o algoritmo

de Euclides.

prg mdc
var (x,y,res)

const ()

funcao euclides(x,y)
var (a,b)

{r>0 AN y>0 A mdc(z,y) =mdc(z,y)}

a := x;
{a>0 A y>0 A mdc(a,y) =mdc(z,y)}
b :=y;

{a>0 A b>0 A mdc(a,b) =mdc(z,y)}
faz (" (a =b) >
faz ((a > b) >
a:=a-b)
fimfaz;
{a>0 A b>0 A mdc(a,b) =mdc(z,y) A - (a>Db)}
faz((b > a) ->
b :=Db - a)
fimfaz)



30 O SISTEMA LPCG Lk

fimfaz;

{a>0 A b>0 A mdc(a,b) =mdc(z,y) A a=Db}

euclides := a

{a>0 AN b>0 A euclides(a,b) =mdc(z,y)}
fimfuncao

{Verdade}

ler(x,y);

{r>0 A y>0}

res := euclides(x,y);

{r>0 AN y>0 A res=mdc(z,y)}
escrever (res)

{r>0 N y>0 A res=mdc(z,y)}
fimprg

Nota: ler(.) e escrever(_) vao ser consideradas como sub-programas
pré-definidos e que tém o efeito de multiplas instrugoes de atribuicao, esta-
belecendo desse modo a comunicagdo entre o programa e o exterior.

2.3 Definicao axiomatica da linguagem

A defini¢ao axiomadtica da linguagens (Alagi¢ & Arbib, 1978; Clint & Hoare,
1972; Cousot, 1990; Gries, 1981; Hoare, 1971; Hoare, 1972; Hoare, 1973;
Meyer, 1990; Quaresma, 1995) vai-se basear na defini¢ao de pré-condigoes e
pos-condicgoes, para cada uma das instrugoes da linguagem de programacao.
Seguindo a notacdo usada por Alagi¢ e Arbib (1978), e ja usada na defini¢do
da sintaxe de LPCG temos;

{P}s{Q}

O significado desta proposicdo é o seguinte; se a proposicao P for ver-
dadeira antes da execucao da instrucao S, entdo a proposicao () tem de ser
verdadeira apds o completar de S. Vai-se considerar somente a correcgao
parcial de programas assumindo-se que nao existem situagoes de bloqueio.

As regras de inferéncia vao-se basear num calculo de sequéncias dedutivas
para uma linguagem de primeira ordem, sendo essa linguagem extendida
de molde a incluir todas as instrugoes da linguagem de programagao. Os
axiomas e regras de inferéncia respeitantes aos varios tipos de dados sao
definidos em sistemas de deducdo distintos sendo “adicionados” ao sistema
que se vai descrever “4 medida das necessidades”. No capitulo 4 explicita-
se mais concretamente como se pretende efectuar a construcao modular de
sistemas de deducao.
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2.3.1 O sistema de dedugcao LPCGLk

O sistema de deducdo para a demonstracdo da correcgao parcial de pro-
gramas escritos na linguagem LPCG vai-se basear no sistema de deducgao
LK (Gallier, 1987; Szabo, 1969), e vai-se designar por LPCG .

No que se segue usam-se as seguintes convengoes: P, QQ e R sao férmulas
proposicionais; B, eventualmente com indices, é uma férmula proposicional
em LPCG; S, eventualmente com indices, é uma instruc¢ao de LPCG; H é
uma lista de férmulas de primeira ordem; os simbolos 16gicos proposicionais
(=, A, V e D) tem o seu significado usual (Gallier, 1987; Hamilton, 1991;
Oliveira, 1979); x é uma varidvel; e é uma constante; a proposicao P¥ denota
a proposicao P apés a substituicao de todas as ocorréncias livres da varidvel
x pela expressao e (Gallier, 1987; Hamilton, 1991; Oliveira, 1979).

Sequéncias deductivas basicas:

AT (Ploulagpy ()

Se P é verdadeira antes da execucdo da instrucdo nula entdo tem de
permanecer verdadeira ap0s a sua execucao.

HF {P*}z :=e{P} (- atr)

Se P é verdadeira substituindo as ocorréncias livres de x por e antes da

atribuicao entdo P tem de ser verdadeira se se atribui a z o valor de e.
Sequéncias deductivas nao bésicas:

H+{P}S{R} HFR>Q

T {P1S{0} (F consd)
H-PS>R HF{R}S{Q}
T {P1S{0} (F conse)

Estas duas regras sao designadas por regras do consequente, & direita e
a esquerda respectivamente. A primeira destas duas regras afirma que; se
a execucido de S com pré-condicao P, assegura a veracidade de R, entdo
também assegura a veracidade de toda a proposigao que seja consequéncia
de R. A segunda regra de inferéncia afirma que; se R é uma pré-condi¢ao
para a execucao de S com pds-condicao (), entao toda a proposicao de que
R seja consequéncia é pré-condicao de S para assegurar a veracidade de Q.

HE{P}Si{R} HF{R}5{Q}
H - {P}S1;{R}S2{Q}
Se a instrugdo S; com pré-condicao P assegura a veracidade de R, e
se R é pré-condicdo para que Sy assegure a veracidade de (), entdo P é
pré-condi¢ao para que a execucdo de So apds S1 assegure a veracidade de

Q.

(F comp)
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Hb(PA-(BLV...VBy)>QHF{PAB}S{Q} ... HF {P A Bu}Sn{Q}
Ht {P}se(By = S1,...,B, — Sy)fimse{Q}

(- se)

Se todos os guardas forem falsos, ou a lista de comandos guardados for
vazia, a instrugao condicional é equivalente & instrucao nula. Temos entao
que, por uma das regras do consequente, a veracidade de P A =(By V...V
Bj) D Q, que neste caso é equivalente a P D (@, assegura a veracidade de @
como pos-condicao da instrucao condicional.

Se pelo menos um dos guardas for verdadeiro, e P A B; for pré-condicao
para que a instrucdo S; assegure a veracidade da pés-condicao ), com 1 <
1 < n, entao a instrucao condicional assegura a veracidade de Q.

Em conclusio; se (P A —(By V...V By)) D Q é verdadeira e se P A B;
é pré-condicao para que S; assegure a veracidade da pds-condicao ), com
1 <14 < n, entao P é a pré-condicao e ) é a pés-condicao da instrucao
condicional.

HF{PAB}S{P} ... HF {PAB,}S,{P}
HF {P}faz(B; — Si,..., By — Sp)fimfaz{P A —(BL V...V B,)}

(- faz)

Se todos os guardas forem falsos, ou a lista de comandos guardados for
vazia, a instrucao iterativa é equivalente & instrucdo nula. Como neste caso
PA=(B1 V...V B,) é equivalente a P temos entdo que PA—(B1 V...V By,)
é pos-condicao da instrucao iterativa.

Se pelo menos um dos guardas for verdadeiro, e se para todos os co-
mandos guardados se tem que P A B; é pré-condi¢ao para que S; assegure
a veracidade de P, com 1 < 7 < n; entao apds a execucdo da instrucdo de
iteracdo podemos assegura a veracidade de P, assim como a veracidade de
=(B1 V...V By,), isto dado que a instrucgdo de iteragdo termina quando to-
dos os guardas forem falsos. Ou seja apds esta instrugao pode assegurar-se
a veracidade de P A —=(By V...V By).

i (F invocafun)
HEFPZD Qf’(a),a

com
H; = funcao f(z)var(auz){P}S{Q}fimfuncao, H; € H

No caso da regra de inferéncia (bésica) referente & invocagao de uma
funcao, invocafun pretende-se verificar somente a invocagao em si partindo
do pressuposto que a veracidade da funcao j4 foi estabelecida.

Suponhamos que a execugdao de S com pré-condicdo P assegura a ve-
racidade da pés-condicao (), o qual incluird o nome da funcio, denotando
o resultado da funcdo; e tanto P como () incluirdo a lista de parametros
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formais x. Temos entao que a veracidade de P é suficiente para garantir a
veracidade de (Q para uma qualquer invocacao da funcao; isto é, com todas
as ocorréncias de f substituidas por f(a) e com todas as ocorréncias de x
substituidas por a, sendo a o argumento da funcdo para a invocagao em
questao.

H+{P}5{Q}
H | funcao f(z)var(auz){P}S{Q}fimfuncao

(- funcao)

Para se demonstrar a veracidade de uma fungao tem de se demonstrar
a correccao parcial do corpo da funcao para uma lista de parametros for-
mais genérica, para tal considera-se que as instrugoes de fungao quantificam
universalmente os parametros formais assim como as suas varidveis internas.

F invocasubpr
HF (e ) (Q50) pre)

com
H; = subprg p(z,y)var(auz){P}S{Q}fimsubprg, H; € H

Novamente s6 se pretende verificar a correccdo da invocagdo. Supo-
nhamos que se demonstrou a veracidade de {P}S{Q}, onde tanto P como
@ incluem os parametros formais do sub-programa p(z,y), isto para to-
da e qualquer lista de parametros formais, entdo para uma invocacao do
sub-programa o que se quer verificar é a veracidade de {7 }p(e, a){ Q¢ }-
Mas para que se possa estabelecer a validade da regra de inferéncia é ne-
cessario que se verifique o seguinte: todas as varidveis na lista de pardmetros
reais tém de ser distintas e nenhuma delas deve estar contida na lista de
parametros reais de entrada e (Hoare, 1971; Hoare, 1972).

H+{P}5{Q}
H + subprg p(z,y)var(auz){P}S{Q}fimsubprg

(- subprg)

Para se demonstrar a veracidade de um sub-programa tem de se de-
monstrar a correc¢ao parcial do corpo do sub-programa para uma lista de
parametros formais genérica. Assim como para as fungdes vai-se conside-
rar que as instrugoes de sub-programa quantificam universalmente os seus
parametros formais assim como as varidveis internas.

HiFfpr ... Hy - fp, H F {P}S{Q}
H F prg T var(v)const(c) fp1, ..., fon{P}S{Q}fimprg

com

(- prg)

HI:H’fplv"'afpn
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Hi:Hafpla"'7fpi—13fpi+17"'afpn 1<:<n

com fp; a declaragao de uma fungdo ou de um sub-programa.

Para se demonstrar a correccao parcial de um programa é necessario
demonstrar a correccao de todas as suas funcoes e sub-programas assim como
do corpo do programa. Ao fazer-se a demonstracdo de correccdo parcial
das diferentes partes do programa juntar-se-i a lista de premissas iniciais
as declaragoes das fungoes e sub-programas que deste modo se consideram
demonstrados, e que podem portanto ser usados para verificar a correccao
da sua invocagao nas diferentes partes do corpo do programa, assim como no
corpo dos outros sub-programas e fungdes. Nio se consideram as chamadas
recursivas de sub-programas e funcoes.

2.4 Implementacao de LPCGrk

Procedeu-se 4 implementacao do sistema de deducao LPC Gk em dois sis-
temas computacionais de demonstracao automatica de teoremas; os sistemas
Isabelle e 20BJ. A escolha destes dois sistemas deveu-se a um certo nimero
de factores, como se tenta explicitar de seguida.

Ambos os sistemas sdo demonstradores genéricos de teoremas. Ou seja
ambos implementam um meta-sistema 16gico que permite a definicao pelo
utilizador de uma dada linguagem légica, e respectivo sistema de dedugao,
providenciando os mecanismos necessarios para manipular as formulas e as
regras de inferéncia do sistema de deducao, permitindo deste modo realizar
demonstragoes no novo sistema.

Em ambos os casos é possivel adoptar um modo interactivo de conducao
das demonstragoes recorrendo a tdcticas e tacticais, 0 que permite uma gran-
de flexibilidade na construgao de algoritmos de demonstragao, adaptando-os
deste modo aos varios problemas que se querem tratar.

Ambos os sistema sdo baseados em linguagens de programacio de alto
nivel as quais sdo acessiveis a partir dos respectivos sistemas de deducio; o
Isabelle estd baseado no Standard ML (Harper, 1986; Paulson, 1991; Wiks-
trom, 1989) e o 20BJ estd baseado no OBJ3 (Goguen et al., 1992).

Finalmente, ambos os sistemas possuiam & partida um sistema de de-
ducao para sequéncias deductivas, sistema no qual se pretendia basear o
calculo LPC@G, mais concretamente o sistema LK.

Descrevem-se de seguida as duas implementagoes de LPCG k.

2.4.1 A implementagido de LPCGLk no Isabelle

O Isabelle estd baseado na linguagem de programacdo Standard ML (New
Jersey ML ou Polly ML); representa a sintaxe dos sistemas 1égicos que im-
plementa num célculo-A com tipos e polimérfico; o seu meta-sistema légico
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é um sistema légico de ordem superior. As meta-conectivas logicas sdo: im-

plicagao, - ==> _, que expressa consequéncia légica; quantificagao universal,
A - . -, que expressa generalizacdo em esquemas de regras de inferéncia
e axiomas; igualdade, - == _, que expressa definicado. Para relacionar o

meta-nivel com o nivel objecto o Isabelle declara o operador Trueprop que
expressa a veracidade ao nivel objecto.

O célculo de Sequéncias deductivas no qual se vai basear a implemen-
tacdo de LPCGrg é uma variante do sistema LK proposto por Gent-
zen (Paulson, 1993c).

A defini¢ado de um sistema de deducdo em Isabelle passa pela escrita de
uma teoria na qual se especificam: as teorias que vao servir de suporte;
as novas espécies introduzidas, assim como as relagoes de ordem entre elas
e entre estas e as anteriormente definidas; os vdrios simbolos de operadores,
constantes, funcoes e predicados; e finalmente, os esquemas de axiomas e
regras de inferéncia (Paulson, 1993a). A sintaxe usada para tal nao é a
do Standard ML mas uma meta-sintaxe em alguns aspectos semelhante
do OBJ3. Esta é depois transcrita, automaticamente, para uma estrutura
ML (Harper, 1986; Paulson, 1991; Wikstrom, 1989).

Vai-se de seguida explicitar o que se disse usando a implementacgdo de
LPCGri como exemplo.

Temos como primeira declaracao:

LPCG_LK = LK +

ou seja vai-se estender (adicionar a) LK com novas espécies, novos simbolos
de operadores e novos esquemas de regras de inferéncia.

De seguida explicitam-se as espécies que se pretendem introduzir bem
como o seu ordenamento relativo e os seus construtores, caso seja necessario.
A espécie pré-definida term da-nos os termos da linguagem.

classes

elems, inst < term
types

elems, inst O
arities

elems, inst :: term

Definem-se de seguida as constantes, ou seja os simbolos de fun¢ao e os
simbolos de predicado. A espécie pré-definida “o” dd-nos os elementos do
tipo légico.

consts
nula :: "inst""
atr :: "[elems, elems] => inst" ("_:=_")

comp :: "[inst,o,inst] => inst" ("_;{_}_" [0,0,201] 200)
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prepos :: "[o,inst,o] => o" m{_3_{_3" [0,0,0] 100)

do lado direito tem-se a definicao do nome do operador, que tem de obedecer
a algumas restricoes préprias do Standard ML, assim como a sua aridade
(a0 meio): do lado direito tem-se a definicdo de uma sintaxe alternativa
assim como a informacao referente & precedéncia e associatividade dos varios
operadores. Temos assim que a expressao;

{P1}s81;{P2}s2;{P3}S3{P4}
é entendida do seguinte modo;
{P13}(S1;{P2}(S2;{P3}5s3)){P4}

Seguem-se as defini¢oes respeitantes aos esquemas de regras de inferéncia
e axiomas:

rules
nulaD "$H |- $E,{P}nula{P}, $F"
atrD "$H |- $E,{P(e)}x:=e{P(x)},$F"

compD "[I$H |- $E,{P}S1{R},$F ; \
\ $H |- $E,{R}S2{Q},$FI] ==> \
\ $H |- $E,{P}S1;{R}S2{Q},$F"

em que $H, $F, $E representam listas de férmulas. Os simbolos “\” sdo
simbolos auxiliares do Standard ML para partir uma sequéncia de caracteres
(“string”) em vdrias linhas.

Os axiomas e regras de inferéncia sao escritos como férmulas ao meta-
nivel, “[| ...[]” dé-nos a possibilidade de explicitar uma lista de férmulas.
Todas as varidveis estao, implicitamente, quantificadas universamente. Co-
mo exemplo podemos ver que a leitura do 1ltimo operador, compD, é o
seguinte esquema de regra de inferéncia:

' A {P}SI{R},¥ T'F A {R}S2{Q},T
' A {P}S1;{R}S2{Q}, ¥

A substituicdo de varidveis é implementada através da reducdo 3, temos
assim que a leitura do operador atrD é:

'FA{P?}z:=e{P},¥

Dado o modo como o Isabelle trata o problema da substituicao de va-
ridveis (ver (Paulson, 1993a, pag 8)) ndo é possivel explicitar na regra atrD,
que o que se pretende é {P*}x := e{P} e ndo {P}z := e{P:}. Tal facto
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leva a que as demonstragoes em que se use a regra consdD precedendo a
aplicacdo da regra atrD podem estar erradas. O mesmo facto levanta pro-
blemas aquando da implementacao das regras de inferéncia para funcoes e
sub-programas dado nao ser possivel assegurar as condicoes de aplicabilidade
das mesmas.

Associado ao ficheiro que contém a informacao que se acabou de descre-
ver e que tem, obrigatoriamente, a extensao thy, estd associado um outro,
com mesmo nome, mas com extensao ML, no qual se escrevem comandos e
estruturas Standard ML auxiliares.

No caso da definicdo de um sistema de deducido pode-se usar este fichei-
ro para definir tacticas e tacticais com vista & automatizacao das demons-
tracoes; no caso de se estar a definir ndo um sistema de dedugao completo
mas tao somente um teorema que se pretenda demonstrar usa-se o ficheiro de
extensdo thy para definir eventuais operadores e axiomas necessarios para
o desenvolvimento da demonstracao, e usa-se o ficheiro de extensdo ML para
a escrita do teorema que se pretende demonstrar.

2.4.2 Automatizagao da demonstragao no Isabelle

O principal método de demonstragdo no sistema Isabelle é a regra de reso-
lucdo (Chang & Lee, 1973; Gallier, 1987; Paulson, 1993a); para que num
sistema de deducao previamente definido, se possa usar este método torna-se
necessario construir “packs” respeitantes as regras de inferéncia do sistema
que se definiu (Paulson, 1993a; Paulson, 1993c). No que se segue vai-se
designar os “packs” de regras de inferéncia por agrupamentos de regras de
inferéncia. Um agrupamento é um par de listas especificando quais as regras
de inferéncia que podem ser usadas para tentar encontrar um resolvente. As
regras de inferéncia sdo separadas em regras seguras e regras nao seguras
consoante respeitem ou nao a propriedade da sub-férmula.

Definiram-se assim os agrupamentos, 1pcg_pack e LPCG_pack, sendo que
o primeiro é construido a partir do agrupamento pré-definido prop_pack
(“propositional pack”), adicionando a este as regras seguras definidas em
LPCG_LK, a saber: nulaD, compD, atrD, seD e fazD. O segundo é construido
a partir do primeiro por adi¢ao das regras nao seguras, conseD e consdD.

Definiram-se ainda os seguintes tacticais, consdD_tac, conseD_tac e
lpcg-tac. Os dois primeiros dizem respeito & aplicacao das regras de in-
feréncia consdD e conseD respectivamente, aceitando um argumento, ou seja
a férmula a introduzir. O tactical 1pcg_tac diz respeito a automatizagao da
demonstracdo em LPCGry por aplicacdo da regra da resolucao as regras
seguras e, no caso de tal nao ser possivel, as regras nao seguras, repetindo
todo o processo até se obter a demonstracdo pretendida. Devido & pre-
senca das regras nao seguras, o tactical 1pcg_tac pode entrar em ciclo, nao
conseguindo portanto terminar a demonstragdo como se pretendia.
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2.4.3 A implementacao de LPCGrx no 20BJ

O 20BJ esti baseado no OBJ3, tem como meta-légica a légica equacio-
nal multi-espécies, com ordenamento entre estas (Goguen et al., 1992). A
definicao de um sistema de dedugao passa pela construcao de um objecto
em OB.J3 especificando as espécies, operadores e equacoes. O sistema de
dedugao pré-definido, FOPC ( “First Order Predicate Calculus”) é uma va-
riante do sistema L.J com as sequéncias deductivas do tipo I' - P com I'
uma sequéncia, eventualmente vazia, de férmulas e P uma tnica férmula. O
adicionar da regra do terceiro excluido permite trabalhar na légica classica
sendo o sistema uma variante do sistema LK (Stevens & Hobley, 1993).

No sistema FOP(C todas as regras de eliminacdo da conectiva légica a
esquerda necessitam de explicitar qual a posicao da férmula para a qual se
pretende aplicar a regra de inferéncia; para obstar a isso e permitir uma
major automatizacdo da demonstracao, construiu-se o sistema de deducao
CPPO (“Célculo de Predicados de Primeira Ordem”), em que se modifica-
ram as regras de eliminagao da conectiva légica a esquerda de forma a nao
ser necessario explicitar a posicao relativa da férmula.

A falta de um mecanismo de unificacdo para as sequéncias deductivas
leva a que, as regras de eliminacdo do quantificador existencial & esquerda,
a regra de eliminacao do quantificador existencial a direita, assim como as
regras do consequente das funcgoes e sub-programas, no cilculo LPCGrk
tenham todas um argumento de entrada.

Como ja foi referido a implementacao de um sistema de deducdo em
20BJ passa pela definicdo de um objecto em OBJ3, no qual se especifica; o
sistema de deducao em que nos estamos a basear; as novas espécies e o0 seu
ordenamento relativo; os novos operadores (constantes, fungoes e predica-
dos); e os axiomas e regras de inferéncia. E de notar que, ao contrario do
sistema, Isabelle, o 20BJ nao tem explicito um sistema Pure que contenha,
S0 a meta-légica.

Temos assim que a definicdo de um novo sistema de deducao tem de ter
como primeira declaragio o importar de CPPO (Goguen et al., 1992):

obj LPCG_LK is
protecting CPPO .

De seguida tem-se a definicao das espécies referentes aos elementos
(Elems) e as instrugoes (Inst) e o seu ordenamento relativo.

sorts Elems , Inst .

sorts Var-Elems , Var-Inst .

subsorts Elems , Inst < Term .

subsorts Var-Elems , Var-Inst < Var-Term .

as sub-espécies Var-Elems e Var-Inst sao necessirias para introduzir as
varidveis de cada espécie de uma forma explicita (Stevens & Hobley, 1993).
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A espécie Term (termos), Var (varidveis) e Sent (sentengas), sdo espécies
pré-definidas em CPPO.

Temos de seguida a definicao dos operadores para os simbolos de cons-
tantes, fungoes e predicados:

op nula : -> Inst
op _:=_ : Elems Elems -> Inst [prec 0]
op _;{_}_ : Inst Sent Inst -> Inst [prec 19 gather(e e E)]

op (funcao_(_)vars(_){_}_{_}fimfuncao)
Elems Universal Universal Sent Instruc Sent -> Prop .

op _[_]
Elems Universal -> Elems .

op (prg_vars(_)consts(_) (_){_}_{_}fimprg)
Elems Universal Universal Universal Sent Instruc Sent -> Prop .
op {_}_{_} : Sent Inst Sent -> Prop [prec 20]

além do nome do operador e da sua aridade pode especificar-se a precedéncia
do operador, assim como a sua associatividade, de molde a poder simplificar
a escrita das frases. Por exemplo:

{P1}s1;{P2}52;{P3}S3{P4}

é interpretado como
{P1}(81;{P2}(82;{P3}s3)){P4}

Os operadores referentes as regras de inferéncia tém co-aridade Rule. Es-
ta é uma espécie pré-definida no 20BJ que nos permite definir operadores
cuja operacionalidade é nos dada pela escrita de equagOes para o opera-
dor pré-definido - _ : Rule Goal -> Goalist, este operador permite-nos
definir as regras de inferéncia que pretendemos usar.

Vejamos um exemplo; primeiro definem-se os simbolos dos operadores:

ops nulaD atrD seD fazD compD funD prgD : -> Rule .
ops conseD consdD : Sent -> Rule .
ops chamafunD : Universal NzInt -> Rule .

e de seguida as equacgoes que definem os operadores:

eq nulaD (H |- {P}nula{P}) = []

eq conseD(R) (H |- {P}S{Q}) =
(H |- (P ->R)),
(H |- {R}s{Q})

ceq atrD (H |- {Q}X:=Y{P}) = []
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if Q= CPoY/ X

ceq chamafunD(V1i,N) (H |- (P -> Q)) = []
if not(livrepara(V1i, (hyp(N,H) : 3)))
and P == (hyp(N,H) : 4) o V1 / (hyp(N,H) : 2)
and Q == ((hyp(N,H) : 6) o (((hyp(N,H) : 1) [ V1 1) ;; V1)
/ ((hyp(N,H) : 1) ;; (hyp(N,H) : 2)))
eq funD (H |- funcao nome(XS)vars(V1){P}S{Q}fimfuncao ) =
(H |- {P}s{@}H

ao contrario do Isabelle a definicio de um sistema de deducao em 20BJ é
feito directamente em OBJ3, tal facto obriga & definicao prévia de todas as
varidveis com as aridades respectivas.

Nos exemplos anteriores é de notar que; [] dd-nos a lista de férmulas
vazia, sendo assim nulaD e atrD sdo sequéncias deductivas bésicas, ou seja
axiomas; ao contrario destas duas conseD necessita de um argumento, R,
e tem dois sub-objectivos; as equacoes referente a atrD e a chamafunD sao
equagoes condicionais sendo que a primeira s6 é aplicavel no caso em que Q
== P o Y / X, ou seja sempre que () = FJ, sendo que o operador _ == _
dé-nos a meta-igualdade, e o operador _ o _ / _ da-nos a substituicao de
varidveis numa féormula. As condicoes de aplicabilidade da segunda sao um
pouco mais complexas, o que é devido & complexidade das restricoes que se
tem de impor, para a aplicagdo da regra de inferéncia que faz a invocagao
de uma funcao.

2.4.4 Automatizagao da demonstragao no 20BJ

Falta referir a implementacao dos mecanismos necessarios & automatizacao
das demonstra¢des em 20BJ.

O 20BJ nao possui implementado a regra de resolugdo, nem o algoritmo
de unificacao para sequéncias deductivas, tendo somente os mecanismos de
demonstracgao interactiva, ou seja as tacticas e tacticais.

Temos entdo que, para automatizar a demonstracao em LPCGrg, é ne-
cessério definir operadores de co-aridade Tactic, e equagoes para o operador
_ _ : Tactic Goal -> Prooftactic, em que se especifica a operacionali-
dade que se pretende para as tacticas e tacticais.

Para LPCG g definiu-se o seguinte tactical.

op LpcgTac : -> Tactic .

eq LpcgTac (H |- {P}nula{Q}) =
nulaD ELSE idtac .

eq LpcgTac (H |- {P}X:=Y{Q}) =
atrD ELSE idtac .

eq LpcgTac (H |- {P}S1;{R}S2{Q}) =
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(compD THEN LpcgTac) ELSE idtac .

eq LpcgTac (H |- funcao nome(XS)vars(V1){P}S{Q}fimfuncao) =
(funD THEN LpcgTac) ELSE idtac .
eq LpcgTac (H |- prg nome vars(XS)consts(CS) (SUBS){P}sS{Q}
fimprg) =
(prgD THEN LpcgTac) ELSE idtac .
eq LpcgTac DEFAULT G = idtac .

este tactical tenta aplicar recursivamente todas as regras seguras parando
no caso em que tal ja nao é possivel; idtac é o elemento neutro dos tacticais

sendo o seu efeito sobre a demonstragao nulo.

2.5 Apresentacao de alguns exemplos

2.5.1 Algoritmo de divisao de ntimeros inteiros

Dado o algoritmo de divisao de dois inteiros usando somente adigoes e sub-

tracgbes, pretende-se verificar a sua correccio parcial.

O programa é:

prg Divisao
var (x,y,q,r)

{Verdade}

ler(x,y);

{z =0xy+az}

r:=x;

{r=0xy+r}

q:=0;

{z=gxy+r}

faz (y<=r ->
ri=r-y;
{z=gxy+y+r}
q:=q+1)

fimfaz;

{z=qxy+r N y>r}

escrever(q,r)

{r=qgxy+r N y>r}

fimprg

Uma primeira observagio que podemos fazer refere-se aos “elementos”
usados no programa. Até aqui ndo se fez nenhuma referéncia aos tipos de
dados sendo que no sistema LPCGpg a tnica referéncia que se tem é a de
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que os programas manipulam entidades da espécie elementos. O objectivo
é o de separar as duas entidades; por um lado os programas, e por outro
os tipos de dados. Temos entdo que a espécie Elems deve ser vista como
a unido disjunta de todos os tipos de dados que possam ser manipulados
pelos programas, mas que o considerar de um tipo de dados concreto sé faz
sentido aquando de uma demonstracao de correccao concreta.

No caso presente ter-se-ia de considerar um sistema de deducio para uma
linguagem de primeira ordem com igualdade, cuja assinatura mono-espécie
contém os simbolos de operadores, +, -, *, e os simbolos de predicado, >
e <=, Ter-se-ia ainda de incluir os seguintes axiomas:

Ve Oxa = 0 (2.1)

Ve 0+ = = (2.2)

Voyr aXy+tyt+r—y = gxy+r (2.3)
Vogr aXy+y+r = (¢+1)xy+r (2.4)
Vyr —(y<r) = y>r (2.5)

De seguida apresenta-se a demonstracao da correcgao parcial do progra-
ma, ndo sob a forma de uma arvore de demonstracao, dado a dificuldade de
representacdo da mesma, mas sob a forma de uma tabela. A esquerda os
varios passos da demonstracao de correccao com as etiquetas numéricas a
representar as varias “ramificacées”. A direita a justificacdo dos diferentes
passos dados na demonstracdo de correccdo. Assume-se que é feita uma
correcta entrada de valores.
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{Verdade}

1 ler(x,y)
{r=0xy+z}

2  r:=x;
{z=0xy+r}

3 q:=0;
{z=gxy+r}

4 faz (y<=1r >
ri=r-y
{r=gxy+y+r}
q:=q+1)

fimfaz
{z=gxy+rry>r}
demonstracao do ciclo

{z=qgxy+rrny<=r}

4.1 r:=r-y;

{z=(¢+1) xy+r}
4.2 q:=q+1
{z=gxy+r}

{z=qgqxy+rAy>r}
5 escrever(q,r)
{r=qxy+rrny>r}

2.2 2.1
{Verdade} Dz =2 Dz =04+2 D
r=0xy+cx
Nao afecta a demonstracao

(z=0xy+r),=c=0xy+z

(z=gxy+r)i=z=0xy+r

2.5
PAN-BDx=qxy+rAy>r

2.3
PANBDz=qxy+r Dzrz=gxy+

y+r—y
(T=gxyt+y+r) ,=r=gxy+
y+r—y

2.4
r=qxXy+y+rDdDzr=(q+1)xy+r
(@=gxy+rgn=x=(+1)xy+r
P

Nao afecta a demonstracao

O algoritmo de divisao no Isabelle

Para efectuar a demonstragdo da correc¢do parcial do programa que im-
plementa o algoritmo de divisao, no sistema Isabelle, é necessario construir
uma, teoria que defina o sistema de dedugao em que se vai desenvolver a
demonstracao. Temos assim um ficheiro “divisao.thy” onde se declara a
teoria Divisao como sendo uma extensao de LPCG.

Optou-se por especificar somente o necessario para o desenvolvimento da
demonstracdo, sendo assim, usou-se o mecanismo de defini¢cdo e ordenamento
de espécies para definir a espécie int como uma sub-espécie de elems. De
seguida definiram-se os simbolos das constantes e dos operadores necessérios:

Divisao = LPCG +

types
int O
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arities

int :: elems

consts

non e Ilintll (llOIl)

l|1l| s Ilintll (lllll)

"4 ¢y "[int,int] => int" (infixl 65)

non .. "[int,int] => int" (infixl 65)

k" :: "[int,int] => int" (infixl 70)

leq :: "[int,int] => o" ("_ <= _" [0,0] 50)

deq :: "[int,int] => o" ("_ .=. _ " [0,0] 50)
rules

axl "$H, X .=. Q*Y+R, $K |- $E, X .=. Q*YV+Y+(R-Y), $F"
ax2 "$H, X .=. Q*xY+Y+R, $K |- $E, X .=. (Q+1)*Y+R, $F"
end

Os axiomas axl e ax2 sao casos particulares construidos de forma a
permitir a conclusao da demonstracao.

De seguida escreveu-se o ficheiro Divisao.ML, este ficheiro tem, obri-
gatoriamente, o mesmo nome do que o ficheiro anterior mas extensio
ML, colocam-se ai as declaragoes dos operadores necessarios para proce-
der & demonstracdo, neste caso a definicdo do agrupamento de técticas
Divisao_pack, o qual inclue os axiomas ax1 e ax2, e o programa do qual se
quer obter a demonstracao de correcgao parcial.

open Divisao;

val Divisao_pack = LPCG_pack add_safes [axl,ax2];

goal Divisao.thy "|- \
\ {x .=. O*y+x} \
\ (r:=x);{x .=. O*y+r} \
\ (q:=0);{x .=. g*y+r} \
\ faz < (y <= r),(r:=r-y);{x .=. g*y+y+r} \
\ (q:=q+1) > : GCNil \
\ fimfaz {x .=. g*y+r & ~ y<=r}";

A demonstracdo pode-se desenvolver iterativamente, ou automaticamen-
te com recurso ao agrupamento Divisao_pack.
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Sem automatizagao

—axl
I conjL - ax2
—impD —atrD —impD - atrD
1 2 1 2
. conseD ———— conseD
—atrD —atrD compD
1 2 1
compD — fazD
2
compD
(P}S{Q)

Com automatizagao

— b
{P}S{Q}

Foi possivel proceder & demonstragao de correcgao parcial do programa
de uma forma totalmente automética. No entanto é de notar que o facto de
nao existirem pré-definidas em LK regras para a igualdade obriga & inclusao
dos axiomas ax1 e ax2.

A apresentacdo do sistema de deducdo em 20B.J para a demonstracao
de correccao parcial do algoritmo de divisao, assim como a discussao da sua
demonstracao de correccao parcial, é feita no apéndice A.

A comparagao entre os dois sistemas de demonstracdo automatica vai
ser feita na seccao que se segue, onde é apresentado um exemplo um pouco
mais complexo e no qual se vao usar funcoes.

v (Ipcg_tac Divisao_pack 1);

2.5.2 Algoritmo de Euclides

Pretende-se construir um programa que determine o maximo divisor comum
de dois naturais (mdc(m,n)), usando para tal o algoritmo de Euclides.

ler(m,n);
a:=m;
b:=n;

faz (“(a = b) ->
faz (a > b, a:=a-b) fimfaz;
faz (b > a, b:=b-a) fimfaz
fimfaz;
escrever(a)

Para exemplificar a demonstragdo de correc¢do parcial de programas
que contenham sub-programas, no caso presente funcoes, vai-se desenvolver
a demonstragao de correccdo parcial do seguinte programas:
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prg Divisao
var (m,n,res)

funcao euclides(m,n);
var (a,b)

{m>0 AN n>0}

a:=m;
{a>0 AN n>0 A mdc(a,n) =mdc(m,n)}
b:=n;

{a>0 AN b>0 A mdc(a,b) =mdc(m,n)}
faz ("(a = b) >
faz (a > b ->
a:=a-b)
fimfaz;
{a>0 AN b>0 A mdc(a,b) =mdc(m,n) A - a>b}
faz (b > a ->
b:=b-a)
fimfaz
fimfaz;
{a>0 AN b>0 A mdc(a,b) =mdc(m,n) A a=b}
euclides:=a
{euclides = mdc(m,n)}
fimfuncao

{Verdade}

ler(x,y);

{x>0 AN y>0 A mdc(z,y) =mdc(z,y)}
res:=euclides(x,y);

{r>0 AN y>0 A res=mdc(z,y)}
escrever(res)

{r>0 AN y>0 A res=mdc(z,y)}
fimprg

Para a demonstracao de correc¢ao parcial deste programa tem de se cons-
truir um sistema de deducido para uma linguagem de primeira ordem com
igualdade cuja assinatura mono-espécie, contém os simbolos de operadores,
- e mdc, e o simbolo de predicado >. Além disso terd de incluir os seguintes
axiomas:

Vey 2>0Az>y
Vey >y

z—y>0 (2.6)
de(.T - Y y) = de(.’IJ, y)

U u

Vw,y de(w, y) = de(’y, 'T) (28)
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V., mdc(z,z) =

(2.9)

Na demonstragao de correcgao parcial do programa assume-se que é feita
uma correcta introducao de valores.

3

{Verdade}
ler(x,y);

{r>0Ay >0}

{euclides(z,y) = mdc(z,y)}
res:=euclides(x,y);

{res = mdc(z,y)}
escrever(res)
{res = mdc(z,y)}

Nao afecta a demonstracao

euclides

z>0ANy>0 D
mdc(z,y)

(res = mde(w,y))toaides
euclides(z, y) = mdc(z, y)

Nao afecta a demonstracao

demonstracao da correccao parcial da funcao

{m>0An>0}

{m > 0An > 0Amdc(m,n) =
mdc(m,n)}
a:=1m;

{a >0An>0Amdc(a,n) =
mdc(m,n)}
b:=n;

{a > 0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n)}
faz ("~ (a=b) >

faz(a>b ->
a:=a-b)fimfaz;

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) A —a > b}
faz(b>a ->
b:=b-a)fimfaz)
fimfaz;

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) A a = b}

demonstracao do ciclo

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) A ~a = b}

m>0An>0>Dm>0An

0 A mdc(m,n) = mdc(m,n)

(>0 A n>0 A mdc(a,n)
mdc(m, n))g, =

mdc(m,n) = mdc(m,n)

(>0 A b>0 A mdc(a,b)
mdc(m,n))’ =

mdc(a,n) = mde(m, n)

PAN-B

euclides(z, y)

m>0An>0

a>0An>0A

PABDa>0Ab>0Amdc(a,b) =

mdc(m, n)
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{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n)}
3.1 faz (a>b -> a:=a-b)

demonstragdo do primeiro ciclo interi

3.1.1

3.2

demonstragao do segundo ciclo interior

3.2.1

fimfaz;
{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) A —a > b}

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) A a > b}
{a—b>0Ab>0Amdc(a —
b,b) = mdc(m,n)}

a:=a-b

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n)}

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) A —a > b}

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n)}

faz (b>a -> b:=b-a)
fimfaz

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n)}

{a >0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) Ab > a}

{a > 0Ab—a > 0Amdc(a, b—
a) = mdc(m,n)}

b:=b-a

{a > 0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n)}

{a > 0Ab>0Amdc(a,b) =
mdc(m,n) A a = b}

{a = mdc(m,n)}
euclides:=a

PA-B

or

2.612.7
PANB DO

mdc(a — b, b) = mdc(a, b)

(@a>0 A b>0 A mdc(a,b)
mde(m,n)),_, = a-—b
0Ab > 0Amdc(a—b, b) = mdc(m
P

a > 0Ab > 0 A mdc(a,b)

a—b>0Ab > 0A

>
;1)

mdc(m,n) A-a>bDa>0Ab>

0 A mdc(a, b) = mdc(m,n)

PA-B D a > 0Ab> 0Amdc(a,b) =

mdc(m, n)

2.6A2.7N2.8

PANAB D a>0Ab—a >

0 A mdc(a,b — a) = mdc(m,n)

(@>0 A b>0 A mdc(a,b)
mdc(m,n)))_, =a>0Ab—a>
mdc(a,b — a) = mdc(m, n)

P

a > 0Ab > 0 A mdc(a,b)

OA

mdc(m,n)Aa =b 2j9 a = mdc(m, n)

(euclides = mdc(m,n))
a = mdc(m,n)

a

euclides _—
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{euclides = mdc(m,n)} ‘

O algoritmo de Euclides no Isabelle

Para proceder & demonstraciao da correccao parcial do programa que imple-
menta o algoritmo de Fuclides, no sistema Isabelle, criaram-se os ficheiros
“Mdc.thy” e “Mdc.ML”. Pelas razoes, ji anteriormente expostas, optou-se
por escrever um programa em que o calculo do maximo divisor comum é
feito directamente, sem recorrer a uma funcao.

Comecga-se por especificar a teoria aonde se vai desenvolver a demons-
tragdo de correccao parcial do programa.

MDC = LPCG +

types

int O
arities

int :: elems
consts

IIOII [ Ilintll (IIOII)

n-v 2 "[int,int] => int" (infixl 65)

deq :: "[int,int] => o" ("_ .=. _ " [0,0] 50)
mdc :: "[int,int] => int"

"> .. "[int,int] => o" ("_ > _" [0,0] 50)
rules

abm0 "$H, A>0, $I, B>0, $J, A>B, $K |- $E, A-B>0,$F"
bam0 "$H, A>0, $I, B>0, $J, B>A, $K |- $E, B-A>0,$F"

mdci "$H, mdc(A,B) .=. mdc(X,Y), $I, (A>B), $K \
\ |- $E, mdc(A-B,B) .=. mdc(X,Y),$F"

mdc2 "$H, mdc(A,B) .=. mdc(X,Y), $I, B>A, $K \
\ |- $E, mdc(A,B-A) .=. mdc(X,Y),$F"

end

Passando de seguida a declarar os agrupamentos e os tacticais que se de-
finiram para ajudar na demonstrac¢ao, assim como o programa propriamente
dito.
open MDC;

val MDC_pack = LPCG_pack add_safes [abmO,bamO,mdcl,mdc2];
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val MDC_tac = ((lpcg_tac lpcg_pack 1)
THEN

((conseD_tac "(a>0 & b>0 & mdc(a,b)
THEN

((conseD_tac "(a>0 & b>0 & mdc(a,b)
THEN

((consdD_tac "(a>0 & b>0 & mdc(a,b)
THEN

(lpcg_tac LPCG_pack 1)))));

. mdc(x,y) )" 1)

. mdc(x,y) )" 3)

. mdc(x,y)) & ~ b>a" 4)

goal MDC.thy " |- \
\ {x>0 & y>0 & mdc(x,y) .=. mdc(x,y)} \
\ (a:=x);{a>0 & y>0 & mdc (a,y) .=. mdc(x,y)} \
\ (b:=y);{(a>0 & b>0 & mdc(a,b) .=. mdc(x,y))} \
\ faz < ~ (a .=. b), \
\ faz < a>b, (a:=a-b) > : GCNil fimfaz; \
\  {(a>0 & b>0 & mdc(a,b) .=. mdc(x,y)) & (~ (a>b))} \
\ faz < b>a, (b:=b-a)> : GCNil fimfaz > : GCNil \
\ fimfaz \
\ {(a>0 & b>0 & mdc(a,b) .=. mdc(x,y)) & “("(a .=. b))}";

A demonstracdo pode-se desenvolver iterativamente, ou automaticamen-
te com recurso ao agrupamento MDC_pack.

Sem automatizagao. Vai-se usar somente o tactical safe_goal_tac sobre
o agrupamento prop_pack de molde a automatizar as demonstracoes
proposicionais. Vao-se apresentar os diferentes passos necessarios para
efectuar a demonstragao.

br compD 1;

br compD 1;

br atrD 1;

br atrD 1;

br fazD 1;

br conseD 1;

br compD 2;

br fazD 2;

br conseD 2;

br atrD 3;

by (safe_goal_tac prop_pack 1);
by (safe_goal_tac prop_pack 1);
br abmO 1;

br mdcl 1;

by (conseD_tac "(a>0 & b>0 & mdc(a,b) .=. mdc(x,y) )" 1);
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by (safe_goal_tac prop_pack 1);
br consdD 1;

br fazD 1;

br conseD 1;

br atrD 2;

by (safe_goal_tac prop_pack 1);
by (safe_goal_tac prop_pack 3);
br bam0 1;

br mdc2 1;

Level 24

No subgoals!

Com automatizacdo (sem axiomas suplementares). Isto é, usando o
tactical MDC_tac.

- abm0 —mdcl - bam0 - mdc2
1 2 3 4

by MDC _tac;
{Prs{Q}
Com:
1 = a>0,b>0,mdc(a,b) = mde(z,y),a >bFa—b>0
2 = a>0,b>0,mdc(a,b) = mdc(z,y),a > b+ mdc(a — b, b)

= mdc(z,y)
3 = a>0,b>0,mdc(a,b) =mde(z,y),b>atb—a>0
= a>0,b>0,mdc(a,b) = mde(z,y),b > a F mdc(a,b — a)
= mdc(z,y)

Com automatizagdo (com axiomas suplementares) Modificou-se o tac-
tical MDC_tac de molde a usar o agrupamento MDC_pack no ultimo
passo.

by MDC_tac;

{P}s{Q}

O algoritmo de Euclides no 20BJ

Como j4 foi referido a implementagdo de um sistema de dedugao em 20BJ

passa pela definicdo de um objecto em OBJ3, objecto esse que tem de con-

ter: as novas espécies e o seu ordenamento relativo; os novos operadores

(constantes, fungoes e predicados); e os axiomas e regras de inferéncia.
Temos entao o seguinte ficheiro, Euclides.obj:

obj MDC is
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pr LPCG .

op _ > _ : Expr Expr -> Sent [prec 51]

op _ = _ : Expr Expr -> Sent [prec 51]

ops x y a b euclides Mdc res : -> Var-Elems .

ops mdc : Elems Elems -> Elems .

let Prova = (x |-

prg Mdc vars(x ;; y ;; res ;; euclides) consts (*nilx)
(funcao euclides(x ;; y) vars (a ;; b)

{(x>0) = (y>0}

a:=x ;

{(@>0) ~ (y>0) ~ (mdc(a,y)=mdc(x,y))}

b :=y;

{(a>0) =~ (©>0) ~ (mdc(a,b)=mdc(x,y))}
faz << ~“(a=b) ;

faz << (a>b) ; a := (a-b) >> fimfaz ;
{((a>0) = (b>0) ~ (mdc(a,b)=mdc(x,y))) ~ ("(a>b))}
faz << (b>a) ; b := (b-a) >> fimfaz

>> fimfaz ;

{((@>0) =~ (b>0) "~ (mdc(a,b) = mdc(x,y))) ~ ("("(a=b)))}
euclides := a
{(mdc(x,y) = euclides)}
fimfuncao)
{(x>0) = (y>0)}
res := (euclides[(x ;; y)1)
{(mdc(x,y)=res)}

fimprg)
**k*x Lemas.
ops mdcl mdc2 mdc3 abm0O bamO : -> Lemma .
eq lemma mdcl =

(x |- |Al a . |A] b . (a>b) -> mdc(a,b) = mdc((a-b),b))
eq lemma mdc2 =

(x |- |Al a . |A] b . mdc(a,b) = mdc(b,a))
eq lemma mdc3 =

(x |- |Al a . |Al b . (a2 =Db) -> (mdc(a,b) = a))
eq lemma abm0 =

(x |- 1Al a . |Al b . ((@>b) = (a>0)) -> ((a-b) > 0))
eq lemma bam0 =

(x |- 1Al a . [Al b . ((b>a) = (b>0)) -> ((b-a) > 0))
endo

A demonstracao pode-se desenvolver ndo automaticamente, ou semi-au-
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tomaticamente com recurso ao tactical Lpcg_tac. De seguida apresenta-
se a demonstracao desenvolvida de uma forma semi-automatica com uma
descricao dos passos e a correspondente arvore de demonstragao.

LpcgTac

conseD(mdc(x,y) = (euclides[x ;; y1))

1 chamafunD((x ;; y),1)

2 atrD

conseD((x>0) =~ (y>0) ~ (mdc(x,y)=mdc(x,y)))
1 ProvaProp

1
1
1
2
2
2 2 atrD
3 conseD((a>0) ~ (b>0) ~ (mdc(a,b)=mdc(x,y)))
3 1 ProvaProp
3 2 fazD
3 2 1 conseD(((a-b)>0) ~ (b>0) ~ (mdc((a-b),b)=mdc(x,y)))
3 2 1 1 reduze(none,mdc((a-b),b) =’ mdc(a,b) [a ;; b | ’mdcl])
32111 reduze(none, ((a-b) > 0) =’ True [a ;; b | ’abmO])
321111 ProvaProp
321 2 atrD
4 conseD((a>0) ~ (b>0) ~ (mdc(a,b)=mdc(x,y)))
4 1 ProvaProp
4 2 consdD(((a>0) ~ (b>0) "~ (mdc(a,b)=mdc(x,y))) -~ ~(b>a))
4 2 1 fazD
4 2 1 1 conseD((a>0) ~ ((b-a)>0) ~ (mdc(a, (b-a))=mdc(x,y)))
4 211 1 reduze(none,mdc(a,b-a) =’ mdc(a,b) [a ;; b | ’mdc2])
421111 reduze(none, ((b-a)>0) =’ True [a ;; b | ’bamO])
4211111 ProvaProp
4 2112 atrD
4 2 2 ProvaProp
5 conseD(mdc(x,y) = a)
5 1 reduze(none, (mdc(x,y)=a) =’ True [x ;; y ;; a | ’mdec3])
5 1 1 ProvaProp
5 2 atrD
- 1
1 1 -
1 - 1 2
1 2 1 - -
- - - - - 1 - 1 2 1 -
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

LpcgTac
(P}S{Q} pes
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2.6 Conclusoes

A implementagao do sistema de deducao LPCGx nos sistema genéricos
de demonstracdo automatica Isabelle e 20BJ levanta algumas questes. No
caso do Isabelle 0 mecanismo de substitui¢ao de variaveis nao permite validar
a aplicagao das regras referentes aos sub-programas e as fungoes, o mesmo
acontece com a regra referente & instrucao de atribuicdo embora neste caso
o problema s6 surja se antecedermos a sua aplicacdo por uma aplicacao da
regra do consequente a direita.

Os mecanismos de automatizacao da demonstracao no 20BJ sao insufi-
cientes. Embora se tenha implementado o sistema CPPO que permite uma
maior automatizacao das demonstracoes proposicionais, isto em contrapo-
sicao ao sistema pré-definido FOPC, a falta de um mecanismo de unificagao
das clausulas que permita a implementacao da regra de resolucao, limita
muito as possibilidades do sistema 20BJ. Como nota positiva é de referir
que o sistema 20BJ permite utilizar os mecanismo de inferéncia equacional,
préprios do OBJ3, o que possibilita a demonstragdo de proposicbes referen-
tes aos tipos de dados, nomeadamente as que necessitam de uma prévia
simplificacao das expressoes.

No caso do Isabelle os mecanismos de demonstracao pré-definidos per-
mitem um grau elevado de automatizagdo da demonstracdo sendo que a
utilizagdo dos agrupamentos permite uma, ficil aplicacdo da regra da reso-
lugao a um conjunto de regras de inferéncia previamente estabelecido. Fal-
tou explorar o mecanismo dos “simp-set” conjuntos de simplificacdo para
a utilizacdo de mecanismos de reescrita na demonstracao de igualdade de
expressoes referentes aos tipos de dados.

A implementacao de LPCG kg em ambos os sistema mostrou haver a
necessidade de combinar duas entidades diferentes numa sé demonstracao.
Por um lado o sistema de dedugio referente as instruc¢des da linguagem, por
outro lado um sistema de deducgao referente aos tipos de dados utilizados.
A criacao de um sistema de deducado que possa abarcar todos os casos nao
parece ser exequivel. A resposta a este problema é dada pela construcao
de um sistema de deducao “a4 medida” do programa cuja demonstragao da
correcgao parcial se pretende obter. Ou seja a resposta estd na utilizagao
das capacidades de construgao modular e parametrizavel de programas que
ambas as linguagens ML e OBJ3 possuem, para se poder construir um
sistema de deducao de uma forma modular e parametrizavel.

Temos assim, pelo menos, trés possibilidades:

e Construcao modular e parametrizavel sob o mesmo sistema légico e
sob o mesmo sistema de deducdao. Por exemplo: construir um siste-
ma de sequéncias deductivas para a légica de primeira que permita o
desenvolvimento de demonstragoes de correccio parcial de programas
que manipulem listas de inteiros, a partir de sistemas de dedugao para
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programas, para, inteiros e para listas.

Construcao modular e parametrizavel sob diferentes sistemas légicos
mas sob 0 mesmo sistema de deducao. Por exemplo: combinar um
sistema, de sequéncias deductivas de primeira ordem para o desenvol-
vimento de demonstragoes de correccdo parcial de programas e um
sistema de ordem superior para o tipo de dados dos inteiros.

Construgao modular e parametrizavel sob diferentes sistemas de de-
dugdo (e diferentes sistemas 16gicos). Neste caso as &rvores de de-
monstracdo seriam compostas de ramos de diferentes tipos. Esta seria
a generalizacdo daquilo que ja se fez com a utilizacdo do sistema de
inferéncia equacional do OBJ3 nas demonstragoes desenvolvidas no
sistema LK do 20BJ.

Nos capitulos que se seguem vai-se tentar responder a estas questoes.



56

O SISTEMA LPCG Lk




Capitulo 3

Sistemas Logicos

A crescente complexidade dos sistemas de deducdo passiveis de serem im-
plementados pelos sistemas computacionais de demonstracdo automatica e
semi-automdtica de teoremas, fez surgir a necessidade da construgdo modu-
lar de sistemas de deducao. Pretende-se entao ter acesso aos mecanismos ne-
cessarios a construcao modular de sistemas de deducao, ou seja, pretende-se
combinar sistemas de deducao obtendo um sistema de deducao, pretende-se
re-utilizar sistemas de deducao previamente definidos na definicao de no-
vos sistemas de deducao, e isto através de mecanismos que tém de ir além
da simples soma de sistemas de deducdo, mecanismo ja implementado em
muitos sistemas computacionais.

Uma possivel solugao é dada pelo cdlculo de co-limites. Tendo escolhido
essa abordagem tornou-se necessario definir uma categoria, a categoria SD,
cujos objectos sdo conjuntos de sistemas de deducgao, e cujos morfismo sdo
aplicacoes entre conjuntos de sistemas de dedugao. Demonstrou-se que a ca-
tegoria 8D é fechada para co-limites, como tal é possivel usar as construgoes
préprias do calculo de co-limites para combinar, e re-utilizar, sistemas de
deducao, de forma a obter outros sistemas de deducao.

O capitulo termina com a apresentacao de um exemplo de aplicacao
dos mecanismos atrds referidos a construcao modular de um sistema de
deducdo, mais concretamente, construiu-se um sistema de deducao para a
demonstracao da correccdo parcial de programas que manipulam pilhas de
naturais, através da construgdo de um quadrado co-cartesiano (“push-out”).

3.1 Sistemas de deducao

Intuitivamente um sistema de dedugao é uma entidade que agrega, para uma
dada linguagem légica, as férmulas, e as dedugoes que se podem efectuar
sobre essas férmulas.

Vejamos entdo como podemos definir formalmente um sistema de de-
ducgao, comecando por definir alguns conceitos auxiliares.

57
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Definigao 3.1 (Grafo) Um grafo consiste em duas classes: a classe O dos
objectos, e a classe S das setas, e de duas func¢des, ambas da classe das
setas para a classe dos objectos, uma das fungdes é designada por dominio

e a outra por co-dominio. Fscreve-se usualmente f : A — B ou A — B
sempre que se verifique que, dominio(f) = A e co-dominio(f) = B (Lambek
& Scott, 1988; MacLane, 1971).

Se considerarmos que um sistema de deducao se caracteriza pelo seu con-
junto de férmulas, e pelo seu conjunto de dedugoes, podemos entao pensar
num sistema de dedugdo como um grafo com algumas setas especificas.

Definigao 3.2 (Sistema de Dedugao) Um sistema de dedugao é um gra-
fo no qual para cada objecto A existe uma seta 14 : A — A, e para cada par
de setas f : A — B e g: B — C eriste uma seta gf : A — C designada por
composicao de f com g (Lambek & Scott, 1988).

A visdo usual de um sistema de dedugdo obtem-se facilmente se pen-
sarmos nos objectos do sistema de deducgao como férmulas, nas setas como
deducoes, e nas operacoes com setas como sendo as regras de inferéncia. Por
exemplo a regra da composi¢ao de setas pode ser escrita do seguinte modo

f:A—B g:B—~C
gf :A—>C

Dado que se pretende estudar os mecanismos de combinacio de sistemas
de deducgao é necessario definir uma entidade que os agregue, e na qual se
possam efectuar as operacgbes pretendidas. Vai-se entdo definir a categoria
8D, a categoria dos sistema de deducao, na qual se vao considerar conjuntos
de sistemas de deducao como objectos da categoria, e as aplicagoes entre
conjuntos de sistemas de deducao como setas da categoria.

Para poder explicitar a componente da linguagem légica na qual se baseia
um dado sistema de deducao, e para poder relacionar as construcoes com os
sistemas de deducdo, com construgbes nas linguagens légicas, vai-se definir
a categoria ASS, a categoria das assinaturas e das aplicagoes entre elas.

No que se segue vao-se adoptar as seguintes convencoes de escrita; vao-
se usar letras caligraficas maiusculas para designar as categorias, letras
maiusculas para designar os objectos das categorias e, letras minisculas
para designar os morfismos (setas) das categorias. Dado um categoria A a
classe dos objectos de A é designada por Obj(.A), a classe dos morfismos por
Mor(.A), e o conjunto dos morfismos de A para B é designado por A(A, B).
Para designar os functores usam-se letras maidsculas, eventualmente segui-
das de minusculas. Excepcdo ao que foi dito é a utilizacdo de um tipo de
letra sem serifas para designar a categoria dos conjuntos, Set, a categoria
das categorias pequenas, Cat, e a categoria dos co-cones sobre um dado
diagrama D numa categoria C, Co—Cone(D,C) (Borceaux, 1994).

Antes de mais alguns conceitos auxiliares.
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Definigao 3.3 (Categoria) Uma categoria é um grafo, no qual para cada
objecto A existe uma seta, 14 : A — A designada por identidade, e para
cada par de setas f : A - B e g: B — C existe uma seta, gf : A — C
designada por composicao, tais que para todo o h: C — D tem-se:

fla=f=1gf unidade
(hg)f = h(gf) associatividade

(Lambek & Scott, 1988; MacLane, 1971)

Um exemplo de uma categoria usualmente dado, nao sé pela sua facil
“visualizacao”, como pela sua utilidade é a categoria dos conjuntos Set. A
classe dos objectos em Set é a classe de todos os conjuntos, e a classe das setas
é a classe de todas as funcoes entre conjuntos. Outro exemplo normalmente
dado é o da categoria Cat, cujos objectos sido as categorias pequenas e cujas
setas sdo functores entre categorias pequenas, as categorias pequenas sao
as categorias para as quais a classe dos objectos é um conjunto (Borceaux,
1994; Herrlich & Strecker, 1973; MacLane, 1971).

Defini¢do 3.4 (Functor) Um functor F : A — B, com dominio a cate-
goria A e co-dominio a categoria B, é um par de funcdées: a fungao nos
objectos F' que atribui a cada objecto de A um objecto de B, e uma fungdo
nas setas, também designada por F, que atribui a cada seta f : A — A’ uma
seta F(f): F(A) — F(A') de tal forma que as identidades e a composi¢io
sdo preservadas, isto €:

F(la) =1pay  F(af) = F(9)F(f)
sempre que gf estiver definido (Lambek & Scott, 1988; MacLane, 1971).

Definic¢do 3.5 (Categorial Dual) Seja C = (O, S,dom, cod, ) uma cate-
goria com lei de composicao “”. A categoria dual € a categoria CP =
(0, S, cod,dom, x) com a lei de composicio “«” definida por fxg = g -
f (Herrlich & Strecker, 1973).

Vejamos entdo como definir o conjunto de simbolos da linguagem logica
de um sistema de deducao, isto é a sua assinatura.

Defini¢ao 3.6 (Assinatura) Uma assinatura (mono-espécie) ¥ é um con-
junto X e uma fungao a : X — IN. Todo o simbolo o € X tem uma aridade
a(o) que indica o ndmero de argumentos de o. Simbolos de aridade 0 sdo
designados por constantes (Gallier, 1987).

Importante para a construgao da categoria das assinaturas é a defini¢ao
de morfismo de assinaturas.
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Definicao 3.7 (Morfismo de Assinaturas) Dado duas assinaturas ¥ e
' um morfismo de assinaturas é uma funcgdo entre os conjuntos de simbolos
de forma a que a aridade dos simbolos seja preservada (Gallier, 1987).

Temos entao que a categoria cujos objectos sao assinaturas e cujos mor-
fismo sdo os morfismos de assinaturas é a entidade que nos permite descrever,
de uma forma genérica, as assinaturas e as relagbes entre elas. E necessario
demonstrar que estamos perante uma construgao correcta de uma categoria.

Teorema 3.1 (Categoria de Assinaturas) A categoria das assinaturas
ASS tem como objectos as assinaturas e como setas os morfismo de assi-
naturas.

Demonstragao. Para cada ¥ € Obj(ASS) existe a func¢io identidade idy
que é um morfismo de assinaturas e que verifica ids f = f e gidy = g para
f:% > Y eg:X — Y morfismos de assinaturas.

A composi¢ao de morfismos f: ¥ — ¥ e g : ¥/ — X" é a composicio
usual de fungoes, gf é um morfismo de assinaturas dado que, para qualquer
o € X tem-se, a(o) = d'(f(0)) = a"(9(f(0))) = a"(gf (o). A composi¢ao é
associativa.

c.q.d.

3.2 X-Sistemas de deducao

Trata-se agora de definir um sistema de deducao cujas férmulas bem forma-
das sejam construidas, indutivamente, com simbolos de uma dada assinatu-
ra (Gallier, 1987). Vao-se designar por ¥-férmulas as férmulas construidas,
indutivamente, com simbolos de ¥, e por ¥-deducoes as deducgoes entre Y-
férmulas.

Defini¢ao 3.8 (X-Sistemas de Deducgao) Dado uma assinatura X, o con-
junto dos X-sistemas de deducao Cspy, tem como elementos todos os X-
sistemas de deducao, isto €, todos os sistemas de deducao cujos objectos sao
Y-formulas e cujas setas sao Y-dedugoes.

Por conveniéncia de linguagem, e sempre que tal ndo provocar ambi-
guidades, vai-se designar por ¥-sistema de deducao tanto o conjunto Csp;,
como cada um dos seus elementos.

Defini¢do 3.9 (Morfismos de X-Sistemas de Dedugdo) Dado um mor-
fismo de assinaturas o : ¥ — X' um morfismo de X-sistemas de deducdo é
uma fungdo f : Cspy — Csp,, tal que:
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Py

2[

Csps Cspy,

SDg—9—~SDsy
81 a(s1)
p\ — \5(}7)
s 5 (s2)

com G a extensdo unica de o as X-formulas (Gallier, 1987; Goguen & Burs-
tall, 1992).

A categoria cujos objectos sdo os conjuntos de Y-sistemas de deducao e
cujos morfismos sao os morfismos de Y-sistemas de dedugao é a entidade que
nos permite descrever, de uma forma genérica, os Y-sistemas de dedugao e
as relacoes entre eles. E necessario demonstrar que estamos perante uma
construcao correcta de uma categoria.

Teorema 3.2 (Categoria dos X-Sistemas de Deducao) A categoria
dos X-sistemas de dedugcdo SD tem como objectos os conjuntos de X-
sistemas de dedugao Cspy,, e como morfismos os morfismos de X-sistemas
de deducdo.

Demonstragao. Para cada objecto de SD existe uma funcao idsp,, que
corresponde & funcdo idy em ASS, idspy, é um morfismo em SD e verifica
idspyf = f e gidspy, = g para f e g morfismos em SD.

A composicdo de morfismos é dada pela composicao das funcoes & ex-
tensoes das funcoes o as X-féormulas.

g

f

by

2[

CSDE/ nSDzII

Cspsy

SDX) I & SDEII g SDEII

51 G(s1) 7' (5 (1))

52 d(s2) o'(5(s2))

A composicao de morfismos é associativa.
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3.3 Sistemas ldgicos

Pretende-se agora descrever as transformactes que ocorrem num sistema
de dedugdo sempre que hé transformagcGes na linguagem légica que serve de
suporte. Vamos para tal definir um sistema légico como sendo uma entidade
que agrupa a categoria das assinaturas, a categoria dos sistemas de dedugao,
e um functor que para uma dada assinatura nos d4 o correspondente sistema,
de deducao.

Defini¢ao 3.10 (Sistemas Légicos) Um sistema ldgico (ASS,SD,Sd) €
um terno em que:

e ASS € a categoria das assinaturas;
o 8D ¢ a categoria dos X-sistemas de deducdo;

e Sd: ASS — 8D ¢ um functor que para uma dada assinatura X dd ori-
gem ao conjunto dos X-sistemas de dedugdo, e para um dado morfismo
de assinaturas dd origem a um morfismo de X-sistemas de deducdo.

As categorias ASS e SD ja foram anteriormente caracterizadas. Falta
caracterizar Sd e verificar que é um functor.

Teorema 3.3 (Functor Sd) A aplicagao Sd : ASS — SD que faz corres-
ponder a cada assinatura ¥ € Obj(ASS) um X-sistema de deducdo Cspy, €
Obj(SD), e que a cada morfismo de assinaturas o : & — X' € Mor(ASS) faz
corresponder um morfismo de Y.-sistemas de dedugio f : Cspy, — Cspy,, de-
fine um functor da categoria das assinaturas para a categoria dos X-sistemas
de deducdo.

Demonstragao. Para cada ¥ € Obj(ASS), Sd(X) = Csp,, € Obj(SD)
pela defini¢io 3.8. Para cada o : ¥ — X' € Mor(ASS), Sd(o) = f :
Cspy, = Cspy € Mor(8D) pela defini¢do 3.9.

Verifica-se que:

(] Sd(idg) =f: CSDE — CSDE = idCSDE = idsd(z).
e Sd(o'c) = f'f = Sd(0")Sd(0).
c.q.d.

A definicao de sistema légico estd perto da defini¢ao de institui¢ao (Go-
guen & Burstall, 1985; Goguen & Burstall, 1992), estd no entanto mais
préoxima da defini¢do de TI-instituicao (Fiadeiro & Sernadas, 1988).

Em relagao ao conceito de instituicdo a principal diferenga consiste na
diferenca de aproximagdo. Enquanto a defini¢do de sistema légico visa uma
aproximacao dentro da teoria da deducdao a definicdo de instituicdo estd
ligada & teoria dos modelos.
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A defini¢ao de instituicdo apresentada por Goguen e Burstall (1985)
define uma instituicdo como sendo um quédruplo (ASS,Mod, Sen, =x), em
que Mod : ASS — Cat®? é um functor dando origem aos X-modelos e aos
morfismos entre 3-modelos, Sen : ASS — Cat é um functor dando origem
as X-férmulas e as Y-demonstracgoes, e finalmente |y é uma relacio de
satisfacdo entre YX-modelos e X-férmulas.

Analisando as duas definicGes verifica-se que a componente referente aos
modelos nao estd presente na definicdo de sistema l6gico, a razdo para es-
sa omissdo prende-se com a ji referida aproximacao & teoria da dedugao.
O functor Sen : ASS — Cat é, de certa forma, substituindo pelo functor
Sd : ASS — 8D, neste caso o objectivo é o mesmo sendo que a defini¢do de
sistema de deducgao é menos exigente. No entanto é de notar que para qual-
quer sistema de dedugao pode-se obter uma categoria impondo uma relagao
de equivaléncia apropriada entre demonstragoes (Lambek & Scott, 1988); a
relagdo de satisfacdo nao estd presente sendo substituida pela nocdo de con-
sequéncia presente na definicao de sistema de deducao, embora nao de forma,
explicita, este ponto ficara mais claro quando analisarmos as diferengas entre
a presente definicao e a de Il-instituicao.

A defini¢ao de instituicdo apresentada por Goguen e Burstall (1992)
difere da anteriormente apresentada pelos mesmos autores pelo facto de o
functor Sen ter agora como co-dominio a categoria Set. Esta nova definicao,
alids j4 apresentada no artigo anterior (Goguen & Burstall, 1985) como um
dos casos particulares da definicao geral, nao faz mais do que afastar a nogao
de instituicdo da teoria da deducao, e como tal da nocao de sistema légico.

Em contraponto com a no¢ao de instituicdo estd a nocao de II-instituicao
apresentada por Fiadeiro e Sernadas (1988). Neste caso estd-se perante
uma, aproximac¢ao dentro da teoria da deducao. Uma Il-instituicdo é um
triplo (ASS, @, {Cns}scobjuss)), com @ : ASS — Set um functor que da
origem as Y:-formulas, e com C'ny, um operador de consequéncia definido em
P(®(X)) (Fiadeiro & Sernadas, 1988).

O operador de consequéncia Cny verifica para cada A, B C ®(X) e
o : 3 — X' as seguintes propriedades:

e AC Cnyg(A) (extensividade);
e Cnx(Cng(A)) = Cng(A) (idempoténcia);

e Cng(A) =U pca Cns(B) (Compacidade);
B finito

e &(0)(Cnx(A)) C Cns/(®(0)(A)) (estruturalidade)

Analisemos as diferencas entre os conceitos de II-instituicdo e sistema
l6gico. Na definicao de Il-instituicdo o functor ® tem como co-dominio
a categoria Set, dando origem as Y-férmulas. Em contraponto o functor
Sd tem como co-dominio a categoria SD dando origem as X-férmulas e as
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Y-dedugbes. A riqueza acrescida de SD tem como vantagem que nesta cate-
goria, é possivel definir internamente uma qualquer relagao de consequéncia
impondo para tal restrigdes nos morfismos, veja-se por exemplo o trabalho
de Lambek (1958; 1969; 1971), de Lambek e Scott (1988) e o de Szabo (1976;
1978). No entanto é importante verificar que o0 modo como se definiu um
sistema de deducao tem como consequéncia que functor Sd verifica a pro-
priedade designada por estruturalidade. Vejamos que assim é:

Teorema 3.4 Para um qualquer operador de relacao de consequéncia Cny
definido em P(Obj(SDs)) o functor Sd verifica a condigdo de estruturali-
dade, com SDs, € Obj(SD).

Demonstragao. Por Obj(SDyx) entende-se o conjunto das X-férmulas de
SDsy, e por Mor(SDy) o conjunto dos morfismos (setas) de SDx. A defini¢do
de um dado operador de relagao de consequéncia num sistema de deducao é
dada pela definicdo dos morfismos entre objectos (Avron, 1991; Lambek &
Scott, 1988).

Temos entao:
Cns(A) = {s'€O0bj(SDx) |p:s—s coms€ A péeMor(SDs)}
por aplicagdo do functor Sd a o : ¥ — ¥’

8d(0)(Cns(4)) = {Sd(o)(s) € Obj(SDs) | Sd(o)(p) : Sd(o)(s) —
Sd(o)(s') com Sd(c)(s) € Sd(c)(A), Sd(c)(p) €
Mor(SDs)}
por outro lado, tem-se:
Cny/(Sd(0)(4)) = {s' € Obj(SDs) | p': Sd(c)(s) = s' com

Sd(o)(s) € Sd(o)(A),p’ € Mor(SDsr)}

Pela definigao do functor Sd temos que dado um p : s — s’ € Mor(SDy)
entdo o(p) : 5(s) = a(s') € Mor(SDysy) temos entao que:

Sd(0)(Cns(4)) € Cnw(Sd(o)(4))

Graficamente temos
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c.q.d.

Com a definicdo de sistema légico obtem-se uma entidade que relacio-
na as assinaturas, definidoras das linguagens légicas, com os sistemas de
deducdo. Podemos desta forma relacionar as transformacoes nos sistemas
de deducao com as transformacoes nas assinaturas, no entanto para poder
construir sistemas de deducdo de uma forma modular é ainda necessario de-
monstrar que 8D é fechada para co-limites. Para tal vai-se demonstrar que
a categoria ASS é co-completa e que o functor Ass : SD — ASS reflecte
co-limites.

3.4 A categoria SD é co-completa

Para poder construir modularmente sistemas de dedugdo em SD através do
calculo de co-limites, é necessario demonstrar que 8D é fechada para co-
limites. Para demonstrar tal facto comega-se por verificar que a categoria
ASS é co-completa, de seguida define-se o functor Ass : SD — ASS e
demonstra-se que ele reflecte co-limites, da conjugacdo destes dois factos
conclui-se que SD é co-completa, como pretendiamos.

3.4.1 A categoria ASS é co-completa

Pretende-se estabelecer que a categoria ASS é co-completa. Para tal vai-se
comecar por constatar que uma assinatura pode ser vista como uma familia
indexada por I C IN de simbolos de operadores, ou seja ASS é um caso
particular de FCg, a categoria das familias de conjuntos disjuntos indexadas
por S, para o caso em que S = I. De seguida demonstra-se que a categoria
FCs e a categoria fibrada (Set/S) sao isomorfas dado ser possivel definir
um isomorfismo entre elas. Dado que a categoria (Set/S) é co-completa
conclui-se que ASS é co-completa como se pretendia.

Vejamos entao como definir uma assinatura como uma familia de con-
juntos disjuntos indexada por I C IN.
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Proposicao 3.1 (Assinatura) Uma assinatura (mono-espécie) &, € uma
familia de conjuntos disjuntos de simbolos de operadores, indexada por I C
N, X = <O’Z|Z € I>.

Demonstragao. E necessdrio demonstrar que esta definicdo é equivalente
a anteriormente dada (defini¢ao 3.6).

Uma familia I-indexada de conjuntos disjuntos é uma funcao (Herrlich
& Strecker, 1973),

f I — UO’Z'
i€l
T —> O;

temos entao que:

T =J{olo €}

i€l

a:% — 1
o — ¢ paratodoo o €og;

a funcado a estd bem definida dado que os conjuntos o;, para i € I, sao
disjuntos dois a dois.

Por outro lado, se ¥ = (X,a) é uma assinatura (mono-espécie) de
simbolos de operadores com:

a:X — N
o +— afo)=1

temos entao:

fra®) — Uicay) a”'({i})
i — o L({i}) = 0s = {oli € a(%),i = a(0)}

dado que todo o operador em ¥ tem uma aridade bem definida, a fungao f
est4 bem definida e os conjuntos a1 ({i}) sdo disjuntos dois a dois.
c.q.d.

Temos entdo que a categoria ASS é um caso particular de FCgs. E
necessario estabelecer que FCg é de facto uma categoria estabelecendo quais
s30 0s seus objectos e os seus morfismos.

Lema 3.1 FCg ¢ uma categoria.

Demonstragao. Os objectos de FCg sao fungoes z com dominio em S, tais
que para cada s € S,z(s) = X;, com X;N Xy = (), sempre que s # s'. Vio-
se denotar tais objectos por (X;)ses. Os morfismo em FCg sdo familias de
fungoes (fs : Xs — Ys)ses com fq(x(s)) = y(s), para todo o s € S (Herrlich
& Strecker, 1973).
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A identidade é dada por (ids : X — X;)scs. A composigao de morfismo
é a composi¢do usual de fungoes, componente a componente, (f; : Xs —
Ys)sES(gs 1Yy — ZS)SES = (gsfs 1 X — Zs)séSa a composi(;&o de morfismos
é associativa.

c.q.d.

Antes de definir um functor entre FCg e (Set/S) é necessirio caracte-
rizar a categoria fibrada (Set/S), estabelecendo quais sdo os seus objectos
e os seus morfismos. A categoria fibrada (Set/S) é um caso particular de
uma categoria dois-functores (“Comma Category”) (MacLane, 1971). Te-
mos entao de comecar por caracterizar o que se entende por uma categoria
dois-functores.

Definigao 3.11 (Categoria dois-functores) Dado um functor F : A —
C e um functor G : B — C, define-se a categoria dois-functores (F'/G) como
sendo a categoria cujos objectos sao triplos (A, B, f), com A € Obj(A),
B € Obj(B) e f : F(A) - G(B) € Mor(C). Os morfismos de (F/Q)
sao pares de morfismos, {(a,b) : (A,B,f) — (A", B', f), coma: A — A
eb: B — B tais que f'F(a) = G(b)f. Ou seja, o sequinte diagrama é
comutativo:

A c B
A —FrA) LB | B
a |—>F(a)‘ ‘G(b)<—| \b

A ——F(A)——=G(B)=~— B’

!

A composicdo de morfismos em (F/Q), (a',b'){a,b) € dada por (a'a,b'd),
sempre que tal esteja definido (Borceaux, 1994; MacLane, 1971).

Nos casos em que o functor F' é o functor identidade na categoria A, e em
que o functor G define um dado objecto O nessa mesma categoria, é usual
denotar a categoria dois-functores por (A/O), e designd-la por categoria
fibrada.

Para (Set/S) temos que A =C =Set, B=1, F =Idget e G : 1 — Set
com G(x) = S.

Os objectos de (Set/S) sdo triplos (A, ,¢), com ¢ : A — S. Os morfismos
de (Set/S) sdo fungoes f : (A, *,¢) — (B,*,d), com f: A — B tal que
df = c¢. Graficamente temos:
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Set Set 1

Br———>8B

Pretende-se agora demonstrar que FCgs e (Set/S) sdo isomorfas, FCg =
(Set/S), isto é, existe um functor F' : (Set/S) — FCg que é um isomorfismo
de (Set/S) para FCs.

Teorema 3.5 A categoria das familias de conjuntos disjuntos S-indexados
FCs € isomorfa a categoria fibrada (Set/S).

Demonstragao. Vai-se definir o functor F : (Set/S) — FCg, do seguinte
modo:

F: (Set/S)

FCs
(A, %, c)—=(c"(s))ses
(4, %,¢) (c7*(s))ses
f‘ P ‘(fs)sES com fs = fle-1(5)

(B, *,d) (d1(s))ses

interpretando deste modo a funcado ¢ : A — S como uma fun¢ao que, para
um dado a € A, lhe atribui o seu indice c(a) = s,s € S (Goguen & Burstall,
1984).

Dado que f é, por hipdtese, um morfismo em (Set/S) temos entdo que ¢
e d sdo funcdes bem definidas e como tal (c71(s))ses € (d71(s))ses definem
familias de conjuntos disjuntos indexadas por S, com elementos de A e B
respectivamente. A familia de fungoes (f5)scs, estd bem definida dado que
se trata de definir a restricao de f as imagens inversas de ¢, para todo o
s € 8. Dado que df = ¢, entdo f(c~1(s)) = d71(s).

Para demonstrar que F' é um isomorfismo é necessario e suficiente de-
monstrar que a funcdo F' : Mor((Set/S)) — Mor(FCgs) é sobrejectiva e
injectiva (Herrlich & Strecker, 1973).

Sobrejectividade. Vejamos que F' é sobrejectivo quando aplicada aos
morfismos.
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Dado um morfismo em FCg, (fs : X5 = Y5)ses

. (XS)SES
S [ = (fs)sES
i
(YS)SES

podemos definir as funges ¢ = (¢s)ses, com cs(a) = s, para todo o a € X5,
e d = (ds)ses, com dg(b) = s, para todo o b € Y;. Dado que os conjuntos
X, assim como os conjuntos Y, sao disjuntos dois a dois, entdo as fungoes
¢ e d estao bem definidas.

Temos entdo que (Uses {a |a € X} ,%,¢) e (Uses {b| b € Y5}, %,d), sao
dois objectos de (Set/S). Podemos agora definir uma fungio

k3Us€S{a|G'EXS}_)USES{b‘bEYs}

tal que, para todo o a € Xj, se tem que k(a) = fs(a) = b, com b € Y;, para
todoo s € S.

Por definicao d(k(a)) = d(b) = s = c¢(a), ou seja k é um morfismo em
(Set/S), além disso temos que F(k) = f, como querfamos demonstrar.

Injectividade. Para demonstrar a injectividade de F' quando aplicado
aos morfismos, vai-se demonstrar que F' é injectivo em relagao aos objectos,
e posteriormente vai-se usar esse facto para simplificar a demonstracdo de
que F' é injectivo nos morfismos.

Suponhamos que se tem (A,*,¢) # (B,*,d). Estes dois objectos em
(Set/S) podem ser distintos porque A # B ou porque A = B mas ¢ # d.
Se A?é B entao F((A,*,C>) = (0_1(3))865 7é (d_l(s))ses = F(<Ba*7d>)
trivialmente.

No caso em que A = B mas ¢ # d temos entdo que, existe um a € A
tal que s = c(a) # d(a), entdo tem-se que a € c~1(s) e a & d~1(s) ou seja
(c71(8))ses # (d71(s))ses como queriamos demonstrar.

Temos entao que F' é injectivo nos objectos. Sendo assim para de-
monstrar que F' é injectivo nos morfismos basta-nos demonstrar que, para
quaisquer duas fungoes f,g : (A, x,¢) — (B,*,d), com f # g, se tem que
F(f) # F(g)-

Os outros casos sao triviais se atendermos a que F' é injectivo nos objec-
tos.

Consideremos entao duas funcoes f e g tais que f,g € Mor((Set/S)) e
f # g. Entao existe um a € A tal que f(a) # g(a), como df = ¢ = dg temos
que c(a) = s = d(f(a)) = d(g(a)), sendo assim o conjunto d~'(s) vai conter
f(a) e g(a), com a € ¢ 1(s). Por defini¢io do functor F as imagens de f e
g pelo functor sdo tais que fs = flc-1(5) € gs = g|c-1(5), sendo assim temos
que fs(a) # gs(a), ou seja F(f) # F(g) como queriamos demonstrar.
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Graficamente temos:

f(a) # g(a) fs(a) # gs(a)
B d1(s)

Demonstramos que F' é bijectiva quando aplicada aos morfismos, temos
entao que F' é um isomorfismo.
c.q.d.

Para demonstrar que ASS é co-completa, como pretendemos, é entao
suficiente utilizar o resultado anterior assim como o conhecimento de que a
categoria (Set/S) é co-completa.

Teorema 3.6 (ASS é co-completa) A categoria ASS € co-completa.

Demonstragao. A categoria Set é co-completa (Herrlich & Strecker, 1973;
MacLane, 1971), entdo a categoria (Set/.S) é co-completa (Borceaux, 1994).
Como, pelo teorema 3.5, a categoria ASS é isomorfa a categoria (Set/S)
entdo ASS é co-completa.
c.q.d.

Tendo demonstrado que a categoria ASS é co-completa torna-se agora
necessario demonstrar o resultado respeitante ao functor Ass.

3.4.2 O functor Ass reflecte co-limites

Pretende-se demonstrar que o functor Ass : SD — ASS reflecte co-limites.
Antes de enunciar e demonstrar o teorema respeitante a esse resultado é
necessario introduzir alguns conceitos auxiliares, respeitantes & no¢ao de co-
limite, e de functor que reflecte co-limites. Vamos comecar por definir a
categoria Co—Cone(D,C) de todos os co-cones sobre um dado diagrama D
numa categoria C.

Definicao 3.12 (Diagrama) Um diagrama D numa categoria C, consiste
num grafo G e de um par de fungdes de etiquetagem. A cada né n de G vai
corresponder um objecto Dy, de C, e a cada seta s : n — n' vai corresponder
um morfismo D(s) de C, de tal forma que D(s) : D, — Dy (Goguen &
Burstall, 1992; Rydheard & Burstall, 1988).
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Definigao 3.13 (Co-cone) Um co-cone o numa categoria C para um dia-
grama D, consiste num objecto A de C, juntamente com uwm morfismo
ap : D, — A para cada né n de G, tal que para cada seta s : n — n'

em G o diagrama
A
D,,——=D,;

é comutativo (Goguen & Burstall, 1992; Herrlich & Strecker, 1973; Rydheard
& Burstall, 1988).

Dado um co-cone «, designa-se D por base, A por dpice, e G por forma.
Vai-se denotar o co-cone por {¢; : D; — A}.

E de notar que Herrlich (1973) designa esta construgdo por “natural
sink” e que Goguen e Burstall (1992) a designam por cone. Neste tltimo
caso julgo que a designacao nao é, de certo modo, a mais correcta na medida
em que a construcao que se acabou de definir estd ligada & construcdo de
co-limites. Rydeheard e Burstall (1988) usam a designacao de co-cone para
a construcao que se acabou de descrever, reservando a designacao de cone
para a construcao dual.

Definicdo 3.14 (Morfismos de co-cones) Sejam « e 3 co-cones com ba-
se D e dpices A e B respectivamente, entdo um morfismo de co-cones € um
morfismo f: A — B em C tal que para cada né n em G o sequinte diagrama

4—fop
Dy,
é comutativo (Rydheard & Burstall, 1988).

Podemos entao definir a categoria de todos os co-cones sobre D em C e
dos morfismos de co-cones, vai-se designar essa categoria por Co— Cone(D, ()
(Herrlich & Strecker, 1973).

Definigao 3.15 (Objecto Inicial) um objecto A de uma categoria C diz-
se um objecto inicial se para todo o objecto C € Obj(C) existe exactamente
um unico morfismo de A para C.

Definigdo 3.16 (Co-limite) Um co-limite de um diagrama D numa cate-
goria C é um objecto inicial em Co—Cone(D,C) (Goguen & Burstall, 1992;
Herrlich & Strecker, 1973).
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Defini¢ao 3.17 (Functor reflecte co-limites) Dado um functor F' : C —
C', diz-se que ele reflecte (cria) co-limites se, sempre que D é um diagrama
em C tal que o diagrama F(D) em C' tem um co-cone co-limite {a : D} —
A"} em C', entdo existe um tnico co-cone co-limite {a; : D; — A} em C tal
que & = aF, isto é, o, = F(ay,) para todos os nés n na base de D (Goguen
& Burstall, 1992; Herrlich & Strecker, 1973).

Vejamos agora como caracterizar a transformacao dos objectos e morfis-
mos de SD em objectos e morfismos de ASS, demonstrando de seguida que
tal transformacao define um functor entre as duas categorias.

Teorema 3.7 (Functor Ass) A aplicagio Ass : SD — ASS que faz cor-
responder a cada conjunto de Y-sistemas de deducao a respectiva assinatura
3, e que transforma morfismos entre conjuntos de Yi-sistemas de dedugdo
nos correspondentes morfismos de assinaturas,

Ass : SD —= ASS
Cspy ——> %
Csps, )
fl ——— |o

Csp,, ¥
€ um functor.

Demonstragao. Atendendo & forma como foram definidos os objectos e os
morfismos de 8D (defini¢oes 3.8 e 3.9) temos:

Ass(idcgp,) = ids = idass(cspy)

Ass(f'f) = o'o = Ass(f')Ass(f)

Teorema 3.8 O functor Ass: SD — ASS reflecte co-limites.

Demonstracao.

Suponhamos que D : G — 8D é um diagrama em SD, com D, =
(Cspy)n para todo o objecto n de G, e D(s) : (Cspg)n — (Cspy)n’ para
toda a seta s : n — n' de G.

Seja D' = Ass(D) o diagrama correspondente em ASS com D!, = %,,.
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Dado que ASS é co-completa podemos considerar {o} : D — X} um
co-cone co-limite para D' em ASS.

Trata-se entdo de demonstrar que existe um co-cone co-limite « para D
em SD tal que Ass(a) =a/.

Temos entao o seguinte:

A by
an | Ass ay

Q! ' o,
C C ' Yo ————=2
(Cspy)n ) (Cspy)n " D)

Vamos definir A = Csp,, da seguinte forma:

Csuz=( U a'n((CSDz:)n))

neObj(G)
com a, = qa, definido do seguinte modo:
n* (Cspy)n

Csps,

(SDg)p———> SDsy
o

@
Spb——" = g

S1n O‘;z(sln)

Pn| > |a,(pn)

52n aét(SZn)

com &;; a extensao unica de o/, as -férmulas.
Os ay, assim definidos sdo morfismos de SD e temos entao que a é um
co-cone para D em SD.
E necessério verificar de seguida que se trata de um co-cone co-limite.
Suponhamos que 8 = {f, : (Cspy)n — Cspy} é um outro co-cone para
D em 8D, nesse caso tem de existir um morfismo f em SD, tal que af = (.
Aplicando o functor Ass aos co-cones a e 3 obtemos

Cspy Cspn Y --5—1

A\ oo
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Dado que {¢} : D} — X} é um co-cone co-limite para D' em ASS, existe
um tnico o’ tal que ol,¢’ = [, para todo o objecto n de G. Entédo existe
um unico f : Csp,, = Csp, tal que oy, f = B, para todo o objecto n de G,
nomeadamente a extensdo unica de ¢’ aos sistemas de deducao.

Pela forma como foi definido f é um morfismo de Y-sistemas de deducéo,

f:Cspy
SDs—= SDp

Cspy

s |—>J~I(8)

51 o'(s1)
pl |—>~ l&”’(p)

52 o'(s2)

Temos entdo que {a; : D; - Cspy} é um co-cone co-limite para D em
8D com Ass(a) = o, sendo assim e atendendo & definigdo 3.17 o functor
Ass reflecte co-limites.

c.q.d.

Definicdo 3.18 (Categoria co-completa) Uma categoria C é dita co-
completa se tem co-limites para todos os diagramas e € dita finitamente
co-completa se tem co-limites para todos os diagramas finitos (Goguen &
Burstall, 1992; Herrlich & Strecker, 1973).

Temos entao que, pelos teoremas 3.6 e 3.8, concluimos que a categoria
8D é co-completa.

Teorema 3.9 A categoria SD é co-completa.

Demonstragdao. Dado que, pelo teorema 3.6, a categoria ASS é co-
completa, e dado que, pelo teorema 3.8, o functor Ass : SD — ASS reflecte
co-limites, entao, pela defini¢ao 3.18, a categoria SD é co-completa.

c.q.d.

3.5 Um exemplo

Pretende-se construir um sistema de deducao para a demonstracdo da cor-
recgao parcial de programas que manipulam pilhas de naturais, ndo por cons-
trucao directa mas sim através do seguinte quadrado co-cartesiano (“push-
out”).
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SD, SDs

JONC A

SDsy “push-out” SD,

NS

SDs

Em que, SD; é um sistema de dedugao para pilhas genéricas, SD- para
pilhas de naturais, SDs para programas, SD, para programas que podem
manipular pilhas genéricas, e SDj5 para programas que podem manipular
pilhas de naturais. Na descricdo dos varios sistemas vai-se assumir que todas
as variaveis estao quantificadas universalmente nas suas espécies respectivas.

Todos os sistemas referidos pressupoem a existéncia de um sistema de
deducgao para uma linguagem légica de primeira ordem. Os sistemas sao
construidos por extensao da linguagem logica, caso seja necessario, e por
extensao do conjuntos de axiomas e de regras de inferéncia.

3.5.1 Sistema SD,, Pilhas genéricas

Pretende-se com o sistema SD; ter um sistema de dedugdo para racioci-
nar sobre pilhas genéricas. Temos entdo um sistema com uma assinatura
multi-espécie e cujo conjunto de simbolos de operadores inclui os operadores
habituais das pilhas.

Os problemas decorrentes da aplicagao dos operadores top e pop a pilha
vazia foram resolvidos atribuindo valores concretos aos operadores para esses
casos particulares.

Os objectos de S D; sao definidos tendo como base uma assinatura multi-
espécies que define as espécies, os simbolos de operadores para cada espécie,
assim como as respectivas aridades. Temos entao a seguinte assinatura 3; =
(E1,01), em que o conjunto das espécies E1, e o conjunto dos simbolos de
operadores 07 sao definidos do seguinte modo:

Espécies:
E, = {pilhas, elementos}

Simbolos de Operadores:
01 = {Cl(), ooy ap, L, pUSha pop, tOp}

Aridades:
a; : 1 — elementos, 0<i<n
U : 1 — pilhas
push : pilhas elementos — pilhas

pop : pilhas — pilhas
top : pilhas — elementos
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A esta assinatura é necessirio acrescentar as espécies e operadores refe-
rentes a uma logica de primeira ordem intuicionista, assim como o simbolo
de igualdade (Lambek & Scott, 1988; Szabo, 1976; Szabo, 1978).

Esta assinatura determina um conjunto de sistemas de deducao cujos
objectos sdo formulas geradas indutivamente a partir dos simbolos definidos
na assinatura. Dentro desses sistemas interessa-nos destacar aqueles cujo
conjunto de morfismos inclui, além dos morfismos definidos para todo o
sistema de dedugao, um conjunto de morfismos e regras de deducao que
definem a operacionalidade dos objectos pilhas.

Temos entdao os morfismos que definem os objectos pilhas sobre os quais
queremos raciocinar, aos quais se vao adicionar os morfismos, e regras de
inferéncia préprios da légica de primeira ordem intuicionista e com simbolo
de igualdade, como ja referido.

Morfismos:
T — pop(push(p,z)) =p
T — top(push(p,z)) ==z
T — top(lU)=U
T — pop(U) =ap

3.5.2 Sistema SD,, Pilhas de Naturais

Este sistema resulta do ajuste do sistema SD; para o caso em que o0s ele-
mentos das pilhas sdo niimeros naturais.
Considerando nat como um subconjunto finito de IN, temos:

g 1 — Yo
elementos +—— nat
a; — 1, 0<1<n
* — %, quaisquer outros simbolos.

Esta fungao extende-se de forma tnica as férmulas definindo deste modo
o morfismo entre sistemas de deducao.

3.5.3 Sistema SDj3, Programas (Instrugoes + Elems)

O sistema SD3 é um sistema de deducdo para raciocinar sobre programas
que manipulam elementos. A linguagem de programagcdo descrita é uma
simplificacao da linguagem descrita no capitulo 2.

As regras de inferéncia sao também uma versao simplificada das regras
de inferéncia descritas no capitulo 2.

Assim como para o sistema SD; vai-se enriquecer a assinatura que vai
ser descrita com as espécies e simbolos de operadores de uma logica de pri-
meira ordem intuicionista com simbolo de igualdade. A espécie bool usada
aquando da descricao das aridades de alguns dos simbolos de operadores,
deve ser entendida como a espécie co-dominio dos simbolos desse calculo.
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Na defini¢do da assinatura 33 = (F3,03) vai-se usar uma notagao, a
exemplo do que foi feito no capitulo 2, semelhante & sintaxe da linguagem
de programacao OBJ3. Ou seja o simbolo auxiliar “.” serve como varidvel
sintactica, definindo a posi¢ao para os varios argumentos dos diferentes ope-

radores.

Espécies:
E5 = {elementos, insts}

Simbolos de operadores.
01 ={as,...,an,nula, _:=_ se_ entdo_ sendo_ fimse,
enquanto_ faz_ fimenquanto, _;{_}_, {_}-{_}}

Aridades:
a; : 1 — elementos, 0<i<n
nula : 1 — insts
_:=_ : elementos elementos — insts
se_ entao_ sendo_ fimse : bool insts insts — insts
enquanto_ faz_ fimenquanto : bool insts — insts
-;{-}- : insts bool insts — insts

{-}-{-} : bool insts bool — bool

Regras de Inferéncia:

A—{P}S{R} A—RDQ A—PDR A—{R}S{Q}

A=pystey o ASTPIste) o
- A={P}S1{R} A={R}5:{Q}
Ao (Pmula(p} M8 AS{P}Si{R}S:{Q)  comp
A—{PAB}S1{Q} A—={PA-B}S2{Q}
AS{PFloi—e{P} A A—{PJse B entdo S senao Sz fimse{Q} ¢
A{PAB}S{P}

A—{P}enquanto B faz S fimenquanto{PA—-B} enquanto

3.5.4 Sistema SD,, Programas (Instrugées + Elems + Pi-
lhas)

O sistema SDy4 é um sistema para raciocinar sobre programas que manipu-
lam elementos e pilhas de elementos. Assim como nos sistemas anteriores
considera-se integrado neste sistema uma linguagem légica de primeira or-
dem intuicionista contendo o simbolo de igualdade.

Espécies:
E, = {elementos, pilhas, insts}

Simbolos de operadores:
O4 ={a1,...,ap,U,nula, _:=_gementos, - : =-pilhas, S€- €ntao_ senao_ fimse,
enquanto_ faz_ fimenquanto, _;{_}_, {_}_{-}, top, pop, push}
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Aridades:
a;
LJ
pop
top
push
nula
-*=_elementos
-*=-pilhas
se_ entao_ senao_ fimse
enquanto_ faz_ fimenquanto
S{}-
()

Morfismos:

T — pop(push(p,z)) = p
T — top(push(p, z)) =z
T — tOp(Ll) =1

T — pop(U) = ag

Regras de Inferéncia:

A—{P}S{R A—=R
o Prstgr = consd

A%{Pg}x::eelementos{P} AT clementos

A {PE r=epines (P} 2'pilhas

1 — elementos, 0<i<n
1 — pilhas

pilhas — pilhas

pilhas — elementos

pilhas elementos — pilhas

1 — insts

elementos elementos — insts
pilhas pilhas — insts

bool insts insts — insts

bool insts — insts

insts bool insts — insts

bool insts bool — bool

A—PDR A—{R}S
TS o conse

A—{P}S51{R} A—{R}S
s ter  comp

A—{PAB}S:1{Q} A—={PA-B}S2{Q}

A—{P}se B entdo Si sendo Sz fimse{Q}

se

A—{PAB}S{P}

A—>{P}nu1a{P} nula A—{P}enquanto B faz S fimenquanto{PA—-B}

3.5.5 Definicao dos morfismos

enquanto

O morfismo a : Csp, = Csp, ja foi definido na secgao 3.5.2. A definicao
dos morfismos de inclusao i1 : Csp, = Csp, € t2 : Csp, = Csp, € trivial,
estabelecendo-se a correspondéncia entre os objectos e morfismos dos sistema
de partida, e 0s mesmos objectos e morfismos no sistema de chegada.

3.5.6 Construcao do sistema SDs

O sistema SD5 pode entdo ser construido por aplicacdo de construgao de
um quadrado co-cartesiano aplicado aos morfismos a e 4.

Vejamos que o sistema que assim se obtem é o que pretendemos. Para
tal vai-se fazer a construcdo do quadrado co-cartesiano através de um co-

igualizador de um co-produto.
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Construcao do co-produto de SD3; e SD4. O co-produto que pre-
tendemos construir é dado pelo seguinte diagrama:

SD;

SDs - SDy + SDy= SD,
1SDy 15Dy

A assinatura s + Y4, é caracterizado do seguinte modo:

Espécies:
E5 + E4 = {pilhasg, nat, elementos, pilhasy, insts}

Operadores:
02 + 04 = {0; --e5 1, l—|27 pUSh2’ PoOpa, tOp2’ aQ, ... ,0n, |—|4a pUSh4’ PODy,
topy, nula, _:=_glementos, - : =—pilhas; Se- entao_ sendao_ fimse,

enquanto_ faz_ fimenquanto, _;{_}_, {_}-{_}}

As aridades dos operadores sao aquelas ja descritas aquando da carac-
terizacdo dos sistemas SDy e SDy.

Os objectos do sistema de dedugdo pertencentes a Csp,+sp, sd@o defini-
dos indutivamente a partir dos simbolos definidos na assinatura.

Os morfismos de SDs + SDy4 vao ser dados pelo co-produto dos dois
conjuntos de morfismos de SDs e de SDy.

Temos assim

Morfismos:

T2 — popy(pushy(p, ) =2 p
To — topy(pushy(p, z)) =2 =
To — t0p2(|_|2) =9 Loy

T2 — popy(Lz2) =20

T4 — popy(pushy(p,z)) =4 p
T4 — topy(pushy(p,z)) =4 =
T4 — t0p4(|_|4) =4 Ly

T4 — popy(Lls) =4 ag

As regras de inferéncia sdo as regras de inferéncia do sistema SDj. E
de notar que o sistema SDy + SD4 vai conter duas cépias disjuntas da
ja referida linguagem légica de primeira ordem, isto dado que ambos os
sistemas incorporam essa mesma linguagem.
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Construcgao do co-igualizador de igp,a e de isp,¢1. O co-igualizador
que se pretende construir é dado pelo seguinte diagrama:

SDy
a g!
SDy - SDy + SDy~- SDy
1SDy 1SDy
SDs

O co-equalizador vai tornar equivalentes os elementos que sdo imagens
por isp,a e isp,t1 do mesmo elemento de SD;.
Em termos das assinatura isto vai querer dizer que:

Espécies:
pilhass = pilhasy
nat = elementos

Operadores:

POP2 = POP4
topy = topy

—-:=_nat = -:Z—elementos

Esta equivaléncia extende-se, de modo Unico, para os objectos do sistema,
de deducao resultante do co-igualizador.

De igual modo estabelecem-se a seguintes equivaléncias referentes aos
morfismos:

Morfismos:

T2 — popy(pushy(p, 7)) =2 p = T4 — popy(pushy(p, z)) =4 p
Ta = topy(pushy(p, z)) =2 © = T4 — topy(pushy(p, z)) =4 =
Tg — t0p2(|_|2) =9l =Ty — t0p4(|_|4) =4 Ly

To — popy(Ua) =2 0 = T4 — popy(Lly) =4 ag

Os dois cédlculos proposicionais intuicionistas fundem-se num sé cédlculo
por efeito do co-igualizador.

Em conclusao, SD5 é um sistema de deducdo para programas que ma-
nipulam naturais e pilhas de naturais como pretendiamos.
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Exemplo de demonstragao. Como exemplo de uma demonstracao de-
senvolvida em SDj vejamos a demonstragdo de f : T — {5 = 5}z =
top(push(L,5)){x = 5}. Considerando as regras de inferéncia de SDj
temos, atr : T — {b = 5}xr := 5{z = 5}, temos também o axioma,
axl : T — VpV.top(push(p,e)) = e. Considerando os seguinte axio-
mas préprias da linguagem légica de primeira ordem intuicionista: @, :
VpVetop(push(p,e)) = e — Vctop(push(U,e)) = e, @5 : Vctop(push(U,e)) =
e — top(push(L, 5)) = 5 (Szabo, 1976; Szabo, 1978), e a regra de inferéncia
para a igualdade (Lambek & Scott, 1988) temos entao a seguinte demons-
tracao,

f =eq(®5Paxl,atr)

No apéndice A apresenta-se uma representacdo desta demonstracao em
forma de arvore de demonstragao.
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Capitulo 4

Construcao do Sistema S Ds
em 20BJ

4.1 Introducao

A construcdo modular de um sistema de deducéo, por aplicacao dos conceitos
descritos no capitulo anterior, passa pela tentativa de escolha de um sistema
de demonstragao automatica que possua os mecanismos necessarios a uma
tal construcao.

O sistema de demonstragao automatica 20BJ surge como um potencial
candidato para esta tarefa. O 20BJ possui mecanismos proprios para a
construcao modular de sistemas de deducao, mais concretamente, o 20B.J
estd baseado na linguagem de programagcao genérica OBJ3, linguagem essa
que possui alguns dos mecanismos necessarios para a construgao modular e
parametrizavel de programas.

A implementac¢ao modular do sistema de dedugido S D5 passa entdo, pela
construcao de um conjunto de médulos, e pela caracterizagao da estrutura
que os combina num determinado mddulo global.

Temos entao os seguintes passos:

e construcao do médulo SD1 [X];
e construcao do moédulo SD3;

e construcdo do médulo SD2, por instanciagao do médulo SD1[X] com o
modulo NAT;

e construcdo do médulo SD4[X], por importagao dos médulos SD1[X] e
SD3;

e construcao do médulo SD5, por importacao dos médulos SD2 e SD3, ou
por instanciacdo do médulo SD4[X] com o médulo NAT.

83
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A construgao do sistema SDs, tal como foi descrito no capitulo anterior,
nao é possivel com o sistema 20B.J. Isto verifica-se porque os mecanismos
que o OBJ3 possue para a constru¢ao modular e parametrizavel de progra-
mas, embora bastante poderosos, nao tém ainda a capacidade de construcao
expressa pelo célculo de co-limites (Goguen et al., 1992).

Antes de se passar & descricao concreta da implementacao dos diferentes
sistemas, vai-se descrever as capacidades de programacao modular e para-
metrizavel do OBJ3, capacidades essas que foram usadas na construcao dos
varios sistemas logicos.

4.2 A modularidade em OBJ3

A descrigao que de seguida se faz da linguagem OBJ3, vai centrar-se no estu-
do das capacidades de construgao modular e parametrizavel de programas,
esquecendo muitos dos pormenores basicos da linguagem. Dado se preten-
der introduzir os mecanismos que permitiram a implementacdao modular do
sistema SDj, a apresentaciao exaustiva da linguagem nao é, a nosso ver,
necessaria. Para o eventual interessado numa apresentacdo detalhada da
linguagem de programacdo OBJS3, recomenda-se a leitura de “Introducing
OBJ” (Goguen et al., 1992).

Todos os resultados aqui apresentados, assim como alguns dos exemplos,
estao no texto atras referido.

4.2.1 A construgao de médulos

O OBJ3 é uma linguagem de programacao funcional de primeira ordem,
baseada na légica equacional, com ordenamento de espécies.

Um programa em OBJ3 tem a estrutura de um grafo genérico. Os nés
dos grafos sdo mddulos, e as arestas ou sdo devidas as relagoes de inclusao
de sub-médulos, ou sdo explicitamente definidos & custa de interpretagoes
de um médulo num outro.

Vejamos com um pouco mais de pormenor cada uma das entidades refe-
ridas acima.

Um médulo em OBJ3 designa, ou um “object” (objecto) ou uma “theo-
ry” (teoria). Os objectos contém o c6digo executdvel, e sdo compostos por
uma zona de declaragdo de “sorts” (espécies); outra de “operations” (ope-
radores); e outra de “equations” (equagoes). As declaragoes das espécies e
dos operadores definem a assinatura do objecto, isto é, a sua componente
sintdctica. A seméntica dos objectos é definida pela sua zona de declaragio
de equacoes, sendo estas interpretadas como regras de re-escrita, que subs-
tituem instancias do lado esquerdo pelas correspondentes instancias do lado
direito. A seméntica operacional do OBJ3 esti baseada na re-escrita de
termos com ordenamento de espécies.

Vejamos como exemplo, um objecto que implementa sequéncias de “bits”.
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obj BITS is

sorts Bit Bits .

subsorts Bit < Bits .

ops 0 1 : -> Bit

op __ : Bit Bits -> Bits .
endo

Dado que nao contém equagées, este objecto define o conjunto de todas
as sequéncias de “bits” criadas por justaposicdo dos simbolos 0 e 1.

Uma teoria em OBJ3 vai definir o interface de um mddulo parame-
trizado, isto é, vai definir qual é a estrutura, e quais sao as propriedades
requeridas para se ter uma instanciacdo correcta do médulo em questao.
Semanticamente uma teoria é uma “variedade” de modelos, contendo todas
as dlgebras com ordenamento de espécies que a satisfazem, em contrapartida
um objecto define s6 um modelo, a sua algebra inicial. E de notar que uma
teoria em OBJ3 nao pretende denotar uma teoria légica, isto é, um conjunto
de férmulas fechado para uma dada relacao de demonstrabilidade (Gallier,
1987).

Embora a linguagem OBJ& permita que se possam efectuar redugoes
nas teorias, é necessario ter em conta que as equagoes ai escritas nao sao,
necessariamente, para ser interpretadas como regras de re-escritas. Como
tal as redugoes podem ser infinitas.

Exemplo de uma teoria para especificar uma relagao de equivaléncia:

theory EQUIV is

sort Elt

op _eq_ : Elt Elt -> Bool .

vars E1 E2 E3 : Elt .

eq (E1 eq E1) = true .

eq (E1 eq E2) = (E2 eq E1)

cq (E1 eq E3) = true if (El eq E2) and (E2 eq E3)
endth

A equagao referente 4 reflexividade nao pode ser interpretada como regra,
de re-escrita, pois daria azo a redugoes infinitas. No caso de estarmos a
definir um objecto esta equagao teria de ser retirada, em sua substitui¢ao
adicionar-se-ia & operagdo _eq- o atributo comm, especificando deste modo
que a operacao é comutativa.

4.2.2 Importacao de médulos

Os médulos definem um primeiro nivel na construcdo de programas em
0OBJ3. Um segundo nivel é dado pela importagdo de médulos por um outro
moédulo, definindo deste modo a estrutura de um grafo aciclico de médulos.
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Um arco orientado num tal grafo indica que o médulo superior (né de des-
tino) importa o médulo inferior (né de partida). O contexto de um dado
modulo é o sub-grafo do qual ele é o topo.

Uma importacido do médulo M’ pelo médulo M é do tipo:

protecting (pr) se e s6 se M nao adiciona novos operadores de espécies
de M', nem adiciona novas equacoes sobre os operadores de M';

extending (ex) se e sé se M nao adiciona novas equagoes sobre os opera-
dores de M';

including (inc) ou using (us) se nio hi garantias de que nenhuma das
situacoes anteriormente descritas se verifica.

A relacao de importacao é uma relacdo transitiva.

Vejamos, como exemplo, a escrita de um objecto para calcular o compri-
mento de uma, lista de inteiros. Dado que os objectos da lista sdo inteiros, e
dado que a func@o que procede ao calculo do comprimento tem co-dominio
nos inteiros, e requer a adicdo de inteiros para proceder ao cdlculo, é ne-
cessario fazer a importacdo de INT, o médulo dos inteiros. Uma vez que
nao se vao acrescentar novos operadores de tipo inteiro, nem acrescentar
equagoes sobre os operadores ja definidos em INT a importacdo do médulo
dos inteiros é do tipo protecting.

obj LISTA-DE-INT is

protecting INT .

sort Lista .

subsort Int < Lista .

op __ : Int Lista -> Lista .
op comprimento_ : Lista -> Int
var I : Int

var L : Lista .

eq comprimento I =1

eq comprimento(I L) = 1 + comprimento L .
endo

A instrugdo protecting INT define a importagdo do médulo pré-definido
INT que contém a implementacdo dos inteiros em OBJ3. A instrugio
subsort Int < Lista tem como efeito que todos os inteiros passam a po-
der ser considerados como listas unitarias, isto é, o conjunto dos inteiros
passa a estar contido no conjunto das listas.

4.2.3 Modulos parametrizados

Um terceiro nivel na constru¢ao de programas em OBJ3 é nos dado pela
construc¢ao de médulos parametrizados, a estrutura de um programa passa
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a ser entao a de um grafo genérico, como ji foi referido no comego desta
Seccao.

Retomando o exemplo do médulo LISTA-DE-INT vejamos como o pode-
riamos alterar para que ele nos dé a possibilidade de trabalhar com listas
de elementos genéricos. Pretende-se entdo, criar um médulo que implemen-
te listas de elementos, sem especificar de que espécie concreta é que sao
esses elementos, isso é possivel através da construcdao do seguinte mdédulo
parametrizado:

obj LISTA[X :: TRIV] is
protecting INT .

sort Lista .

subsort El1t < Lista .

op __ : Elt Lista -> Lista .
op comprimento_ : Lista -> Int
var E : Elt

var L : Lista .

eq comprimento E = 1

eq comprimento(E L) = 1 + comprimento L .
endo

O mddulo LISTA tem como pardametro um moédulo X que satisfaz a teoria
TRIV, esta teoria estd contida no mdédulo de arranque do OBJ3, tendo a
seguinte definicao:

theory TRIV is
sort Elt
endth

Podemos agora criar instancias deste médulo dando como argumentos
modulos que verifiquem a teoria TRIV. Por exemplo:

make LISTA-DE-INT is LISTA[INT] endm

Cria 0 médulo LISTA-DE-INT que € equivalente ao anteriormente criado
sem recorrer a parametrizacao.
Este comando é equivalente ao comando:

obj LISTA-DE-INT is protecting LISTA[INT] . endo

A questao que fica em aberto é a forma como o médulo INT verifica a
teoria TRIV.

O OBJS3 especifica a forma como um dado moédulo satisfaz uma dada
teoria & custa da declaragdo de interpretagoes (“views”).

Uma interpretacao @, de uma teoria T', para um médulo M, ® : T — M,
consiste numa aplicacdo das espécies de T' nas espécies de M, preservando
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a relacdo de ordem entre espécies, e de uma aplicacao das operacoes de
T nas operagoes de M, preservando aridades assim como o significado dos
atributos assoc, comm, idem, id: e idr:, e de tal forma que toda a equagao
em T é verdadeira para todo o modelo de M.

No exemplo descrito acima usou-se uma interpretagio por omissio (“de-
fault view”), mecanismo pré-definido no OBJ3 e que nos diz que:

i) todo a declaragdo da forma sort S to S pode ser omitida, excepto nos
casos em que a espécie destino é uma espécie numa teoria parametro;

ii) uma declaracdo da forma sort S to S’ pode ser omitida, se tanto S
como S’ sdo espécies principais nos respectivos médulos (as primeiras
espécies a serem declaradas);

iii) todo a declaragao da forma op o to o pode ser omitida;

iv) se op o to o’ é uma das declaragoes da interpretagio e se o e 0’ tém
atributos ide:e e ide:e’ respectivamente, entao op e to e’ pode
ser omitido.

Temos entdo que a interpretacao por omissao define a declaracdo E1t to
Int, instanciando deste modo os elementos da lista como sendo inteiros.
Explicitando a interpretacdo teriamos:

view TRIV-PARA-INT from TRIV to INT is
sort E1t to Int
endv

A instrugdo que permite criar o médulo seria entdo:
make LISTA-DE-INT is LISTA[TRIV-PARA-INT] endm

A parametrizacao de médulos nio estd limitada a um sé pardmetro. O
médulo anterior pode ainda ser generalizado retirando a sua dependéncia
da adicdo de inteiros. Temos entdo que construir uma teoria que defina
uma espécie, e uma operacao interna a essa espécie, operacao essa que tem
de possuir as propriedades que a adicdo possue. Podemos entdao definir a
seguinte teoria:

theory ADICAOQ is

sort Elt

ops zero um : -> Elt

op _mais_ : E1t Elt -> Elt [assoc comm id: zero]
endth

A definicdo do objecto seria entao:
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obj LISTA[X :: TRIV, Y :: ADICAQ] is

sort Lista .

subsort El1t.X < Lista .

op __ : Elt.X Lista -> List

op comprimento_ : Lista -> Elt.Y .

var E : E1t.X .

var L : Lista .

eq comprimento E = um .

eq comprimento(E L) = um mais comprimento (L)
endo

Para criar uma dada instancia deste médulo temos que especificar duas
interpretagoes. Para o mddulo referente ao parametro X poder-se-a optar,
na maior parte do casos, pela interpretacao por omissao. No caso do médulo
referente ao parametro Y, ja serd necessario explicitar qual é a operagao mais,
assim como as constantes um e zero, este moédulo vai ser instanciado pelo
moédulo FLOAT, a implementacdo dos reais em OBJ3. Adoptando a escrita
das interpretacgoes integrada na construcio das instancias, temos a seguinte
instancia de listas de inteiros:

make LISTA-DE-INT-ADFLOAT is

LISTA[NAT, view to FLOAT is op _mais_ to _+_
op um to 1.0 . endv]

endm

E de notar que na escrita da interpretacao se adoptou as convencoes
préprias do OBJS8 para as interpretacoes por omissao. Desta forma nao foi
necessario explicitar as declaragoes sort E1t to Float e op zero to 0.0,
esta ultima devido ao facto das constantes zero e 0.0 serem os atributos de
identidade das operacoes de adicao nos respectivos moédulos.

4.2.4 Expressoes com modulos

Um ultimo nivel na construgao de programas em OBJ3 é dado pela escrita de
expressoes com modulos. As expressées com mdédulos incluem a instanciagao
de médulos, como j4 foi descrito atrds, a re-designacdo (renaming), e a soma.

As entidades atémicas das expressoes com moédulos sao os médulos sim-
ples, sejam eles os mdédulos que definem os diferentes tipos de dados pré-
definidos, como sejam os NAT, INT, e FLOAT, entre outros, ou os diferentes
modulos nao parametrizados definidos pelo programador.

A re-designagao cria um novo médulo através de uma transformagio nas
espécies, e de uma transformacgdo nos operadores. Como exemplo veja-se a
construcao de uma teoria para especificar uma relacdo de equivaléncia por
re-designacdo de uma teoria referente a uma pré-ordem.
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th EQUIV is

using PREORD * (op _<=_ to _eq_)
vars E1 E2 : Elt .

eq (E1 eq E2) = (E2 eq E1)
endth

A outra outra possibilidade que se tem para a construcdo de expressoes
com médulos é nos dado pela soma de médulos. Por exemplo, a soma dos
modulos A e B é dada por A + B. E de notar que a soma de mddulos nao
implementa o co-produto de médulos como poderia deixar a entender. A
expressao A + B é equivalente a instrucao:

obj AB is pr A . pr B . endo

as relacdes de inclusdo de médulos determinam, que a inclusdo de sub-
moédulos comuns aos médulos que se estd a importar, se faz por partilha,
e nao por criagao de multiplas cépias diferenciadas pela origem. Sendo as-
sim os sub-mddulos comuns a A e a B serdo partilhados, ndo dando azo a
criacao de duas copias diferentes referentes aos dois médulos em questao. O
moédulo que resulta da adicao de moédulos é considerado uma extensao das
suas parcelas.

A possibilidade de as aplicagoes entre mdédulos poderem ser elementos
activos na construcao de expressoes com moédulos nao estd implementada
em OBJ3, sendo assim a construcao de expressoes com modulos através do
célculo de co-limites, nio estd disponivel na actual versdao do OBJ3 (“OBJ3
version 2.03”).

4.3 Construcao do sistema SDs em 20BJ

O mdédulo SD5 que pretende implementar o sistema SDs, vai ser construido
modularmente a partir dos médulos SD1, SD2, SD3, e SD4. Vai-se entao
descrever cada uma desses sistemas, comecando pelos mdédulos SD1 e SD3
que constituem os pontos de partida para toda a construgdo que de seguida
se efectua.

Os médulos SD1 e SD3 incorporam o médulo CPPO que define um calculo
de sequéncias dedutivas para a légica de primeira ordem, a listagem deste
médulo estd no apéndice B.

4.3.1 O sistema SD; em 20BJ

O médulo SD1 implementa o sistema de dedugdo SD;. Temos entdo um
objecto que lida com pilhas de elementos genéricos.

Seguindo a metodologia de construcao de sistemas de deducao usada
na construcdo do médulo FOPC (“First Order Predicate Logic”) (Stevens
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& Hobley, 1993), construiu-se um médulo SENTENCAS-SD1 que define as
férmulas da linguagem légica de SD;. De seguida este médulo é incorporado
no médulo STSTEMA-DEDUCAD-SD1 que define os axiomas de SD;, por sua
vez este médulo incorpora o médulo CPP0. O médulo SD1 define o topo do
grafo ao incorporar o médulo SISTEMA-DEDUCAQ-SD1.

O médulo SD1 é um mddulo parametrizado, tendo como teoria interface
a teoria, TRIV+, este mdédulo define uma espécie E1t e um elemento elt
genéricos, permitindo deste modo que o médulo SD1 seja posteriormente
instanciado, dando origem a lista de elementos de um dado tipo concreto.
A espécie Var-E1t é necessiria por razoes internas ao 20B.J.

Temos entao que SD1 define o seguinte grafo:

SD1 [X]

T

SISTEMA-DEDUCAO-SD1 [X]

/N

CPPO SENTENCAS-SD1 [X]

T

X

Listagem de SD1

in cppo.obj

theory TRIV+ is
sort Elt
op elt : -> Elt .
endth

obj SENTENCAS-SD1 [ X :: TRIV+ ] is
*** especies
sorts Pilha Var-Pilha Var-Elt .
subsort Var-Elt < Elt
subsort Var-Pilha < Pilha .
***x operadores
op Vazia : -> Pilha .
op push : Pilha El1t -> Pilha .
op pop : Pilha -> Pilha .
op top : Pilha -> Elt
endo
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obj SISTEMA-DEDUCAO-SD1[X :: TRIV+] is
*okok

pr SENTENCAS-SD1 [X]

pr CPPO .

*okok

subsorts Pilha Elt < Term .

subsorts Var-Pilha Var-Elt < Var .
*okok

ops axl ax2 ax3 ax4 : -> Axiom .

op p : —-> Var-Pilha .

op e : -> Var-Elt .

*%* axiomas

eq axiom axl =
eq axiom ax2
eq axiom ax3 =
eq axiom ax4
endo

p)
e)

|- |Al p . |Al e . pop(push(p,e))
|- |A]l p . |IAl e . top(push(p,e))
|- pop(Vazia) = Vazia)

|- top(Vazia) = elt)

|
~ AN A~ A
* ¥ ¥ *

obj SD1[X :: TRIV+] is
pr SISTEMA-DEDUCAD-SD1 [X]
endo

Um exemplo

Apresenta-se de seguida a representacio grafica dada pelo X20BJ, o inter-
face gréfico do 20BJ para o sistema X-Windows (Stevens & Hobley, 1993),
da arvore de demonstragdo para a seguinte sequéncia dedutiva em SD1.

* |- top(push(Vazia,elt)) = elt

em que * representa uma, lista de sentencas vazia.

bosic

Al oo C1AD 2 4 toptpuship,edd = 22 ¢ ClAl e ., toptpushiVazia,
err = g2 t toplpushiWazia,eltd» = elt |- topdpushidvazia,eltl) =
elt

ALYl Mazia? THEN ALi2-el4d

1Al p . C1Al e , bopdpuship,e2) = ) |- topdpushilvazia,.eltr) =
elt

LEHHAC ax 2y

# |- toptpushiVazia.eltll = elt

Partindo da raiz, isto é, a sequéncia dedutiva que se pretende demonstrar,
aplica-se o tactical LEMMA, que introduz o axioma ax2, de seguida aplica-se,
por duas vezes, a regra de inferéncia Al, eliminagao do quantificador univer-
sal no lado esquerdo, o tactical THEN permite aplicar, A1(1,Vazia), e depois
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da aplicacao bem sucedida desta regra de inferéncia, aplicar A1(2,elt), eli-
minando deste modo os quantificadores na terceira sentenca do lado esquer-
do da sequéncia dedutiva. A arvore de demonstracao fica completa com a
aplicacao da tactica basic que verifica que existe uma mesma sentenca de
ambos os lados da sequéncia dedutiva.

4.3.2 O sistema SD, em 20BJ

O moédulo SD2 é construido através de uma instanciacdo do médulo SD1 ten-
do como pardmetro o médulo NAT, médulo pré-definido no OBJS3, que im-
plementa o tipo de dados dos ntiimeros naturais. A interpretacdo TRIV+NAT
de X em NAT define os pares E1t to Nat e elt to 0, os elementos genéricos
definidos em SD1 sdo, deste modo, instanciados para os naturais.

Foi também necessario fazer um re-designacao do médulo SD1 definindo
o par Var-E1t to Var-Nat, dado que o médulo NAT nao possui essa espécie
auxiliar, necessaria para a definicao de sistema de deducao em 20B.J.

A interpretacido definida implementa o ajuste descrito no capitulo ante-
rior.

O moédulo SD2 define o seguinte grafo:

SD2
T Var-Elt — Var-Nat

SD1[NAT]
Elt — Nat
T elt — 0
NAT

Listagem de SD2

in SD1.obj

view TRIV+NAT from TRIV+ to NAT is
sort E1t to Nat .
op elt to O .

endv

obj SD2 is
pr (SD1 * (sort Var-Elt to Var-Nat)) [TRIV+NAT]
endo

Um exemplo

Apresenta-se de seguida a representacgio grafica dada pelo X20BJ, da arvore
de demonstracao para a seguinte sequéncia dedutiva em SD2.
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* |- top(push(Vazia,3)) = 3

L3 X

ClAal oo (1Al &, bopdpuship.eir = exd £ (1Al =

+ toplpushivazia,
er) = g2 t toplpushiWazia,3rr = 3 |- topdpushiVazia,Zdr = 3

Altl-Vazial THEM Al (2-30

1Al e, C1Al & , topdpuship,e2) = &) |- topdpushiVazia, 32y =
2

LEHHA C ax2y

# |- toptpushiWazia,3»» = 3

4.3.3 O sistema SD3; em 20BJ

O médulo SD3 implementa o sistema SDg, a sua estrutura segue de perto a
metodologia de construcao de sistemas de dedugdao em 20BJ. Temos entao

que SD3 define o seguinte grafo:

SD3

SISTEMA-DEDUCAO-SD3

SENTENCAS-SD3

CPPO

Listagem de SD3

in cppo.obj

obj SENTENCAS-SD3 is

*okk

pr CPPO .

*** especies

sorts Elms Inst Var-Elms Var-Inst
subsort Var-Elms < Elms .

subsort Var-Inst < Inst

subsorts Elms Inst < Term .
subsorts Var-Elms Var-Inst < Var .
***x operadores

op nula : -> Inst .

op _ := _ : Elms Elms -> Inst [prec 0]

op _;{_}_ : Inst Sent Inst -> Inst [prec 19 gather (e e E)]
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op se_entao_senao_fimse : Prop Inst Inst -> Inst .
op enquanto_faz_fimfaz : Prop Inst -> Inst .

op {_}_{_} : Sent Inst Sent -> Sent [prec 20]

endo

obj SISTEMA-DEDUCAO-SD3 is
*ok ok

pr SENTENCAS-SD3 .

*ok ok

vars X Y : Elms .

vars P Q R : Sent .

vars B : Prop .

vars S S1 S2 : Inst .
vars H : Sentencelist .

ops consdD conseD : Sent —-> Rule .
ops nulaD atrD seD enquantoD compD : -> Rule .
*xx regras de inferencia
eq nulaD ( H |- {P}nula{P} ) = []
eq consdD(R) ( H |- {P}s{Q} ) =
(H |- ( {P}s{R} ),
(HI-(CR->Q)))
eq conseD(R) ( H |- {P}S{Q} ) =
(HI-(P->R) ),
( H |- {R}s{Q} )
cq atrD ( H |- {Q}X := Y{P} ) = []
ifQ==(PoY/X)
eq compD ( H |- {P}S1 ; {R}S2 {Q} ) =
( H |- {P}S1{R}),
( H |- {R}s2{Q})
eq seD ( H |- {P}se B entao S1 senao S2 fimse{Q} ) =
(H |- {P ~ B}S1{Q}),
(HI-{p " (" B)}s2{Q}).
ceq enquantoD ( H |- {P}enquanto B faz S fimfaz{Q}) =
( H |- {P ~ B}S{P})
if Q == (P~ (* B))

*x* Tactical
var G : Goal .

op ProgsTac : -> Tactic .

eq ProgsTac ( H |- {P}nula{Q}) =
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nulaD ELSE idtac .

eq ProgsTac ( H |- {P}X :=V){Q} ) =
atrD ELSE idtac .

eq ProgsTac ( H |- {P}se B entao S1 senao S2 fimse{Q} ) =
(seD THEN ProgsTac) ELSE idtac .

eq ProgsTac ( H |- {P}enquanto B faz S fimfaz{Q} ) =
(enquantoD THEN ProgsTac) ELSE idtac .

eq ProgsTac ( H |- {P}S1 ; {R}S2{Q} ) =
(compD THEN ProgsTac) ELSE idtac .

eq ProgsTac DEFAULT G = idtac .

endo

obj SD3 is
pr SISTEMA-DEDUCAO-SD3 .
endo

Um exemplo

Apresenta-se de seguida a representacao grafica dada pelo X20BJ, da arvore
de demonstragao da seguinte sequéncia dedutiva em SD2.

* |- {(a=2a) "~ (b =0}
X := a ;
{x=2a) ~ (b =0b)}
y :=Db
{x=2a) " (y=0b)})

atrD atrD

# |- fa=a ™ b = hb¥x = afix = a "~ b = b¥ # |- fx = a ™ b =hiy = bix = a "y = k¥

complr

# |- a3 =a " b ="hkix = a tix = a " b =hkiy = bix = a2 "~y = k¥

A Aarvore de demonstracao fica completa por aplicagdo das regras de
inferéncia compD e atrD definidas em SD3. A completa automatizacao desta
demonstracao é possivel através da aplicacao do tactical ProgsTac definido
em SD3.

4.3.4 O sistema SD4; em 20BJ

A construcao do médulo SD4 afasta-se de uma implementacao directa do
sistema de dedugdo SD4. Enquanto que na construcio de SDy4 se optou por
construir o sistema, e apds isso, definir as injecgoes de SD; e SD3 para SDy,
na construcdo de SD4 optou-se por construir o médulo por importagdo dos
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médulos SD1 e SD3, sem explicitar as relacoes de importacao dos modulos
SD1 e SD3 em SDA4.

A razao para tal escolha advém do facto, ji acima referido, de que as
expressoes com moédulos sé terem como entidades activas os médulos, e nao
as aplicagoes entre eles. As aplicagoes entre médulos (interpretagoes, re-
designacoes, e relagdes de importagdo) nao possuem outros operadores entre
elas que nao seja o operador de composi¢ao.

E de notar que o efeito de sobre-designagio (“overloading”) do operador
_:= _em SD4 é dado, em SD4, pela declaracdo subsorts Elt Pilha <
Elems. Esta declaracdo tem como efeito que o operador _:=_ : Elems
Elems -> Inst pode ter como argumentos elementos de E1t e de Pilha,
dando assim a operacionalidade pretendida.

O grafo definido por SD4 é o seguinte:

SD4 [X]

/\

SD1[X] SD3

Listagem de SD4

in SD1
in SD3

*k ok
obj SD4[X :: TRIV+] is

pr SD1[X]

pr SD3 .

subsorts Elt Pilha < Elms .

subsorts Var-Elt Var-Pilha < Var-Elms .
endo

Um exemplo

Apresentam-se de seguida uma representacio grafica simplificada da arvore
de demonstracao da seguinte sequéncia dedutiva em SD4.

* |- {(push(Vazia,en) = push(Vazia,en))}
pl := push(Vazia,en) ;
{(pl = push(Vazia,en))}
el := top(pl)
{(pl = push(Vazia,en)) ~ (el = top(pl))})
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—— basic ——eq
1.21.1.1 1.2.1.1.2
AndR
1.2.1.1 -
I D
- 1.2.1 PR 1.2.2 ar pl=push(Vazia,en)
ﬁ atrD T conseD A

. "~ compD top(pl)=top(pl)

1

A representagdo grafica obtida através do X20BJ é demasiado grande
para ser aqui incluida, a sua apresentacao é feita no apéndice A.

A necessidade de aplicar a regra de inferéncia do consequente conseD,
impede a total automatizacdo da demonstracao. No entanto se se importar
o médulo TACTICAS, médulo que define um conjunto de tacticas e tacticais
para o calculo de sequéncias dedutivas para a légica de primeira ordem,
pode-se realizar uma demonstracao muito mais compacta, pela aplicagao dos
tacticais ProgsTac definido em SD3, e ProvaProp definido em TACTICAS. De
seguida apresenta-se a representacio grifica dada pelo X20BJ da arvore de
demonstracao obtida por aplicacao destes dois tacticais.

FrouaProp wtrl

# |- pl = push(Vazia.en) -} pl = push(Vazia.en)  toplpll) = topd # |- {pl = push{Vazia,en) ™ top(pl) = toplpliiel i= topdplidipl =
pli push(Vazia,en) ~ el = topipli:

conseDipl = pushilazioren? * top(pl? = top(pld?

% |- 4pl = pushiWazia,endbel i= topiplifpl = pushiVazia,end ~
el = topipli:

ProgsTuc

% |- fpushiVazia,en? = pushiVazia,endipl t= pushiVazia,end 34
Fl = pushiYazia.eni¥el ;= top(plripl = pushiWazia,end © el =
toplpll¥

4.3.5 O sistema SDs em 20BJ

A implementagao de SD5 como quadrado co-cartesiano dos morfismos a :
SD1 — SDy e i1 : SDy — SDy, nao é possivel em 20BJ. Como ja foi
referido as capacidades da linguagem OBJ3 estao limitadas & construcao
de expressoes com mddulos, ficando as aplicacoes entre médulos com um
papel auxiliar em tais construgoes. A possibilidade de dotar a linguagem
OBJ3 com a capacidade de construgoes baseadas no cédlculo de co-limites,
é referida em (Goguen et al., 1992), no entanto na actual versio do OBJ3
(“OBJ3 version 2.03”) isso nao foi considerado.

Temos entdo que o mdédulo SD5 foi construido por importacdo dos
modulos SD2 e SD3, acrescentando de seguida a declaracdo subsorts Nat
Pilha < Elems de forma a que os programas (SD3) possam lidar com os
naturais e as pilhas (SD2)

O grafo definido por SD5 é entdo:
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SD5

N

TACTICAS SD2 SD3

Outra forma, alternativa, de definir SD5 seria por instanciagdo de SD4 [X]
com o médulo dos naturais através de uma interpretacao, e de uma re-
designacao, a exemplo do que j4 foi feito para SD2. Teriamos entao:

SD5

//////’ Var-Elt — Var-Nat

TACTICAS SD4[NAT]

Elt — Nat
elt — 0

NAT

O médulos SD5 importa também o médulo TACTICAS, o qual vai ser ne-
cessario para o completar da demonstracdo num exemplo que iremos apre-
sentar.

Listagem de SD5

in SD2.obj
in SD3.obj
in tacs.obj

obj SD5 is

pr SD2 .

pr SD3 .

pr TACTICAS .

subsorts Nat Pilha < Elms .

subsorts Var-Nat Var-Pilha < Var-Elms .
endo

Um exemplo

Apresenta-se de seguida a representacao grafica dada pelo X20BJ, da arvore
de deducao para a seguinte sequéncia dedutiva em SD5.

* |- {6 = 6}x := top(push(Vazia,b)){x = 5}
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ot [T

# |- £b = BFx i= Gix = OF

reduzelnonertoptpushlpred? =7 a[p FF & | "Htopl)

# |- 5 = Bix i= topipushiVazia, 5024ix = 5%

O tactical reduze definido no médulo TACTICAS faz a ligacao entre o
20BJ e o mecanismo de re-escrita do OBJ3, permitindo deste modo, que
se possa aplicar uma determinada equagao como regra de re-escrita, no caso
apresentado foi a equacdo top(push(p,e))=e, reduz-se desta forma, um
dado termo & sua forma normal, no caso do exemplo top(push(Vazia,5))
reduz para 5.

4.4 Conclusoes

A escolha do sistema de demonstracdo automética 20BJ foi baseada no
conhecimento que se tinha da linguagem OBJ3, e no verificar que as suas
capacidades de construcdo modular e parametrizdvel de programas eram su-
periores as de outras linguagens de programagao, nas quais se baseiam os
outros sistemas de demonstracio automatica, isso mesmo é referido em (Go-
guen et al., 1992).

A possibilidade de modificar a linguagem de programacgao OBJ3 de mol-
de a esta poder incluir as capacidades préprias ao cdlculo de co-limites,
parece ser possivel, no entanto nao ha indicagoes de que tal esteja a ser
considerado pelos seus autores (Goguen et al., 1992).

Dado que o programa fonte, referente & linguagem de programacio
OBJ3, estd disponivel, essa modificacao pode ser encarada como um projec-
to de trabalho futuro, com vista & aplicacao dos resultados estabelecidos no
capitulo anterior.



Capitulo 5

Possivelis Extensoes

Os exemplos apresentados neste trabalho quanto & combinagio de sistemas
l6gicos, tém subjacente a ideia de se estar a trabalhar dentro de uma mes-
ma linguagem légica. No exemplo apresentado aquando da construcao de
SDs, todos os sistemas 16gicos estdo baseados numa linguagem légica de
primeira ordem, sobre um célculo de sequéncias dedutivas, sendo o siste-
ma resultante também do mesmo tipo. No entanto na demonstracio de
{6=6}x:=top(push(Vazia,5)){x=5} no sistema SD5 (ver seccao 4.3.5), foi
usado o mecanismo de re-escrita do OBJ3, através de uma regra de in-
feréncia em CPPQ, ou seja usou-se a inferéncia equacional num dos passos de
uma demonstracao feita num calculo de assercoes de dedutibilidade para a
l6gica de primeira ordem.

A necessidade de dar um suporte tedrico & combinacao de sistemas
l6gicos abre uma area de estudo muito interessante, veja-se a este propdsito a
extensa bibliografia citada por A. Sernadas, C. Sernadas e C. Caleiro (1997a;
1997b; 1997¢).

De seguida apresentamos alguns dos resultados contidos nos artigos atras
referidos os quais afigura-se-nos possivel incorporar, de alguma forma, no
trabalho desenvolvido sobre os sistemas de deducao. A notacdo difere um
pouco daquela que é usada pelos autores, tendo as alteracées sido feitas com
vista a uniformizar com as convencbes usadas no restante texto, ou seja a
notagao usada para as categorias e functores, e para as classes dos objectos e
dos morfismos foi alterada em relacao & usada pelos autores, sendo adoptada,
a notacao que foi definida no capitulo 3.

5.1 Fibrilagcao de Loégicas

Em (Sernadas et al., 1997a) é estudado o mecanismo de combinagido de
légicas designado pelos autores de fibrilacdo de légicas (“fibring of logics”).
Pretende-se com a fibrilacao de logicas ter a possibilidade de misturar as
conectivas assim como as regras de inferéncia das diferentes lgicas envolvi-
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das na fibrilagao. Interessa-nos aqui destacar a fibrilagdo de légicas numa
aproximacao propria a teoria da deducao, esse estudo passa pela defini¢ao de
uma categoria cujos objectos sao sistemas de deducio e na qual a fibrilagao
de sistemas de deducao possa ser considerada como uma operagao interna.

Os autores definem um Cdlculo de Hibert, como sendo uma entidade
que agrega os construtores da linguagem, assim como os mecanismos de
inferéncia.

Definigdo 5.1 (Célculo de Hilbert) Um cdlculo de Hilbert é um triplo
(C, P, D) onde:

o (' ¢ uma assinatura;
e PC P4in(L(C,0)) x L(C,0));

o D C (Z5in(L(C,0))\0) x L(C, O)).

tal que
e DCP.

(Sernadas et al., 1997a).

Com O um conjunto fixo de varidveis (esquemdticas), L(C,©), um con-
junto de (esquemas de) férmulas geradas com simbolos da assinatura C, e
pelas varidveis (esquemdticas). Cada elemento r = (Prem(r),Conc(r)) de
P é um esquema de regra de inferéncia (“proof rule”), e cada elemento de
D é um esquema de regra de derivacao (“derivation rule”).

De seguida os autores definem morfismo entre dois cdlculos de Hilbert
como sendo um morfismo de assinaturas que preserva as regras de inferéncia,
definindo entdo a categoria HZL, a categoria dos cdlculos de Hilbert, e dos
morfismos entre cilculos de Hilbert.

5.1.1 Fibrilagao de légicas sem restrigoes

Ao considerar a fibrilagdo de légicas sem restricoes pretende-se obter uma
l6gica que combine os construtores e as regras de inferéncia de ambas as
l6gicas, temos entao que a construcdo que se pretende obter é dada pelo
co-produto em HZL dos correspondentes calculos de Hilbert.

Proposicao 5.1 A fibrilagcio de ldgicas sem restri¢cées € dada pelo co-
produto dos cdlculos de Hilbert correspondentes em HIL (Sernadas et al.,
1997a).
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5.1.2 Fibrilacao de légicas com restricoes

Na fibrilagdo com restri¢oes pretende-se que os dois cilculos em consideragdo
interactuem, seja por partilha de construtores, seja por adicdo de novas
regras.

A definicdo das restricoes, no caso da partilha de construtores, é dada ao
nivel das assinaturas. Essas restricoes sao depois elevadas ao nivel do calculo
de Hilbert correspondente através do mecanismo de elevacao co-cartesiana.
Tem-se entao a seguinte definicao:

Definigdo 5.2 (Fibrilagdo de l6gicas com restrigées) Sejam (C',P’,
D"y e (C",P",D") dois cdlculos de Hilbert, f': C — C" e f" : C — C"
dois morfismos de assinaturas injectivos. A fibrilagdo, com restri¢cdes por
partilha de construtores, dos dois sistemas € dada por:

fICfII
(¢, P.D")" @& (C",P",D")=q((C",P",D")®(C",P",D"))

f’Cf”
onde q:C'"®C" - C'"" @& C" é o co-igualizador de i'f' : C - C'" & C" e
i"f":C— C'"®C" (Sernadas et al., 1997a).

5.1.3 Fibrilagao de légicas em SD

Os sistemas de dedugao, tal como foram definidos neste texto (ver defi-
nicdo 3.2), agregam numa mesma entidade as férmulas (objectos) e as de-
dugoes (setas). Para se obter um cdlculo de Hilbert a partir de um X-sistema
de dedugéo (ver definicdo 3.8) basta definir as dedugbes (setas) e as regras
de inferéncia (operagoes com setas) de forma apropriada.

Tendo isto em conta julgamos ser possivel demonstrar que:

e A fibrilagao de lgicas sem restricoes é dada, em SD, pelo co-produto
dos sistemas de deducao intervenientes.

NA N/
SDI ? - SD,+SDI, - ? SD”

e A fibrilacao de légicas com restrigoes definidas pelos morfismos de
assinaturas f’' e f”, é dada pela construcao do seguinte quadrado co-
cartesiano em SD:

SD
N
SD' S

-/ N/

qi qi
ISDfII
SD’ ! +  SD"

DII
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5.2 Sincronizacao de légicas

Em (Sernadas et al., 1997b; Sernadas et al., 1997¢) sdo estudados os me-
canismos de sincronizagao de légicas, dos quais nos interessa destacar os
mecanismos para a sincronizagao de sistemas de consequéncia (“consequen-
ce systems”). Assim como para o caso da fibrilacdo de ligicas, pretende-se
construir uma categoria cujos objectos sdo sistemas de deducgado, e na qual
se possa internalizar os mecanismos de sincronizacao de légicas.

O sistema que se obtém da sincronizacdo de légicas vai estar contido no
produto cartesiano dos sistemas de partida. No sistema resultante da sincro-
niza¢ao, um par (1, @2) indica que @1, numa das 1égica deve ser interpretada
na outra logica como o, ou vice-versa. No caso em que uma determinada
féormula nao tem contrapartida, o par da sincronizagao é (@1, ¥) ou (¥ p2)
conforme os casos, com ¥ a denotar a férmula “verdade”. Quando se quer
impor uma dada relagdo de sincronizagdo entre as duas légicas inclui-se um
par (p1, p2).

Temos entao a seguinte definigao:

Definicao 5.3 (Sistemas de consequéncia) Um sistema de consequén-
cia € um par C = (L,F) onde L € Obj(Sety) é um conjunto com um ponto
seleccionado ¥, e b1 P(L) — P(L) é uma aplicagdo tal que:

o (VIO

o I' C TV (reflexividade);

e (TN CT" (idempoténcia);

e se ' C U entgo I™ C TF (monotonia).

(Sernadas et al., 1997b).

Com L a linguagem légica, - o operador de consequéncia, e Set, a ca-
tegoria dos conjuntos pontuados (conjuntos nao vazios com ponto seleccio-
nado), e das fungoes entre conjuntos que preservam os pontos seleccionados
(“pointed sets category”) (MacLane, 1971).

Definindo os morfismos entre sistemas de consequéncia de forma apro-
priada os autores constroem a categoria CS), a categoria dos sistemas de
consequéncia e dos morfismos entre sistemas de consequéncia.

5.2.1 Sincronizagao nas férmulas

A definicao do sistema de consequéncia resultante da sincronizacdo nas
férmulas de outros sistemas de consequéncia, é dada pela definicao dos pares
(1, p2), temos entdo:
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Proposi¢ao 5.2 (Sincronizagao nas férmulas) Sejam C; = (L1,F1) e
Cy = (L, t2) sistemas de consequéncia. Sejam a1 : L1 — L1 X Ly e ay :
Ly — Ly x Ly morfismos em Set, tais que, p1(a1(p1)) = @1 € pa(az(p2)) =
wa. Entao a sincronizagao, nas formulas, de C1 e Ca, por a1 e az, € 0
sistema de consequéncia.

a1 a2
°

C1 Cy = (L,F)

onde:
o L =aqy(L1)Uaz(Ls);
o T" =1fp(A,T), onde A(T) =T Uay(p:(T)1) U aa(pa(T)"2).
(Sernadas et al., 1997b).

Com 1Ifp(A,T'), o menor ponto fixo para a aplicagdo de consequéncia
A de um sistema de derivacdo num passo. Os sistemas de derivagao num
passo e os morfismos de sistemas de derivagao num passo formam a categoria
DSY (Sernadas et al., 1997b).

Nesta construcdo a; e as sao designadas por aplicagoes de sincronizacao
e a sua definicao é crucial para a construcdo do sistema resultante da sin-
cronizacdo. No caso extremo em que ndo hé sincronizagdo entre os dois
sistemas tem-se que a1(p1) = (1, %2) e az(p2) = (A1, p2) para quaisquer
$1 € P2.

Os autores demonstram que as aplicacoes de sincronizacao sao morfismos
em CSY (Sernadas et al., 1997b).

5.2.2 Sincronizagao de sistemas de consequéncia em SD

A possibilidade de desenvolver o estudo sobre a sincronizacao de sistemas
de consequéncia no Ambito da categoria SD parece-nos possivel.

Os factos a demonstrar sao, a nosso ver; se CSY e DSY podem ser vistas
como sub-categorias de 8D, e se tal se verificar, se é possivel internalizar em
SD a construcgao de sistemas de consequéncia por sincronizacao nas formulas.
Como questao que se torna importante verificar de seguida, temos o analisar
dos pontos positivos (ou negativos) que tal aproximagao leva ao estudo da
sincronizacao dos sistemas de consequéncia.

5.3 Aplicacao das construcoes categoriais

A possibilidade de estender um dado sistema computacional de demons-
tracao automadtica, de forma a poder abarcar o cdlculo de co-limites, dd-nos
um outro campo de trabalho futuro.

Como ji foi referido no capitulo anterior, julgamos ser possivel efectuar
essa extensao no sistema 20BJ, através da dotacdo do sistema OBJ3 com o0s
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construtores necessirios ao cdlculo de co-limites (Goguen & Winkler, 1988).
Dado que os programas fontes em AKCLisp/GCL (“Austin-Kyoto Common
Lisp/Gnu Common Lisp”), referentes ao sistema OBJ3 estdo disponiveis,
o desenvolvimento da extensdo referida passaria por; em primeiro lugar,
adaptar o sistema OBJ3 a vérios sistemas computacionais, nomeadamente
os sistemas Linuz; em segundo lugar tratar-se-ia de desenvolver os programas
necessarios & extensdo do sistema de médulos do OBJ3 de forma a este
incorporar os operadores necessarios ao calculo de co-limites.



Capitulo 6

Conclusoes

A grande diversidade, assim como a crescente complexidade, dos sistemas
de deducao que se querem considerar aquando do uso de sistemas computa-
cionais para a demonstracao automatica, ou semi-automaética de teoremas,
levanta a questao da construcdo modular de sistemas de deducao.

Os actuais sistemas computacionais permitem a construcao de sistemas
de deducao, seja por por adicdo de componentes, a uma base fixa, seja
por adicdo de componentes a uma base previamente implementada sobre
um dado meta-sistema légico. Esta dltima aproximagoes tenta resolver o
problema da implementacao de sistemas de deducido para um conjunto mui-
to diversificado de sistemas logicos, com estes sistemas computacionais é
possivel construir um sistema de dedugao para uma logica ainda nao con-
siderada, bastando para tal construir uma nova base sobre o meta-sistema,
I6gico. A questao da complexidade dos sistemas de dedugao a implementar
fica sé parcialmente resolvido dado que a construcao de sistemas de deducao
por adigao de componentes nao reduz muito significativamente o trabalho
necessario para a construcdo de um dado sistema.

A defini¢do de um sistema 16gico como um triplo (ASS,SD, Sd), tal
como foi feito no presente trabalho, define-nos uma estrutura na qual se
pode estudar o relacionamento entre as transformacoes nos sistemas de de-
dugbes dadas as transformagdes nas assinaturas das linguagens légicas que
lhes servem de base. Por outro lado ao demonstrar-se que SD ¢ fechada para
co-limites estabeleceu-se que em 8D se podem construir sistemas de deducgao
recorrendo aos mecanismos préprios do cdlculo de co-limites, providencian-
do deste modo os meios para a construcdo modular de sistemas de dedugao,
com mecanismos que vao muito além da simples adicao de componentes.

A aplicacao destes conceitos requere o uso de um sistema computacional
que possua oS mecanismos necessarios para o calculo de co-limites, o siste-
ma 20BJ foi uma possibilidade estudada dado estar baseado na linguagem
de programacdo OBJ3, sendo que esta possui mecanismos de construcdo
modular e parametrizavel de programas bastante poderosos. No entanto
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constatou-se que os mecanismos do OBJ3 ainda nao sao suficientes para
o fim em vista, a extensao do OB.J3 com vista & inclusao das capacidades
necessdrias para o calculo de co-limites afigura-se-nos possivel, sendo um
campo de trabalho futuro.

A construcao de sistemas de deducdo por combinagao de diferentes
l6gicas é outra area que a nosso entender pode ser considerada tendo por
base a presente abordagem. Neste contexto foram analisados os mecanis-
mos de fibrilagao de légicas e de sincronizacao de 16gicas, em ambos os casos
afigura-se-nos possivel incorporar o estudo desses mecanismos no A&mbito dos
sistemas 16gicos.

Todas estas questoes abrem &dreas de trabalho futuro para as quais a
defini¢ao de sistema 1égico, tal como foi feito no presente trabalho, d4 um
contributo positivo.



Apéndice A
Exemplos

Nesta apéndice apresentam-se os exemplos que, por varias razoes, nao fo-
ram incluidos no corpo principal do presente texto. Além dos exemplos
explicitamente referidos no restante texto inclue-se também, um exemplo de
demonstrac¢ao da correccao parcial, de um programa para a determinacao do
major numero natural contido na raiz quadrada de um dado ntimero inteiro.

A.1 O Algoritmo de Divisao em 20BJ

A demonstragido da correcgdo parcial do programa que implementa o algo-
ritmo de divisao, desenvolve-se no sistema de deducao LPCGk, extendido
com os axiomas necessarios para o completar da demonstragao.

Divisao.obj

obj DIVISAD is

pr LPCG .

op _ <= _ : Expr Expr -> Sent [prec 51]
op _ = _ : Expr Expr -> Sent [prec 51]
ops x y r q divisao : -> Var-Elems .

let Prova = ( * |-

prg divisao vars(x ;; y ;; r ;; Q) consts (*nil*) (*nilx*)
{(x= ((y »0) + x))}
r :=x ;
{(x=(y*x0+ 1))}
=0 :

q 5
{(x=(y*xq+ 1))}
faz <K y <=1 ;

109
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r:=(-y ;
{(x=(y*xq+y+1r))}
q:=(q+1)

>> fimfaz

{x=~y*xq@ +1) ° (C (y<=1))}

fimprg)

vars zl1 z2 : Var-Elems .

[axiom,divl] eq z1 + (- z1) = 0 .

[axiom,div2] eq - z1 + z1 = 0 .

[axiom,div3] eq zl + (z1 * z2) = z1 * (22 + 1)

endo

O mecanismo de re-escrita do OBJ3 vai ser usado na demonstracao,
para permitir a redugdo de expressoes aritméticas & sua forma normal. Sem
o recurso ao OBJ3, e implicitamente aos seus tipos de dados pré-definidos,
ter-se-ia de implementar um sistema de deducgao préprio para os tipos de
dados que o programa usa, neste caso os inteiros.

A demonstracdo vai-se desenvolver de uma forma quase automdtica. A
falta de um mecanismo de unificacao para sequéncias dedutivas no 20BJ,
impede a automatizagdo das regras do consequente, e como tal um maior
grau de automatizacdo da demonstragao.

ProvaProp ProvaProp
1.1.1.1 - 1.2.1.1 -
reduzf(’div3) atrD reduz atrD
1.1.1 1.1.2 1.2.1 1.2.2
conseD(I) conseD(IT)
1.1 1.2

Lpcg_Tac

* |- prg divisao vars(x;;y;;r;;q) consts (*nil*) (*nilx)

{x=((y*0)+x)} r:=x; {x=(y*0+r)} q:=0; {x=(y*q+r)}
faz << y<=r ;

r:=(r-y); {x=(y*q+y+r)} q:=(q+1)
>> fimfaz {(x=((y*q)+r) ~ (~ (y<=r)))} fimprg

com

I X=y*xq+r+y-y

IT x =r+y * (q + 1)

1.1 * |- {x=y*q+r " y<=r} r:=(r-y); {x=y*q+y+r}
LLL o |- x=yxqtr ~ y<=r -> x=y*qtr+y-y
L1.1.1 % |- x=y*q+r = y<=r -> x=y*qtr
1.1.2 * |- {x=y*q+r+y-y} r:=(r-y); {x=y*q+y+r}

1.2 * |- {X=y*q+y+r} q:=(q+1) {X=Y*q+r}

121 % |- x=yxqry+r -> x=r+yx(q+l)

12.1.1 % |- x=r+y*(qrl) -> x=r+y*(q+1)
122 * |- {x=r+y*(q+1)} q:=(q+1) {x=y*qir}
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A.2 O problema RaizNatural

Dado o algoritmo para a determinacao do maior ndmero natural contido
na raiz de um dado ntiimero natural n (Alagi¢ & Arbib, 1978), a demons-
tragdo da correccao parcial do programa que o implementa, desenvolve-se
no sistema de dedugdo LPCGk, extendido com os lemas necessirios para
o completar da demonstragao.

De seguida apresentam-se as implementagoes em Isabelle e 20BJ, do
sistema de deducao, onde se desenvolveu a demonstracio de correccido parcial
do programa, assim como um exemplo de uma possivel demonstracdo em
cada um dos sistemas referidos.

A.2.1 O problema RatzNatural no Isabelle

No sistema Isabelle criaram-se dois ficheiros de nome RaizNatural, mas com
extensdo .thy e .ML, respectivamente. O primeiro diz respeito & defini¢do
do sistema de dedugao aonde se vai desenvolver a demonstragao, e que é uma
extensao do sistema LPCGrk. No segundo define-se a sequéncia dedutiva
que define o programa cuja demonstragao parcial se pretende obter, e define-
se também um ”pack”, por juncao dos lemas proprios do problema as regras
seguras de LPCG L.

RaizNatural.thy

(* Algoritmo para o cdlculo do maior nimero natural *)
(* contido na raiz de um dado nimero natural n. *)
(* *)

(* Fazer use_thy "LPCG"; e depois use_thy "RaizNatural; *)

RaizNatural = LPCG +

types
nat 0

arities
nat :: elems

consts
(* Operadores auxiliares para a escrita de expressdes *)
IIOII [ Ilnatll (IIOII)

um o "nat" ("1")
dois :: "mat" ("2")
"' .. "[nat,nat] => nat" (infixl 65)

"-" :: "[nat,nat] => nat" (infixl 65)
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"x" :: "[nat,nat] => nat" (infixl 70)

le :: "[nat,nat] => o" ("_ <= _" [0,0] 50)

deq :: "[nat,nat] => o" ("_ .=. _" [0,0] 50)

sq :: "mat => nat" ("_ "2" 80)
rules

axl "$H, A .=. (B+1)°2, $I, A <= C, $J |- $E, (B+1)"2 <= C,$F"
ax2 "$H, A .=. 2xB+1, $I |- $E, A+2 .=. 2% (B+1)+1 ,$F"

ax3 "$H, A .=. B~2 , $I, C .=. 2xB+1 , $K |- $E, \
\ A+C .=. (B+1)"2 ,$F"
end

RaizNatural. ML

open RaizNatural;

val RaizNatural_pack = lpcg_pack add_safes [axl,ax2,ax3];

goal RaizNatural.thy "|- \

\ {072 <=a &1 .=. (0+41)°2 & 1 .=. 2x0+1} \

\ (x :=0);{x"2<=a &1 .=. (x+1)°2 & 1 .=. 2xx+1}\

\ (y :=1){x"2<=a&y .=. (x+t1)°2 & 1.=. 2xx+1}\

N\ (z :=1);{x"2<=a&y .=. (x+1)"2%&z .=. 2%x+1}\

\ faz < y <= a ,\

\ (x :=x+1);{x"2 <= a &y .=. x72 & z+2 .=. 2xx+1}\
\ (z :=z+2);{x"2 <= a &y .=. x72 & z .=. 2*x+1}\
\ (y := y+z) > : GCnil \

\ fimfaz;{(x"2<=a &y .=. (x+1)"2 & z .=. 2%x+1) & \

\ (" (y <= a))}\

\ (root := x)\

\ {(root"2 <= a & y .=. (root+1)"2 & z .=. 2%root+l) & \
\ (T (y <= )},

Demonstragao de RaizNatural no Isabelle

Usando os mecanismos préprios do Isabelle para a automatizacao da de-
monstracdo, obtem-se uma demonstracao bastante compacta.
Temos entao:

by (lpcg_tac 1lpcg_pack 1);

by (conseD_tac "(x+1)"2<=a & y.=.(x+1)"2 & z+2.=.2%(x+1)+1" 1);
by (conseD_tac "x"2<=a & y+z.=.(x+1)"2 & z.=.2%x+1" 3);

by (lpcg_tac RaizNatural_pack 1);

No subgoals!
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A.2.2 O problema RaizNatural no 20BJ

No sistema 20BJ criou-se o ficheiro RaizNatural.obj. Este ficheiro contém
0 objecto que define o sistema de dedugao, extensao do sistema LPCG Lk,
define também a sequéncia de dedutiva que define o programa cuja demons-
tragao parcial se pretende obter, assim como um conjunto de lemas que vao
ser necessarios para o completar da demonstracao.

RaizNatural.obj

*xx Algoritmo para o cdlculo do maior nimero natural
**x* contido na raiz de um dado numero natural n.
koK

obj RAIZNATURAL is
pr LPCG .

*** Operadores auxiliares para a escrita de expressdes
KoKk

op _ <= _ : Expr Expr -> Sent [prec 51]

op _ = _ : Expr Expr -> Sent [prec 51]

op - "2 : Expr -> Expr .

*xx Algoritmo.
ok ok

ops X y z a raiz RaizNat : -> Var-Elems .

let Prova = ( * |-
prg RaizNat vars(x;;y;;z;;a;;raiz) consts (*nil*) (*nilx*)
((072)<=a) " (1=((0+1)"2)) ~ (1=(2*0+1))

x :=0 ;
((x"2)<=a) " (1=((x+1)"2)) " (1=(2*%x+1))
y =13
((x72)<= a) " (y=((x+1)"2)) " (1=(2*x+1))
z =1 ;

((x~2)<=a) " (y=((x+1)"2)) " (z=(2*x+1))
faz << y <= a ;

x := (x+1) ;
((x"2)<=a) " (y=(x"2)) "~ ((z+2)=(2*x+1))
z = (z+2) ;
((x"2)<=a) " (y=(x"2)) " (z=(2*x+1))
y = (y+z2)>>

fimfaz ;

(((x72)<=a) " (y=((x+1) "2)) " (z=(2*x+1))) " (7 (y<=a))

raiz := x
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(((raiz~2)<=a) " (y=((raiz+1)"2)) "~ (z=(2*raiz+1))) "~ (" (y<=a))
fimprg)

**k*x Lemas.

*okok

ops lemal lema2 lema3 : —-> Lemma .
ops b ¢ : -> Var-Elems .

eq lemma lemal =
(* |- |Ala. |Alb. |Alc. ((a<=b)~(a=((c+1)72)))->
(((c+1)72)<=b))

eq lemma lema2 =
C* |- |Ala. |Alb. (a=((2*%b)+1))->
((a+2)=((2%(b+1))+1))) .

eq lemma lema3 =
C* |- [Ala. |Alb. |Alc. ((a=(b"2))"(c=((2¥b)+1)))->
((atc)=((b+1)"2)))

endo

Demonstracao de RaizNatural no 20BJ

A falta de um mecanismo de unificacao para sequéncias dedutivas faz com
que a demonstracido no 20BJ seja um pouco longa. A introdugao dos lemas
e posterior instanciagdo prépria para o problema em questdo, tem de ser
feito com a intervencao do utilizador, o resto da demonstracao é feita de
uma forma automaética, recorrendo aos tacticais LpcgTac, e ProvaProp.

LpcgTac

1 conseD((((x+1)"2)<=a) " (y=((x+1)72)) " ((z+2)=(2%(x+1)+1)))
1 1 ProvaProp

1 1 LEMMA(lemal)

111 A1(5,y) THEN Al(6,a) THEN A1(7,x) THEN ProvaProp
1 2 LEMMA(lema2)

1 21 A1(5,z) THEN Al1(6,x) THEN ProvaProp

2 LpcgTac
conseD(((x72)<=a) " ((y+z)=((x+1)"2)) "~ (z=(2*x+1)))

1 ProvaProp

1 1 LEMMA(lema3)

111 Al1(4,y) THEN A1(5,x) THEN A1(6,z) THEN ProvaProp
2 atrD

NN NDMNNDMNNEPE, PR RPR P2 -

Proof is complete
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A.3 Demonstracao em SDy

Como referido no capitulo 2, apresenta-se de seguida a representagdo em
forma de drvore da demonstracao de T — {5 = 5}z := top(push(L, 5)){z =

5}

Jao: ¥

T — VpVetop(push(p,e)) = e VpVetop(push(p, e)) = e — Vetop(push(L,e)) = e

P ax,

l I

T — Vetop(push(L,e)) = e  Vetop(push(L,e)) = e — top(push(L},5)) =5

P5P 011
\l,atr \l/
T — {5 =5}z :=5{z =5} T — top(push(L,5)) =5

€q

l

T — {5 = 5}z := top(push(L, 5)){z = 5}

A.4 Demonstracao em SD4

Como referido no capitulo 4, apresenta-se de seguida a representacao grafica,
dada pelo X20BJ, da arvore de demonstragdo da seguinte sequéncia dedu-
tiva em SD4.

* |- {(push(Vazia,en) = push(Vazia,en))}
pl := push(Vazia,en) ;
{(pl = push(Vazia,en))}
el := top(pl)
{(pl = push(Vazia,en)) ~ (el = top(pl))}) .
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Apéndice B
Listagens

Neste apéndice apresentam-se as listagens dos varios sistemas referidos ao
longo do presente texto.

Comeca-se por apresentar o sistema CPPQO, calculo de predicados de
primeira ordem, este sistema foi construido para substituir o sistema FOPC,
que estd pré-definido no 20BJ. Algumas das regras de inferéncia em FOPC
necessitam de um ou mais argumentos, tal facto impede o atingir de um
grau elevado de automatizacdo das demonstragoes, assim sendo algumas
dessas regras de inferéncia foram re-escritas de forma a nao necessitarem de
nenhum argumento, e como tal permitirem um maior grau de automatizacgao
das demonstragoes.

As tacticas e os tacticais pré-definidos no objecto tacs.obj foram mo-
dificados de forma a poderem usar as nova regras de inferéncia. Foi também
acrescentado uma tactica que permite automatizar as demonstragoes pro-
posicionais.

Ap6s o sistema CPPO apresenta-se o sistema LPCG g, sistema de de-
dugao para uma linguagem procedimental com comandos guardados, nas
duas implementagdes propostas, ficheiros LPCG.thy e LPCG. ML para a imple-
mentacao do sistema LPCG Lk no Isabelle, e o ficheiro LPCG. obj, referente
a implementacao dos sistema LPCGrx no 20BJ.

B.1 CPPO, Caélculo de Predicados de Primeira
Ordem

O sistema CPPO é baseado no sistema, pré-definido FOPC, diferindo deste
pelo facto de que a aplicagao de certas regras de inferéncia nao necessitarem
de interaccao com o utilizar.

cppo.obj

*%% Example logic definition module for 20BJ

117
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x*%* L\’ogica Proposicional - Modifica\c{c}\"ao feita a partir
*%% do ficheiro fopc.obj
*x* Pedro Quaresma de Almeida

**x* Module defining frame for CPPO
**x*x First import modules for syntax of simple sequents: SEQUENTS

**x* The sorts and operators for encoded sentences and sentence
*xx fragments are introduced in a seperate module because

*x*x it is going to be used in several places other than the
*x* module defining the logic’s inference rules. E.g. modules
**%*% where user-defined

*xx predicates are introduced. This is a bit more complicated
*xx than as described in the manual because we’re using a

*x* seperate module for the syntax of sequents to keep things
*** compact.

obj CPPO-SENTENCES is

sorts Sent Term Var .

sorts Prop .

subsort Prop < Sent .

subsorts Var < Term .

*%*% Define the operators for the chosen logic as 0BJ3
**x operators. (Neat eh!)

op |Al _ . _ : Var Sent -> Sent [ prec 28 ]

op |IEl _ . _ : Var Sent -> Sent [ prec 28 ] .

op - ~ _ : Sent Sent -> Sent [ prec 20 gather (e & ) ]
op _ v _ : Sent Sent -> Sent [ prec 22 gather (e & ) ]
op _ > _ : Sent Sent -> Sent [ prec 25 gather (e & ) ]
op 7 _ : Sent -> Sent [ prec 18 ] .

op _ = _ : Term Term -> Sent [ prec 17 ]

op False : -> Prop .

op True : => Prop .

endo

obj CPPO-LANGUAGE is
pr SEQUENTS-LANGUAGE[ CPPO-SENTENCES ]

*xx The logic language definition is always an extension of
*%% ¢‘GOAL’’ - the logic mechanisation expects a sort of

**%*% Goals and axioms. In this case these are going

**x to be Seq’s (as defined in the SEQUENT-LANGUAGE module).

pr GOAL .
subsorts Seq < Goal .
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pr NAT .
*x* make all natural numbers and Bool’s terms
subsorts Bool Nat < Term .
**x*x Allow for variables of type Nat
sort Var-Nat .
subsort Var-Nat < Var Nat

endo
obj ENCODED-CPPO is

pr CPPO-LANGUAGE .
++* DO NOT WORRY ABOUT THE DETAILS OF THIS SECTION UNLESS YOU
*+* HAVE GOT TO THE SECTION ON DEFINING FRAMES IN THE TUTORIAL
%% INTRODUCTION SIMPLY SKIP ONTO THE BIT GIVING EQUATIONS FOR
#x* INFERENCE RULES...

pr OTERMX . *** This imports the meta-programming interface

*%* The binding characteristics of the operators are defined by
**x* providing equations for the bound operator. The

*** meta-programming interface uses these equations to correctly
*%% implement substitution etc.

vars V V’ : Var .

vars X Y Z : Sent .

eq variable( V ) = true .
eq bound( ( [A] V . X ) )
eq bound( ( |E|] V . X ) )

V.
V.

**x*x The tedious stuff for manipulating simple sequents is kept in
**%* a seperate module as it is likely that we might want to
**x*x re-use it for other similar logics.

pr SEQUENTS[ CPPO-SENTENCES ]

**x* Logic definition is always a specialisation of the
x*%* theory ¢‘RULE-SET’’. The logic mechanisation expects
*x* the inference rules of the logic to be defined as

*x* equations for the rule application operator.

pr RULE-SET .

*x* Define the inference rules of the logic as 0BJ operators

*x* with coarity Rule. When linked into the logic mechanisation
*%% these wil provide us with the base terms of the tactic algebra
**x* that we will use to define proof procedures. We also

**x* define the condition under which formulas are well-formed
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vars A : Universal .
vars L : Universal .
vars N : NzInt .

vars I : Int .

vars S : Seq .

vars T AT BT : Term .

vars IL : IdList .

eq

op
op
op
op
op
op
op
op

op
op
op
op
op
op
op
op
op
op

op
op

op
op
op
op
op
op

op
op
op
op

op

wif( S )

AndR
OrR1
0rR2
0rR
ImpR
NotR
Er
Ar

andL
orL
impL
notL
AndL
OrL
ImpL
NotL
Al
El

basic
Falsel :

TrueR
eq

thin
falsel :

hyp
cut

= ( freevars(

: => Rule .
: => Rule .
: => Rule .
: => Rule .
: => Rule .
: => Rule .
: Term -> Rule .
: => Rule .

: => Rule .

-> Rule .

: => Rule .
: => Rule .
: => Rule

S ) == *nilx )

: NzInt -> Rule .
: NzInt -> Rule .
: NzInt -> Rule .
: NzInt -> Rule .
: => Rule .
: => Rule .
: => Rule .
: => Rule .
: NzInt Term ->
: NzInt -> Rule .

Rule .

NzInt -> Rule .

red : Id Selection -
red : Id Selection IdList -> Rule .
app : NzInt Direction Search Substitution Selection -> Rule .
app : Id Id Direction Substitution Search Selection -> Rule .

ind

vars H H1 H2 : Sentenceli
vars M R :

Id .

: NzInt -> Rule .
: Sent -> Rule .

> Rule .

: Term -> Rule .

st .
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vars PL : Selection .

vars D : Direction .

vars E : Search .

vars Subst : Substitution .

op indsubgoals : Universal Seq Universal -> GoalList .
op subgoals : SentencelList Universal -> GoalList .
op eqnhyps : Universal -> EqnList .

*okok

*%% operadores auxiliares

*okk

op retira : Sentencelist Sent -> Sentencelist .

eq retira(*,X) = X .

eq retira(Y ; H,X) = if Y == X then H else Y ; retira(H,X) fi .

op acha : Sent Sentencelist -> Sent .
eq acha(Z,X ; H) = if matches( Z , X ) then X else acha(Z,H) fi .

op existe : Sent Sentencelist -> Bool .

eq existe(Z,*) = false .

eq existe(Z,X ; H) = if matches( Z , X ) then true
else existe(Z,H) fi

op simples : Sent -> Bool .
eq simples(X) = Tsubterms(X) == *nil* .

**x* Define the inference rules - i.e.

*%% their form, the subgoals they produce when applied to a

*%% suitable goal - as equations for the rule application operator
**%%x _ _ : Rule Goal -> GoalList . It is these equations that

**x*% will be used by the logic mechanisation module to realise

**%* an abstract data-type of proofs in the defined logic.

eq AndR (H [-X " Y)=(CHI|-X), (HI[-Y)

eqO0rRl (H I[|-XvY)=(CHI-X)

eqO0rR2 (H [|[-XvY)=(CHI-Y)

eq0rR (H |- X v Y) = if existe(X,H) then ( H |- X ) else

(if existe(Y,H) then ( H |- Y ) else (H |- X ) fi)
fi .

eq ImpR (H |[-X->Y)=(H; X [|-Y)

eq NotR (H |-~"X ) = (H; X |- False )
eqEr(T) (HI-[EIV.Y)=(CHI-(YoT/V))
ceq Ar (HI-JAlV.Y)=(CHI-Y)

if not ( V in freevars( H ) )
ceq Ar (HI-JAlV.Y)=(CH|-new(Y, V))
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if V in freevars( H )

ceq andL( N ) (H |- X ) = ( retira(H,hyp(N, H)) ;
[ Tsubterms(hyp(N, H))I |- X )
if matches( Z ~ Y, hyp(N, H) )

ceq AndL. ( H |- X ) = ( retira(H,acha(Z "~ Y,H)) ;
[ Tsubterms(acha(Z ~ Y,H))] |- X )
if existe(Z ~ Y,H)

ceq orL( N ) (HI-X) =
( retira(H,hyp(N, H)) ; hyp(N,H) : 1 |- X ),
( retira(H,hyp(N, H)) ; hyp(N,H) : 2 [- X )
if matches( Z v Y, hyp(N, H) )

ceq OrL (HI-X)
( retira(H,acha(Z v Y,H)) ; acha(Z v Y,H) : 1 |- X ),
( retira(H,acha(Z v Y,H)) ; acha(Z v Y,H) : 2 |- X )

if existe(Z v Y,H)

ceq impL( N ) (HI|-X) =
( retira(d,hyp(N,H)) |- hyp(N,H) : 1) ,
( retira(H,hyp(N,H)) ; hyp(N,H) : 2 |- X )
if matches( Z -> Y, hyp(N, H) )

ceq ImpL ( H |- X ) =
( retira(H,acha(Z -> Y,H)) |- acha(Z -> Y,H) : 1) ,
( retira(H,acha(Z -> Y,H)) ; acha(Z -> Y,H) : 2 |- X )
if existe(Z -> Y,H)

ceqnotL( N) (H |-X) =
( retira(H,hyp(N, H)) |- hyp(N,H) : 1)
if matches( ~ Y, hyp(N, H) )

ceq NotL (H |- X)) =
( retira(H,acha(™ Y,H)) |- acha(™ Y,H) : 1)
if existe(™ Y,H)

ceq AL(N, T) (H [-X) =
(H; Chyp(N,H) : 2 0T/ ( hyp(N,H) : 1) ) [-X)
if matches( [A|l V . Y, hyp(N, H) )

ceq EI(N) (H |I-X ) =
( if not ( ( hyp(N, H) : 1 ) in freevars( H |- X ) )
then ( H ; hyp(N, H) : 2 ) |- X
else ( H ; new( hyp(N,H) : 2 , hyp(N,H) : 1) ) [- X
fi )
if matches( |E| V . Y, hyp(N, H) )
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*x** Axiomas do c\’alculo de sequentes ( H,P,G |- P)

eq basic (Y ; H |- X) = if X == hyp(1,Y) then []
q yP
else basic (H |- X) fi .

eq TrueR (HI|-True ) =[] .
eq thin (HI-X)=(x1]-X)
ceq eq (H |- (AT = BT) ) = [] if AT == BT .
ceq falseL( N ) (H |- X) =[]
if hyp(N, H ) == False

ceq FalseL ( H |- X ) = []
if existe(False,H) .

ceq hyp(N) (H [-X)
eqcut(Y) (HI[|-X) =
if freevars( Y ) diff freevars( H |- X ) == *nil*
then (H |-Y) , (H; Y |[-X)
else ! ’BadCutTerm
fi .

[1 if X == hyp(N,H)

*x* Rule for using reduction in named modules
xx* PL is a position list. I.e. ‘‘top’’ or a list of numbers
*%% indicating a position in the term to be reduced

eqred( M, PL) (H |-X) = (H |- reduce( M, PL, X ) )
eqred( M, PL, IL ) (H |- X ) =
( H |- extendred( M, none, PL,
eqnhyps( hyps( IL, H)), X ))
*%x* Should check hypotheses being used as equations!

**x*x Rule for applying a named equation from a named module
*%% or equation from hypothesis list
eq app( M, R, D, Subst, E, PL ) ( H |- X ) =

subgoals( H, namedred( M, R, PL, D, E, Subst, false, X ) )

ceq app( N, fwd, E, Subst, PL ) ( H |- X ) =
( H |- givenred( hyp(N, H) : 1, hyp(N, H) : 2, PL, E, Subst, X ) )
if matches( AT = BT, hyp(N, H ))

ceq app( N, bwd, E, Subst, PL ) (H [-X ) =
( H |- givenred( hyp(N, H ) : 2, hyp(N, H) : 1, PL, E, Subst, X ) )
if matches( AT = BT, hyp(N, H ))

*%% Rule for induction over data-types

*%% nothing clever - purely intended for familiarisation

*%* purposes. You have to provide an equation giving constructors
**x* for each sort. Constructors for Nat are built in.
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vars V : Var .

ceqind( V) (H |-X) =
indsubgoals( V, H |- X, constructors( V ) )
if V in freevars(X)

pr CONSTRUCTORS .
vars Nn : Nat .
eq constr( Nn ) = (1 +Nn ) ;; 0 .

*%% Definitions for auxiliary functiomns

ops objcond objcondl : Bool -> Sent [ strat ( 0 ) ]
op defobjcond : Sent -> Sent .
op isobjcondl : Sent -> Bool .

var C1 C2 : Bool .
eq subgoals( H, *nilx ) = [] .
eq subgoals( H, ( X ;; L) )= (H |-X) , subgoals( H, L)
eq subgoals( H, ( C1 ;; L) ) =
( H |- objcond( C1 ) ), subgoals( H, L )

eq objcond( C1 ) = defobjcond( objcondl( C1 ) )

eq objcondl( AT == BT ) = ( AT = BT )

eq objcondl( AT =/= BT ) = ( ~ AT = BT )

eq objcondl( C1 and C2 ) = objcond( C1 ) " objcond( C2 )
eq objcondl( C1 or C2 ) = objcond( C1 ) v objcond( C2 )
eq objcondl( not C1 ) = ~ objcond( C1 )

eq defobjcond( objcondl( C1 ) ) = ( C1 = true )
ceq defobjcond( X ) = X if isobjcondl( X ) =/= true .
eq isobjcondl( objcondl( C1 ) ) = true .

eq indsubgoals( V, S, *nilx ) = []
eq indsubgoals( V, S, ( T ;; L) ) = indseq( S, V, T ) ,
indsubgoals( V, S, L )

op eqnhyp : Sent Universal -> EqnList .
eq eqnhyps( X ;; L ) = eqnhyp( X, *nil* ) , eqnhyps( L )
eq eqnhyps( *nil* ) = noeqgns .

var Frees : Universal .
eq eqnhyp( AT = BT, Frees ) = ( AT =’ BT [ Frees | ’hyp ] )

endo

**x*% Introduces a tactic for applying lemma’s and axiom’s. This
**x*%x is very useful as applying these directly is rather fiddly...
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obj CPPO is
pr 20BJ[ ENCODED-CPPO 1]

vars P <: Proof .
vars AN : Axiom .
vars LN : Lemma .
vars S : Seq .
vars Se : Sent .
op LEMMA : ProofTactic -> Tactic .
eq LEMMA(LN) S = cut( concl( lemma LN ) )
THENL ( ( thin THEN LN ) , idtac )
eq LEMMA(AN) S = cut( concl( axiom AN ) )
THENL ( ( thin THEN AN ) , idtac )
endo

B.2 Tacticais para CPPO

Conjunto de tacticas implementadas para aproveitar a capacidade acrescida
do sistema CPPO, feito por modificacao das tacticas definidas no objecto
TACS pré-definido no 20BJ. Além das modificacoes referidas foi acrescentado
uma tactica para a automatizacao das demonstracoes proposicionais.

tacs.obj

*x** Introduce mechanised logic - Modifica\c{c}\~ao feita a partir do
*x**x ficheiro tacs.obj pr\’e-definido no sistema 20BJ.
**%*x Pedro Quaresma de Almeida, Universidade de Coimbra

obj TACTICAS is
pr CPPO .
vars N : Nat .
vars P : Proof .
vars S : Seq .
vars PT : ProofTactic .
op REPEAT : Nat ProofTactic -> Tactic .
eq REPEAT( N, PT ) S = if N == 0 then idtac
else PT THEN REPEAT( p( N ), PT ) fi .

op TRY : ProofTactic -> Tactic .
eq TRY( PT ) S = PT ELSE idtac .

op EXHAUST : ProofTactic -> Tactic .
eq EXHAUST( PT ) S = (PT THEN EXHAUST(PT)) ELSE idtac .

op reduce : -> Tactic .
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eq reduce S = red( ’} , top )

op apply _ _ _ : Id Search Selection -> Tactic .
op apply _ _ _ : NzInt Search Selection -> Tactic .
vars Rule : Id .
vars Hyp : NzInt .
vars Sel : Selection .
vars Exh : Search .
eq ( apply Rule Exh Sel ) S =
app( ’% , Rule, fwd, nosub , Exh, Sel )
eq ( apply Hyp Exh Sel ) S =
app( Hyp, fwd, Exh, nosub, Sel )

var S1 : SubTmSel .

vars X Y Z : Sent .

var V : Var .

var G : Sent .

var H : Sentencelist .

var Hyp : NzInt .

vars A B : Term .

op concltac : Selection -> Tactic .
op hyptac : Sent NzInt -> Tactic .

eq clicktac( 2 ) (H |- G)
eq clicktac( 2 S1 ) (H |- @)
1)

1 S1

concltac( top )

concltac( S1 )

hyptac( H, 1)

hyptac( Tselect( S1, H ),
Tocseltoacsel( S1, H ) )

eq clicktac( H1-G)
eq clicktac( ) (H |- G)

eq concltac( Sel ) (H |[-X ~ Y ) = AndR .

eq concltac( Sel ) (H |- |A] V. X ) = Ar .

eq concltac( Sel ) (H [- X ->Y ) = ImpR .

eq concltac( Sel ) (H |- A =A4) =eq .

ceq concltac( Sel ) ( H |- X ) = ind(Tselect( Sel, X ))
if variable(Tselect(Sel, X ))

eq concltac( Sel ) DEFAULT S = red( ’% , Sel )

eq hyptac( X ~ Y, Hyp ) S = andL( Hyp )

eq hyptac( |E|] V . X, Hyp ) S = E1( Hyp )

eq hyptac( X v Y , Hyp ) S = orL( Hyp )

ceq hyptac( G, Hyp ) DEFAULT S = red( ’%, top, Hyp )
if eqnhyp( G, *nil* ) =/= *nilx .

var Go : Goal .
op ProvaProp : -> Tactic .

ceq ProvaProp (H |- X) =
basic ELSE idtac
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if existe(X,H)
eq ProvaProp ( H |- True )
TrueR ELSE idtac .
eq ProvaProp ( H [- X = X)
eq ELSE idtac .
ceq ProvaProp ( H |- X) =
Falsel ELSE idtac
if existe(False,H) .
ceq ProvaProp (H |- X) =
(AndR THEN ProvaProp) ELSE idtac
if matches( Z - Y , X))
ceq ProvaProp (H |- X) =
(ImpR THEN ProvaProp) ELSE idtac
if matches( Z ->Y , X))
ceq ProvaProp (H |- X) =
(NotR THEN ProvaProp) ELSE idtac
if matches( ~ Y , X )
ceq ProvaProp (H |- X) =
(AndL THEN ProvaProp) ELSE idtac
if existe(Z ~ Y,H)
ceq ProvaProp (H |- X) =
(OrL THEN ProvaProp) ELSE idtac
if existe(Z v Y,H)
ceq ProvaProp (H |- X) =
(ImpL THEN ProvaProp) ELSE idtac
if existe(Z -> Y,H)
ceq ProvaProp (H |- X) =
(NotL THEN ProvaProp) ELSE idtac
if existe(™ Y,H) and simples(X)
eq ProvaProp DEFAULT Go =
idtac .

op reduz : -> Rule .
eq reduz ( H |- G) = ( H |- reduce(’%,top,G)) .

var Ids : IdList .
op reduzf : IdList -> Rule .
eq reduzf(Ids) (H |- G) = ( H |- filtdred(’%,Ids,top,G))

var Eqs : EqnList .
op reduze : IdList EqnList -> Rule .
eq reduze(Ids,Eqs) (H |- G) =
( H |- extendred(’%,Ids,top,Eqs,®)) .

var Id : Id .

var Bb : Bool .

var Dir : Directiomn .

op reduzn : Id Direction Bool -> Rule .
eq reduzn(Id,Dir,Bb) (H |- G) =
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(H |- namedred(’%,Id,top,Dir,within,nosub,Bb,G)) .

endo

B.3 LPCGLk, Linguagem de Programacao com
Comandos Guardados

O sistema de deducao para uma linguagem procedimental com comandos
guardados foi implementado em dois sistema de demonstracao automatica
de teoremas, o sistema Isabelle e o sistema 20B.J. Apresenta-se em primeiro
lugar a implementacao no Isabelle, e de seguida a implementacdo no 20BJ.

B.3.1 O sistema LPCG g em Isabelle

No sistema Isabelle a implementacao do sistema LPCG [ passa pela cons-
trucdo de uma teoria, onde se especificam; as espécies, os operadores, 0s
axiomas, e as regras de inferéncia do sistema que se quer construir.

A este ficheiro de extensao .thy acrescenta-se outro com o mesmo nome
mas extensao .ML, neste ultimo definem-se os mecanismos apropriados a
automatizacao das demonstracoes em LPCGp.

LPCG.thy

(*
T\’{\i}tulo: LPCG.thy
Autor: Pedro Quaresma de Almeida, Universidade de Coimbra
Axiom\’atica de Hoare para uma linguagem procedimental com
comandos guardados
*)
(* Para carregar este programa fazer: use_thy "LPCG"; open LPCG; *)
LPCG = LK +

classes
elems < term
inst < term

types

elems,inst 0

list 1

Mo 2 (infixl 6)
arities

elems,inst :: term

list :: (term)term

RE :: (term,term)term

consts
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(** LISTAS de Pares (Proposilc{c}\~ao x Instrulc{c}\~ao) *x)
GCnil :: "(o*inst) list"
" :: "[(o*inst) , (o*inst) list] => (o*inst) list" (infixr 60)

GCPair :: "[o,inst] => o*inst"("(1<_,/_>)" [0,0] 100)

(** OPERADORES AUXILTIARES *x)

BB :: "(o*inst) list => o"

(** INSTRU\c{C}\"DES *x)

nula :: "inst"

atr :: "[’a::elems,’a] => inst" ("_ := _")

comp :: "[inst,o,inst] => inst" ("_;{_}_" [0,0,201] 200)
if :: "(o*inst) list => inst"("if _ fi")

se :: "(o*xinst) list => inst"("se _ fimse")

do :: "(o*xinst) list => inst" ("do _ od")

faz :: "(o*inst) list => inst" ("faz _ fimfaz")

fundec :: "[’a::elems,’b::elems,’b,0,inst,o] => o" \

("funcao _[_1[_] {_}_{_} fimfuncao")

funcha :: "[’a::elems,’b::elems] => ’a" ("_[_1")

prepos :: "[o,inst,o] => o" ("{_}_{_}" [0,0,0] 100)
rules

(** Operadores AUXILIARES *x*)

BBnilD "$H |- $E,$F ==>$H |- $E,BB(GCnil),$F"

BBconsD "$H |- $E,B | BB(L),$F ==> \

\ $H |- $E,BB(<B,S>:L),$F"

BBnilE "$H,$E |- $F ==> $H,BB(GCnil),$E |- $F"

BBconskE "$H,B | BB(L),$E |- $F ==> \

\ $H,BB(<B,S>:L),$E |- $F"

(** INSTRU\c{C}\~0ES **)

conseD "[| $H |- $E,P --> R,$F ; $H |- $E,{R}S{Q},$FI] ==> \
\ $H |- $E,{P}sS{Q},s$F"

consdD "[| $H |- $E,{P}S{R},$F ; $H |- $E,R --> Q,$F[] ==> \
\ $H |- $E,{P}S{Q},s$F"

nulaD "$H |- $E,{P}nula{P},$F"

atrD "$H |- $E,{P(e)}x:=e{P(x)},$F"

compD "[| $H |- $E,{P}S1{R},$F ; $H |- $E,{R}S2{Q},$F[] ==> \
\ $H |- $E,{P}S1;{R}S2{Q},$F"

ifD "[|$H |- $E, (P & "BB(<B,S>:L)) -->Q,$F ; \
\ $H |- $E,{P}se <B,S>:L fimse{Q},$F|]1 ==> \
\ $H |- $E,{P}if <B,S>:L fi{Q},$F"

se0D "$H |- $E,{P}se GCnil fimse{Q},$F"

seND "[|$H |- $E,{P & B}S{Q},$F ; $H |- $E,{P}se L fimse{Q},$F|] \
\ ==> $H |- $E,{P}se <B,S>:L fimse{Q},$F"

fazlD "$H |- $E,{P & B}S{P},$F ==>\
\ $H |- $E,{P}faz <B,S>:GCnil fimfaz{P & ~ B}, $F"

(*

A regra doD \’e n\"ao segura dado que n\"ao \’e feita a
verifical\c{c}\"ao da condilc{c}\"ao de aplicabilidade,

i.e. == P ~ "BB

*)
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fazD "[|$H |- $E,{P}do <B,S>:L od{Q},$F ; \

\ $H |- $E,(P & "BB(<B,S>:L)) --> Q,$F [] ==> \

\ $H |- $E,{P}faz <B,S>:L fimfaz{Q},$F"

doOD "$H |- $E,{P}do GCnil od{Q},$F"

doND "[I$H |- $E,{P & B}S{P},$F ; \

\ $H |- $E,{P}do L od{Q},$FI]1 ==> \

\ $H |- $E,{P}do <B,S>:L od{Q}, $F"

(*

Regra para funcoes: A verificacao que e’ feita so assegura que a
variavel x e’ livre para a

*)

funD "$H,funcao f[x][v]{P}S{Q(f)} fimfuncao,$I |- $E,{PIS{Q(£)},$F \
\ ==> $H,funcao f[x][v]{P}S{Q(f)} fimfuncao,$I |- $E,P --> Q(£f[x]1),$F"
end

ML

LPCG.ML

(*
T\’{\i}tulo: LPCG.ML
Autor: Pedro Quaresma de Almeida, Universidade de Coimbra
Tacticas para aplicar as regras do consequente

*)
open LPCG;

signature LPCG_RESOLVE =

sig

val conseD_tac: string -> int -> tactic
val consdD_tac: string -> int -> tactic
val lpcg_pack: pack

val LPCG_pack: pack

val lpcg_tac: pack -> int -> tactic
end;

structure LPCG_Resolve : LPCG_RESOLVE =

struct

fun consdD_tac (sP: string) i =
res_inst_tac [ ("R",sP) ] consdD ij;

fun conseD_tac (sP: string) i =
res_inst_tac [ ("R",sP) ] conseD i;

(*
Definicao de um conjunto de regras seguras
*)
val lpcg_pack = prop_pack add_safes
[nulaD,atrD, compD,ifD,seND,se0D,faz1D,
BBconsD,BBnilD,BBconsE,BBnilE];



B.3. LPCGrKk 131

(x
Acrescentar as regras inseguras (n\"ao respeitam a propriedade
da sub-formula)
*)
val LPCG_pack = lpcg_pack add_unsafes [fazD,doND,doOD,
conseD, consdD] ;

(x

Usa a resolu\c{c}\~ao aplicada \’as regras seguras repetidamente
de seguida usa a resolul\c{c}\~ao aplicada \’as regra n\~ao segura
e depois volta ao princ\’{\i}pio. Usei a regra "repeat_goal_tac"
como base

*)

fun lpcg_tac (Pack(safes,unsafes)) =
let val restac = RESOLVE_THEN safes
and lastrestac = RESOLVE_THEN unsafes;
fun gtac i = REPEAT(restac gtac i ORELSE lastrestac gtac i)
in gtac end;

end;

open LPCG_Resolve;

B.3.2 O sistema LPCGrx em 20BJ

No sistema 20BJ a implementagao do sistema LPCG Ly passa pela cons-
trucao de um objecto, onde se especificam; as espécies, os operadores, 0s
axiomas, e as regras de inferéncia do sistema que se quer construir.

LPCG.obj

**%*x Pedro Quaresma de Almeida, Universidade de Coimbra
* %k

*x** Depende dos sistemas CPP0 (cppo.obj) e TACTICAS (tacs.obj)
Kk

obj LPCG-ELEMENTS is
pr CPPO .

sorts Elems Expr .

sorts Var-Elems Var-Expr .

subsorts Var-Elems Var-Expr < Var .
subsorts Var-Elems < Var-Nat .
subsort Var-Elems < Elems .

subsort Var-Expr < Expr .

subsort Elems < Expr .

subsort Int Int Bool < Elems .
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endo
obj ENCODED-LPCG is

pr LPCG-ELEMENTS .
pr TACTICAS .

*ok ok

**x* Especies

*ok ok

sorts Instruc Var-Instruc

subsort Var-Instruc < Instruc .
subsorts Elems Expr Instruc < Term .

*ok ok
*** Listas de Pares "Comandos Guardados" (Sentence,Instrucao)
*ok ok
pr SIMPLELIST[2TUPLE[Sent , Instruc]] * (sort List to CGList)

*kk

**x* Listas de Pares (Instrucoes,Condicoes)

*okok

pr SIMPLELIST[2TUPLE[Instruc , Sent]] * (sort List to ICList)

*kok

*%% Operadores Auxiliares

*kok

op BB : CGList -> Sent .

op dis : Universal Universal -> Bool .

op sdups : Universal Universal -> Universal .
op (lAlist| _ . _) : Universal Sent -> Sent .
op livrepara : Universal Universal -> Bool .

vars Z W A E : Universal .
var S : Instruc .

var B : Sent .

var BSlist : CGList .

var P : Sent .

eq BB( [1 ) = False .
eq BB( (<< B ; S >>) ; BSlist) = if BSlist == []
then B
else B v ( BB(BSlist)) fi

eq sdups (*nil*,W) = *nil* .
eq sdups(Z,W) = if Umember(Uhd(Z),W)
then sdups(Utl(Z),W)
else Uhd(Z) ;; sdups(Utl(Z),Uhd(Z) ;; W)
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fi .
eq dis(Z,W) = (Udiff(Z,W) == Z) and (Z == sdups(Z,*nilx)) .

**x*x ( operador Alist fica sem equacoes associadas dado que
*** nao se pretende o seu desdobramento.

* Kok

*x**x eq (|Alist| *nil* . P) =P .

*x**x eq (|Alist| Z . P) = (|A| Uhd(Z) . (|Alist| Ut1(Z) . P) )

*%% Mas pretende-se o desdobramento para aplicar ao

*%% operador "freevars".

koK

eq livrepara( *nil* ,W) = true .

eq livrepara(Z,W) = (Uhd(Z) in freevars(W)) and livrepara(Utl(Z),W)

*kok
*x** Operadores (Instrucoes da linguagem de comandos guardados)
* Kok
op nula : -> Instruc .
op _ := _ : Elems Expr -> Instruc [prec 0]
op _;{_}_ : Instruc Sent Instruc -> Instruc [prec 19 gather (e e E)]
op alg_fimalg : ICList -> Instruc .
op se_fimse : CGList -> Instruc .
op faz_fimfaz : CGList -> Instruc .
*** Declaracao de procedimento
op (subprg_(_):()vars(_){_}_{_}fimsubprg)
Elems Universal Universal Universal Sent Instruc Sent -> Sent .
*%% Chamada de procedimento
op (invoca_(_):(_)fiminvoca) :
Elems Universal Universal -> Instruc .
**x* Declaracao de funcao
op (funcao_(_)vars(_){_}_{_}fimfuncao)
Elems Universal Universal Sent Instruc Sent -> Prop .
*%% Chamada de funcao
op _[_]
Elems Universal -> Elems .
***x Programa
op (prg_vars(_)consts(_) (L) {_}_{_}fimprg) :

Elems Universal Universal Universal Sent Instruc Sent -> Prop .

*%% (Operador "semantico"
op {_}_{_} : Sent Instruc Sent -> Prop [prec 20]

* Kok
xx*x Regras de Inferencia
* Kok

vars X : Elems .

vars Y : Expr .
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vars Q R PO P1 Pn B1 : Sent .
vars S1 S2 : Imnstruc .

vars H Plist : Sentencelist .
var Slist : ICList .

var N : NzInt .

var nome : Elems .

vars Ul U2 : Universal .

ops consdD conseD : Sent -> Rule .

ops nulaD atrD seD seind fazD fazind compD funD prgD : -> Rule .
ops procD invD : NzInt -> Rule .

ops chamafunD : Universal NzInt -> Rule .

eq nulaD ( H |- {P}nula{P} ) = [] .

eq consdD(R) ( H |- {P}S{Q} ) =

(H |- {P}s{R} ),
(HI-(R->Q))) .
eq conseD(R) ( H |- {P}s{Q} ) =
(H|-(CP->R) ),
(H |- {R¥s{Q} ) .
cq atrD ( H |- {Q}X := ){P} ) =[]

ifQ==(Po

<
~
><
~

eq compD ( H |- {P}S1 ; {R}S2 {Q} ) =
( H |- {P}s1{R}),
( H |- {R¥s2{Q}) .

eq seD ( H |- {P}se (<< B1 ; S1 >> ; BSlist) fimse{Q} ) =
( H |- ( ~ BB((<< Bl ; S1 > ; BSlist)) ~ P) -> Q),
( seind ( H |- {P}se (<< B1 ; S1 >> ; BSlist) fimse{Q})).
eq seind ( H |- {P}se ([1) fimse{Q}) = [1 .
eq seind ( H |- {P}se (<< Bl ; S1 >> ; BSlist) fimse{Q}) =
(H [-{(® " B1)}Is1{q}),
( seind ( H |- {P}se BSlist fimse{Q})).

ceq fazD ( H |- {P}faz BSlist fimfaz{Q}) =
( fazind ( H |- {P}faz BSlist fimfaz{Q}))
if Q == (P -~ ~ BB(BSlist)) .
eq fazind ( H |- {P}faz ([]1) fimfaz{Q}) = [] .
eq fazind ( H |- {P}faz (<< B1 ; S1 >> ; BSlist) fimfaz{Q}) =
(H |- {P "~ B1}S1{P}),
( fazind ( H |- {P}faz BSlist fimfaz{Q})) .

ceq procD(N) ( H |- {P}(invoca nome ( Ul ) : ( U2 ) fiminvoca){Q}) =
( H |- (JAlist]| (hyp(N,H) : 4) . {P}Chyp(N,H) : 6){Q}))
if dis(U1,02)
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and hyp(N,H) == (subprg nome ( Ul ) : ( U2 )
vars (hyp(N,H) : 4)
{P} (hyp(N,H) : 6) {Q} fimsubprg) .

ceq invD(N) ( H |- {P}(invoca nome ( U1) : ( U2 ) fiminvoca){Q}) =
(H |- {(hypW,H) : 5)}
(invoca nome (hyp(N,H) : 2) : (hyp(N,H) : 3) fiminvoca)
{(hyp(N,H) : T)})
if P == ((hyp(N,H) : 5) o (U1l ;; U2) /
((hyp(N,H) : 2) ;; (hyp(N,H) : 3)))
and Q == ((hyp(N,H) : 7) o (U1 ;; U2) /
(Chyp(N,H) : 2) ;; (hyp(N,H) : 3)))
and dis(U1,U2)
and dis((hyp(N,H) : 2), (hyp(N,H) : 3)) .

vars V1 XS CS SUBS : Universal .

ceq chamafunD(V1,N) (H |- (P -> Q) = []
if not(livrepara(V1l, (hyp(N,H) : 3)))
and P == (hyp(N,H) : 4) o V1 / (hyp(N,H) : 2)
and Q == ((hyp(N,H) : 6) o (((hyp(N,H) : 1) [ V1 1) ;; V1)
/ (Chyp(N,H) : 1) ;; (hyp(N,H) : 2) )) .

eq funD ( H |- funcao nome(XS)vars(V1){P}S{Q}fimfuncao ) =
( H |- {P}s{Q}) .

eq prgD ( H |- prg nome vars(XS)consts(CS) (*nil*){P}S{Q}fimprg ) =
CH |- {P}s{Q}) .

eq prgD ( H |- prg nome vars(XS)consts(CS) (SUBS){P}S{Q}fimprg ) =
( H; SuBS |- {P}s{Q}),

(H|-SUBS ) .

Kok ok
***x Procedimentos Recursivos
*okok

ops procrecD : NzInt NzInt -> Rule .

ops N1 N2 : -> NzInt .

ceq procrecD(N1,N2) ( H |-
{P}(invoca nome ( U1 ) : ( U2 ) fiminvoca){Q}) =
(H |- (IAlist] (hyp(N1,H) : 4) . {P}(hyp(Ni,H) : 6){Q})
if dis(U1,U2)
and hyp(N1,H) == (subprg nome ( U1 ) : ( U2 )
vars (hyp(N1,H) : 4)
{P} (hyp(N1,H) : 6) {Q} fimsubprg)
and hyp(N2,H) == ({P}(invoca nome ( U1 ) : ( U2 )
fiminvoca){Q}) .
Kok ok
*x*x Especificacao do que se entende por variaveis ligadas
Kok ok
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var K1 K2 K3 : Universal .

var K4 : Elems .

var K5 : Instruc .

var K6 K7 : Sent .

*ok ok

x** Foi necessario alterar a definicao original (K3 ;; K2 ...) pois

*%% que no caso de K1, por exemplo, ser uma lista de variaveis

*%x*%x na definicao anterior esta contava como (so um) elemento .

*ok ok

eq bound(subprg K4 ( K1 ) : (K2 ) vars ( K3 ) { K6 } K6 { K7 }
fimsubprg) = Uappend(Uappend(Uappend(K1,K2),K3),K4) .

eq bound( funcao K4 (K1) vars (K3) {K6} K5 {K7} fimfuncao )
= Uappend (Uappend (K1,K3) ,K4) .

eq bound(prg K4 vars( K1 ) consts ( K2 ) ( K3 ) { K6 } K5 { K7 }
fimprg) = Uappend(Uappend(K1,K2),K4) .

* Kok

*x* Tacticais

* Kk

var G : Goal .

var V : Var .

op LpcgTac : -> Tactic .

eq LpcgTac ( H |- {P}nula{Q}) =
nulaD ELSE idtac .
eq LpcgTac ( H |- {P}X := O{Q} ) =
atrD ELSE idtac .
eq LpcgTac ( H |- {P}se BSlist fimse{Q} ) =
(seD THEN LpcgTac) ELSE idtac .
eq LpcgTac ( H |- {P}faz BSlist fimfaz{Q} ) =
(fazD THEN LpcgTac) ELSE idtac .
eq LpcgTac ( H |- {P}S1 ; {R}S2{Q} ) =
(compD THEN LpcgTac) ELSE idtac .
eq LpcgTac ( H |- funcao nome(XS)vars(V1){P}S{Q}fimfuncao ) =
(funD THEN LpcgTac) ELSE idtac .
eq LpcgTac ( H |- prg nome vars(XS)consts(CS) (SUBS){P}S{Q}fimprg ) =
(prgD THEN LpcgTac) ELSE idtac .
eq LpcgTac DEFAULT G =
idtac .
endo

obj LPCG is
pr ENCODED-LPCG .

endo



Apéndice C

Lista de Sistemas
Computacionais

Neste apéndice apresenta-se uma lista de sistemas de demonstraciao au-
tomatica e semi-automatica de teoremas. A lista foi construida tendo por
base a informagao contida em duas listas deste tipo ja existentes (Kohlhase
& Talcott, 1998; Schumann, 1994), assim como outra informacio existente
na literatura da especialidade. Na apresentacdo da informagdo foi escolhi-
do um formato préximo do formato das referéncias bibliograficas, ou seja:
nome do sistema, (muito) breve descricdo, autor(es) ou pessoa(s) a contactar,
referéncias.

Na descricao dos diferentes sistemas, tentou-se sistematizar a informacao
de forma a responder as questdes que se péem quanto; ao tipo de sistema,
qual é o seu mecanismo de demonstracdo, e para que tipos de sistemas
16gicos estd vocacionado. Para permitir uma ficil comparacdo dos diferentes
sistemas, a descricdo estd estruturada da seguinte forma:

descrigao ::= sistema | meta-sistema

meta-sistema ::= meta-sistema que permite construir sistemas (sistema)
(particularidades).

sistema ::= (tipo de sistema) (método de demonstracio) (tipo de sistema
légico) (particularidades).

tipo de sistema ::= interactivo | automdtico | misto | €

método de demonstragao ::= resolucdo | tacticais | tableau | regras de
re-escrita | e

tipo de sistema légico ::= primeira ordem | ordem superior | ...| €

particularidades == ...| ¢
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o simbolo € denota a opc¢ao vazia.

C.1 Lista de Sistemas Computacionais

20BJ, meta-sistema que permite construir sistemas interactivos cu-
jo mecanismo de inferéncia sdo as tacticas e tacticais, para sistemas
l6gicos formalizados em termos de um cédlculo de sequéncias dedutivas.
Possui j4 implementado um sistema para a logica de primeira ordem,
Andrew Stevens e Keith Hobley, (Stevens & Hobley, 1993).

sTAP, sistema do tipo tableau para as légicas de primeira ordem multi-
valentes, Reiner Hihnle e Bernhard Beckert, (Kohlhase & Talcott,
1998; Schumann, 1994).

ACL2, sistema misto para um sub-conjunto do Common Lisp aplicati-
vo, J. Strother Moore e Matt Kaufmann, (Kohlhase & Talcott, 1998).

AF2, sistema interactivo para a légica de segunda ordem, Christophe
Raffalli, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Bluegum, sistema do tipo tableau para a légica de primeira ordem na
forma clausal, K. Wallace, (Schumann, 1994).

Cassandra, meta-sistema que permite a construcio de sistemas do tipo
tableau para vdrias linguagens 1égicas, M. Grundy,(Schumann, 1994).

CLAM, sistema automdtico tendo por base o sistema QOyster, Alan
Bundy, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Concurrency Workbench, sistema automético de manipulacio e analise
de sistemas concorrentes, Perdita Stevens, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Coq, sistema orientado por objectivos e usando tdcticas para o calculo
das construgoes indutivas, Gerard Huet, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Deep Thought, sistema do tipo tableau analitico com varidveis livres
para a l6gica de primeira ordem sem igualdade, S. Gerberding, (Koh-
lhase & Talcott, 1998; Schumann, 1994).

ECLiPSe, meta-sistema que permite o desenvolvimento de sistemas de
resolucao de restrigoes, Micha Meier, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Enhanced Hierarchical Development Methodology, sistema baseado
em procedimentos de decisdo para cldusulas bdsicas (ground decision
procedures), para a légica de ordem superior, John Rushby e San Owre,
(Kohlhase & Talcott, 1998).
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ELAN, um ambiente para o prototipar de combinacoes de sistemas
computacionais diferentes, sejam eles sistemas de resolucao de res-
tricoes, ou demonstradores de teoremas, ou linguagens de programagao
légicas, Mirian Vittek, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Elf, meta-sistema que permite construir sistemas de deducgao para di-
ferentes linguagens légicas, Frank Pfenning, (Harper et al., 1993; Koh-
lhase & Talcott, 1998; Michaylov & Pfenning, 1991; Pfenning, 1991).

EVES/NEVER, sistema misto usa regras de re-escrita para desenvol-
ver demonstragoes na logica de primeira ordem sem tipos, Dan Crai-
gen, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Expander, ambiente de teste e demonstracao automatica para a espe-
cificacao algébrica de tipos de dados e programas 1égicos e funcionais,
Peter Padawitz, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Faust, sistema do tipo tableau para a logica de primeira ordem, K.
Schneider, T. Kropf, (Schneider et al., 1992b; Schneider et al., 1992a;
Schneider & Kropf, 1992; Schneider et al., 1993; Schumann, 1994).

Forest Theorem Prover, sistema do tipo tableau para a légica modal
de ac¢do de primeira ordem, J. Cunningham, (Schumann, 1994).

ft, sistema para a logica de primeira ordem intuicionista, Torkel Fran-
zen, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Gandalf, sistema automdtico para a ldogica classica de primeira or-
dem, Tanel Tammet, (Kohlhase & Talcott, 1998).

GETFOL, sistema para a légica de primeira ordem, baseado no sistema
FOL, Fausto Giunchiglia, (Kohlhase & Talcott, 1998).

HimMLKTreuz, sistema do tipo tableau para a légica de primeira ordem
sem igualdade, J. Goubault, (Schumann, 1994).

HOL, ambiente interactivo para a demonstracao de teoremas na légica
de ordem superior, John Harrison e Phillip J. Windley, (HOL88a, 1991;
HOLS88Db, 1991; HOLS88c, 1991b; HOLS88c, 1991a; Kohlhase & Talcott,
1998).

HOL-Z, sistema baseado no sistema Isabelle, sistema 16gico HOL, para
a demonstragdo de correcgao de especificacbes em Z, Thomas Santen,
Kolyang e Burkhart Wolff, (Kolyang et al., 1996).

ICLE, meta-sistema que permite construir sistemas interactivos para
sistemas légicos formalizados em termos de um céalculo de sequéncias



140

LISTA DE SISTEMAS COMPUTACIONAIS

dedutivas. Possui ja implementados varios sistemas 16gicos, nomea-
damente a logica de primeira ordem cldssica e intuicionista, Mark
Dawson, (Dawson, 1991; Dawson, 1992; Kohlhase & Talcott, 1998).

IMPS, sistema baseado numa versao nao construtiva da versao sim-
ples da teoria dos tipos com funcées parciais e sub-tipos, William M.
Farmer, Joshua D. Guttman e F. Javier Thayer, (Kohlhase & Talcott,
1998).

INKA, sistema para a légica de primeira ordem com indug¢do, Diter
Hutter, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Isabelle, meta-sistema que permite construir sistemas interactivos cu-
jo mecanismo de inferéncia sao as tacticas e tacticais. Possui ja im-
plementado varios sistemas légicos nomeadamente légica de primeira
ordem cléssica e intuicionista, légica de ordem superior, cilculo de
sequéncias dedutivas LK, Lawrence C. Paulson, Tobias Nipkow, (Kal-
vala, 1994; Kohlhase & Talcott, 1998; Paulson, 1993a; Paulson, 1993c;
Paulson, 1993b).

iTAB, sistema baseado na biblioteca de programas ILFA, A. Wolf,
(Schumann, 1994).

Jape, meta-sistema interactivo de edicdo de demonstragoes, Bernard
Sufrin, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Linseq, sistema do tipo tableau para a légica linear de primeira ordem,
T. Tammet, (Schumann, 1994).

KEIM, conjunto de médulos em Common Lisp com CLOS e que cons-
tituem uma “caixa de ferramentas electrénica” extensivel para o de-
senvolvimento de sistemas de dedu¢do, Dan Nesmith, (Huang et al.,
1994; Kohlhase & Talcott, 1998; Nesmith, 1993).

KIV, sistema interactivo concebido para o raciocinio formal sobre pro-
gramas imperativos, Andreas Wolpers, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Kripke prover, sistema para logica LR (“relevant logic LR”), Gustav
Meglicki, (Kohlhase & Talcott, 1998).

LAMBDA, conjunto de programas para a verificagdo formal de siste-
mas electrénicos e programas, (Kohlhase & Talcott, 1998).

LA, sistema interactivo para a légica de primeira ordem, John Garland
e John Guttag, (Kohlhase & Talcott, 1998).

LeanTAP, demonstrador em micro Prolog para a légica de primei-
ra ordem, Bernard Becket e Joachim Possega, (Kohlhase & Talcott,
1998).
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LEGO, sistema interactivo baseado na teoria dos tipos, Randy Pollack,
(Kohlhase & Talcott, 1998).

Linseq, sistema do tipo tableau para a logica linear de primeira ordem,
T. Tammet, (Schumann, 1994).

Logics Workbench, sistema interactivo e modular que permite tra-
balhar em varios sistemas légicos proposicionais, nomeadamente a
l6gica classica e intuicionista, as légicas modais e multi-modais, as
l6gicas temporais, as logicas nao monoténicas, o lambda cilculo, e a
l6gica combinatdéria, Gerard Jaeger, Alain Heuerding e Stefan Schwen-
dimann, (Heuerding et al., 1996; Kohlhase & Talcott, 1998).

LPTP, sistema interactivo para a verificagdo formal de programas em
Prolog, Robert Staerk, (Kohlhase & Talcott, 1998).

MARK2, sistema interactivo para a légica equacional, Randall Holmes,
(Kohlhase & Talcott, 1998).

Merill, sistema de re-escrita para a légica equacional com ordenamento
das espécies, Brain Matheus, (Mattews, 1996; Kohlhase & Talcott,
1998).

Meteor, sistema que compila cldusulas numa estrutura de dados que
é depois interpretada por mecanismos de inferéncia em maquinas se-
quenciais ou paralelas, O. L. Astrachan, (Schumann, 1994).

Metamath, meta-sistema que providéncia uma linguagem capaz de ex-
pressar teoremas e demonstracoes, Norman Megill, (Kohlhase & Tal-
cott, 1998).

Mizar, sistema para a escrita e verificagio de matemética formal ba-
seado na teoria de conjuntos e na dedugao natural, Piotr Rudnicki,
(Kohlhase & Talcott, 1998).

MuRal, sistema para o desenvolvimento de inferéncias sobre especifi-
cagoes em VDM, Brian Ritchie, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Neitz!, sistema do tipo tableau para a légica de primeira ordem, ba-
seado no Prolog Technology Theorem Prover, W. Neitz, (Schumann,
1994).

NQTHM, sistema para a légica sem quantificadores, e para as fungoes
recursivas sobre os inteiros ou sobre outras estruturas geradas finita-
mente, Robert S. Boyer e J. Strother Moore, (Kohlhase & Talcott,
1998).

"Nome do autor, o sistema n&o tem nome definido.
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NUPRL, sistema para a teoria dos tipos intuicionista baseado na teo-
ria dos tipos de Martin-Lof, Robert Constable, (Kohlhase & Talcott,
1998).

OBJ3, linguagem de programacgao baseada na logica equacional com
ordenamento das espécies, Joseph Goguen e José Meseguer, (Goguen,
1988; Goguen, 1990; Goguen et al., 1992; Kohlhase & Talcott, 1998).

Ophelders?, sistema do tipo tableau para a légica de primeira ordem
com simbolos de funcdo mas sem igualdade, W. Ophelders, (Schu-
mann, 1994).

OSHL, sistema automatico baseado na estratégia de ordenagao seméan-
tica de hiper-ligacio (“ordered semantic hyper linking”), para a 16gica
de primeira ordem, David Plaisted, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Otter, sistema cujo mecanismo de inferéncia é o método de resolucao
para a logica de primeira ordem, William McCune, (Kohlhase & Tal-
cott, 1998).

Oyster, implementacgdo do sistema NUPRL, Alan Bundy, (Kohlhase
& Talcott, 1998).

PartabX, sistema do tipo tableau implementado em Strand de forma
a puder ser executado em méquinas de arquitectura distribuida ou
paralela, R. Johnson, (Schumann, 1994).

Parthenon, sistema do tipo tableau para a léogica de primeira ordem
e com uma implementacao usando o paralelismo OR, E. M. Clarke,
(Schumann, 1994).

Pc-Nqthm, aperfeicoamento do sistema Nqthm, Matt Kaufmann, (Koh-
lhase & Talcott, 1998).

Pegasys, ferramenta para a concepgao de sistemas, usa o método de
inferéncia tableau para a verificacdo de restricbes em especificacoes de
sistemas (e.g. restri¢des de tipos na légica de predicados), R. Riemens-
chneider, (Schumann, 1994).

Porgi, gerador de demonstracoes ou refutacoes para a 16gica de primei-
ra ordem intuicionista, Allen Stoughton, (Kohlhase & Talcott, 1998).

ProCom, sistema baseado no Prolog Technology Theorem Prover, Gerd
Neugebauer, (Kohlhase & Talcott, 1998).

2Nome do autor, o sistema nio tem nome definido.
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ProofPower, ferramenta de especificacdo e demonstracao baseada nu-
ma, implementagao de légica de ordem superior, com suporte para
especificagbes e demonstracoes em Z, (Kohlhase & Talcott, 1998).

PROTEIN, sistema automdatico para a logica de primeira ordem na
forma clausal, Peter Baumgartner, (Schumann, 1994).

Prover/NP-Tools, sistema para a légica de primeira ordem, no caso
de ndo encontrar nenhuma demonstra¢ao para uma dada férmula este
sistema produz um contra-modelo, Graeme I. Parkin e Gunnar Stal-
marck, (Kohlhase & Talcott, 1998).

PTTP (Prolog Technology Theorem Prover), uma implementagio do
procedimento de eliminacdo de modelos que faz a extensao do Prolog
para a légica de primeira ordem completa, M. Stickel, (Schumann,
1994).

pTAB, sistema do tipo tableau para a logica de primeira ordem, A.
Wolf, (Schumann, 1994).

PVS, sistema de especificagdo/verificacdo baseado na légica de primei-
ra ordem, John Rushby, N. Shankar e Sam Owre, (Kohlhase & Talcott,
1998).

ReDuX, sistema para programar e experimentar sistemas de re-escrita,
Reinhard Buendgen, (Kohlhase & Talcott, 1998).

RRL, sistema automatico para a légica de primeira ordem com igual-
dade, Deepak Kapur e Hantao Zhang, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Saturate, sistema para a légica de primeira ordem baseado no método
de saturacdo, Harald Ganzinger e Robert Nieuwenhuis, (Kohlhase &
Talcott, 1998).

Schwind?®, sistema do tipo tableau para as légicas de primeira ordem,
modal e temporal, C. B. Schwind, (Schumann, 1994).

SDVS, sistema, para a especificacdo e demonstragdo de programas ba-
seados numa légica temporal, Ranwa Haddad e Leo Marcus, (Kohlhase
& Talcott, 1998).

SETHEQ, sistema do tipo tableau baseado num célculo de eliminacao

de modelos para a l6gica de primeira ordem, J. Schumann, (Schumann,
1994).

SHARE, sistema do tipo tableau para a légica de primeira ordem, J.
Posegga, (Schumann, 1994).

3Nome do autor, o sistema n3o tem nome definido.
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SPIN, sistema de verificacado de modelos baseado no CSP, Gerard Hol-
zmann, (Kohlhase & Talcott, 1998).

SPASS & FLOTTER, protético de um sistema para a légica de pri-
meira ordem, e tradutor-CNF, Cristoph Weidenbach, (Kohlhase & Tal-
cott, 1998).

Tableau, sistema do tipo tableau que implementa o algoritmo de in-
feréncia de Smullyan, para a légica de primeira ordem na forma clausal,
J. Crawford e L. D. Auton, (Schumann, 1994).

Tableaux, sistema do tipo tableau para a logica de primeira ordem,
Ron Burback, (Kohlhase & Talcott, 1998).

TempEst, conjunto de programas para a verificagao formal de proprie-
dades de seguranca (“safety properties”) de programas em Esterel,
Carlos Puchol, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Tools for TLA, especificagoes baseadas na 14gica temporal de acces,
Heiko Krumm, (Kohlhase & Talcott, 1998).

TPS, sistema para a logica de primeira ordem e para a légica de ordem
superior, Peter Andrews, (Kohlhase & Talcott, 1998).

UV, sistema interactivo para verificacdo de modelos para UNITY,
Markus Kaltenbach, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Vallstroem?, sistema do tipo tableau para a légica modal de Solovay
G e G*, D. Vallstroem, (Schumann, 1994).

VERSA, sistema para analisar limites de recursos em sistemas de tem-
po real usando a 4lgebra de processos ACSR, (“Algebra of Communi-
cating Shared Resources”), D.Clarke, (Kohlhase & Talcott, 1998).

VSE, sistema formal de suporte ao desenvolvimento de programas,
Dieter Hutter e Werner Stephan, (Kohlhase & Talcott, 1998).

Yarrow, sistema interactivo para a teoria dos tipos, Jan Zwanenburg,
(Kohlhase & Talcott, 1998).

4Nome do autor, o sistema ndo tem nome definido.
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