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❆❜str❛❝t✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✭✐♥t❡r♥❛❧✮ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛

r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② C✳ ❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛

❣♦♦❞ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ✐❞❡❛❧s ✐♥ C✳ ❲❡ t❤❡♥ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥ ❡♥✲

r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛❧✬ts❡✈✮ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ✐ts

✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❛② ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ t❤r♦✉❣❤

❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✐❞❡❛❧s✳ ❆♥② Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢

❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡

❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❜✉t ❛r❡ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ❬✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❈❛t❡❣♦r② ❚❤❡♦r②

♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ✺✵ ②❡❛rs✳ ❘❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝❛♣t✉r❡ s❡✈❡r❛❧ ♥✐❝❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛❜❡❧✐❛♥

❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✹❪✱ ♦♥❡ ♦❢ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡s✐s ♦❢ ❈❛t❡❣♦r② ❚❤❡♦r②✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡♠

t♦ ❜❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ❆ ❤❛♥❞② ❡①❛❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt② ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ✭r❡❣✉❧❛r✮

✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥t❡①t t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❝❤ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r②

r❡❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♣r♦♦❢s ✐♥ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❡ts✱ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛r② t♦♣♦s✱ ❛❜❡❧✐❛♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦r ❛♥② ✈❛r✐❡t② ♦❢

✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s ❛r❡ ❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❇❛rr✲❡①❛❝t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚❤❡

❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❇❛rr✲❡①❛❝t

✭s❡❡ ❬✾❪✮✳

❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐ts s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛①✐♦♠s✱

✐✳❡✳ ✐ts t❤❡♦r② ❛❞♠✐ts s♣❡❝✐✜❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ✐❞❡♥t✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢

✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t② ❬✷✼❪ ✭t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♣❡r♠✉t❛❜❧❡

✈❛r✐❡t✐❡s ♦r ▼❛❧✬ts❡✈ ✈❛r✐❡t✐❡s✮ ✇❤❡♥ ✐ts t❤❡♦r② ❛❞♠✐ts ❛ t❡r♥❛r② ▼❛❧✬ts❡✈ ♦♣❡r❛t✐♦♥ p s❛t✐s❢②✲

✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s p♣x, y, yq ✏ x ❛♥❞ p♣x, x, yq ✏ y✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t② Grp ♦❢ ❣r♦✉♣s ✐s 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡✱

✇❤❡r❡ p♣x, y, zq ✏ xy✁1z✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t✐❡s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥

❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✲

✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ✈❛r✐❡t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t② V ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s

R,S ♦♥ ❛♥② ❛❧❣❡❜r❛ X ♦❢ V ✐s 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✭❂❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✿ RS ✕ SR ❬✷✵❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥

✷✵✷✵ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙✉❜❥❡❝t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ✶✽❊✵✽✱ ✶✽❊✶✸✱ ✶✽❉✷✵✱ ✵✽❈✵✺✱ ✶✽◆✶✵✱

❑❡② ✇♦r❞s ❛♥❞ ♣❤r❛s❡s✳ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣r❡♦r❞❡rs✱ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱

▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✱ V ✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣❛rt✐❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❜② ❈❡♥tr♦ ❞❡ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ❞❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❞❡ ❈♦✐♠❜r❛

✭❈▼❯❈✮✱ ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ P♦rt✉❣✉❡s❡ ●♦✈❡r♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❋❈❚✴▼❈❚❊❙✱ ❉❖■ ✶✵✳✺✹✹✾✾✴❯■❉❇✴✵✵✸✷✹✴✷✵✷✵✳
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✐♥ ❬✶✾❪ t❤❛t 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝

r❡❧❛t✐♦♥ D ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ X t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛ Y ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✿

r ♣x, yq P D ❫ ♣u, yq P D ❫ ♣u, vq P D s ñ ♣x, vq P D,

✇❤❡r❡ x, u P X ❛♥❞ y, v P Y ✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t② ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ t♦ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧

❝♦♥t❡①t ✐♥ ❬✻❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✺✱ ✼✱ ✷❪✮✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥

❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ✐♥t♦ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r

❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉✐✈❛❧✲

❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S ♦♥ ❛♥② ♦❜❥❡❝t X ✐♥ C ✐s s✉❝❤ t❤❛t RS ✕ SR✳ ❲✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢

❡①❛❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ❛♥② ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ D : XÑÞ Y

✐♥ C ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ C♣W,Dq : C♣W,XqÑÞ C♣W,Y q ✐♥ Set ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❢♦r ❡✈❡r②

♦❜❥❡❝t W ♦❢ C ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢

r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s✿ ❡✈❡r②

♦r❞✐♥❛r② r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ 2✲♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛♥ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡✱ ✇❤❛t

✇❡ ❝❛❧❧✱ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✕ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r♦♣❡rt② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❛t ♦❢ ✐❞❡❛❧ ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❆♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C ✐s

❝❛❧❧❡❞ ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ✐❞❡❛❧ D : X í Y ✐♥ C s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✿ ❣✐✈❡♥

♠♦r♣❤✐s♠s x, u, u✶ : AÑ X✱ y, y✶, v : AÑ Y ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s✏
♣x, yq PA D ❫ y ↕ y✶ ❫ ♣u, y✶q PA D ❫ u ↕ u✶ ❫ ♣u✶, vq PA D

✘
ñ ♣x, vq PA D.

❆♥② Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ■❢ ❛♥ Ord✲

❝❛t❡❣♦r② C ✐s r❡❣✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✶✽✱ ✷✽❪✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢

r❡❣✉❧❛r Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ✐❞❡❛❧s ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✾✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✮✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛r Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t✲

❡❣♦r✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✾✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s

❢♦r ✐❞❡❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ✕ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞♦♥❡ ❢♦r r❡❣✉❧❛r Pos✲❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ t♦ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r

❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❝♦♥t❡①t

✭s❡❡ ❬✺❪✮✳

❲❡ ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛♥

Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✕ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣

t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♣V ✲Catqop r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳

✶✳ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

▲❡t C ❜❡ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ❡♥r✐❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Ord ♦❢ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ s❡ts ✭✐✳❡✳

s❡ts ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛♣s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱

❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝ts X ❛♥❞ Y ♦❢ C✱ C♣X,Y q ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♦r❞❡r s✉❝❤ t❤❛t ✭♣r❡✮❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♣r❡s❡r✈❡s ✐t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♣r❡♦r❞❡r ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s ❜② ↕✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ C t❤❡ r❡✈❡rs❡

♣r❡♦r❞❡r ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛❣❛✐♥ ❛♥ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦t❡✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ ❜② C
co✳ ❆♥②

❝❛t❡❣♦r② C ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦r❞❡r ♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳

❆ ♠♦r♣❤✐s♠ m : X Ñ Y ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢✉❧❧ ✇❤❡♥✿ ❣✐✈❡♥ ♠♦r♣❤✐s♠s a, a✶ : A Ñ X s✉❝❤ t❤❛t

ma ↕ ma✶✱ t❤❡♥ a ↕ a✶❀ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ma ↕ ma✶ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ a ↕ a✶✳ ✭◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡



❊◆❘■❈❍❊❉ ❆❙P❊❈❚❙ ❖❋ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ❖❋ ❘❊▲❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ 2✲P❊❘▼❯❚❆❇■▲■❚❨ ✸

Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ❛❧❧ ♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ❢❛✐t❤❢✉❧✳✮ ❙✉❝❤ ✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✛✲

✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✏✛✑ st❛♥❞s ❢♦r ✏❢✉❧❧② ❢❛✐t❤❢✉❧✑❀ s❡❡ ❬✶✽✱ ✷✽❪✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ↕ ✐s ❛❧s♦

❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝✱ s♦ t❤❛t C ✐s ❛ Pos✲❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡♥ ❛♥ ✛✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠❀

t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ C ✐s ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ✇✐t❤ ❛rr♦✇s ♦❢

t❤❡ t②♣❡ ↣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠s ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥

♦r❞✐♥❛r② ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶✳ ▲❡t m : X Ñ Y ❛♥❞ n : Y Ñ Z ❜❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C✳ ❚❤❡♥✿

✭✶✮ ✐❢ m ❛♥❞ n ❛r❡ ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠s✱ t❤❡♥ nm ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠❀

✭✷✮ ✐❢ nm ✐s ❛♥ ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ m ✐s ❛♥ ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠❀

✭✸✮ t❤❡ ✷✲♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❛♥ ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r ♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s ♣f : X Ñ Y, g : Z Ñ Y q ✐♥ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②

C ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ✭str✐❝t✮ ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♣f, gq ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t f④g ❛♥❞

♠♦r♣❤✐s♠s π1 : f④g Ñ X✱ π2 : f④g Ñ Z ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✑✮ s✉❝❤ t❤❛t

✭❈✶✮ fπ1 ↕ gπ2❀

✭❈✷✮ ✐t ❤❛s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt②✿ ❣✐✈❡♥ ♠♦r♣❤✐s♠s α : A Ñ X ❛♥❞ β : A Ñ Z s✉❝❤ t❤❛t

fα ↕ gβ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ①α, β② : A Ñ f④g s✉❝❤ t❤❛t π1①α, β② ✏ α ❛♥❞

π2①α, β② ✏ β ✭s❡❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✶✳✐✮ ❜❡❧♦✇✮❀

✭❈✸✮ ❢♦r ♠♦r♣❤✐s♠s α, α✶ : A Ñ X✱ β, β✶ : A Ñ Z s✉❝❤ t❤❛t fα ↕ gβ✱ fα✶ ↕ gβ✶✱ α ↕ α✶ ❛♥❞

β ↕ β✶✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ①α, β②, ①α✶, β✶② : A Ñ f④g ✈❡r✐❢② ①α, β② ↕

①α✶, β✶②❀

✭✶✳✐✮

A

α

##

β

��

①α,β②

  
f④g

π2 //

π1

��
↕

Z

g

��
X

f

// Y.

❋r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❈✷✮ ❛♥❞ ✭❈✸✮ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ♣π1, π2q ✐s ❥♦✐♥t❧② ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝✳ ■❢ C ❛❞♠✐ts

✷✲♣r♦❞✉❝ts✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ①π1, π2② : f④g ↣ X ✂ Z ✐s ❛♥ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❝♦♠❜✐♥❡s ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✷✲♣✉❧❧❜❛❝❦s❀ ❛ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❢♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❬✷✽❪✿

▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

P

p1

��

p2 // f④g

π1

��

π2 //

↕

Z

g

��
X ✶

x
// X

f

// Y

✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t sq✉❛r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t sq✉❛r❡ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r r❡❝t❛♥❣❧❡

✐s ❛ ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❧❡❢t sq✉❛r❡ ✐s ❛ 2✲♣✉❧❧❜❛❝❦✳

❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ❬✶✽✱ ✷✽❪ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ Pos✲❡♥r✐❝❤❡❞ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② t♦ t❤❛t ♦❢ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞

r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r②

✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❛ ♣✉❧❧❜❛❝❦✲st❛❜❧❡ ✭r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❬✶❪✳
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❚❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s

❛♥❞ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ✷✲♣✉❧❧❜❛❝❦✲st❛❜❧❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ C ❞❡♥♦t❡s ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s

t❤❛t ♦❢ ❛♥ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❚❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♥❡①t✳

❆ ♠♦r♣❤✐s♠ e : A Ñ B ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♦♥ ♦❜❥❡❝ts✱ ♦r s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❤❡♥ e ✐s ❧❡❢t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

t♦ ❡✈❡r② ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ m✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✜❧❧✲✐♥ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s

A
e //

u

��

B

v

��
d

~~
X //

m
// Y.

■❢ C ❤❛s ❜✐♥❛r② ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡♥ ❡✈❡r② s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❧❡❢t

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s ✇✐t❤ ❛rr♦✇s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ↠✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳ ▲❡t e : A Ñ B ❛♥❞ f : B Ñ C ❜❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ✐♥ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C✳ ❚❤❡♥✿

✭✶✮ ✐❢ e ❛♥❞ f ❛r❡ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s✱ t❤❡♥ fe ✐s ❛❧s♦ ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠❀

✭✷✮ ✐❢ fe ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ f ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❆♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❣✉❧❛r ✇❤❡♥✿

✭❘✶✮ C ❤❛s ✜♥✐t❡ ✭✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❧✐♠✐ts❀

✭❘✷✮ C ❛❞♠✐ts ❛♥ ✭s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠❀

✭❘✸✮ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ✷✲♣✉❧❧❜❛❝❦s ✐♥ C❀

✭❘✹✮ ❡✈❡r② s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❛ ❝♦✐♥s❡rt❡r✳

❚❤❡ ✭s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ✷✲♣✉❧❧❜❛❝❦s ✐♥ C✳

❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② C✱ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ❛❧s♦ st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛s ✇❡

s❤♦✇ ♥❡①t✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐ts ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝ts

f✝ ✏ f④1Y ✱ f✝ ✏ 1Y ④f ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠s λ ✏ ①1X , f② ❛♥❞ µ ✏ ①f, 1X②

X

1X

f

""
λ

$$
f✝ ✏ f④1Y

πY //

πX

��
↕

Y

1Y

X
f

// Y.

and

X

f

''

1X

µ

$$
f✝ ✏ 1Y ④f

ρX //

ρY
��

↕

X

f

��
Y

1Y
Y.

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s πX ❛♥❞ ρX ❛r❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s ✭t❤✉s✱ t❤❡② ❛r❡ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s✮✳ ■❢ f ✐s ❛♥

s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ s♦ ❛r❡ πY ❛♥❞ ρY ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛♥❞ ✉s❡s ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✳ □

▲❡♠♠❛ ✶✳✼✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♠❛

♦❜❥❡❝ts✳
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Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t f④g

f④g
π2 //

π1

��
↕

Z

g
����

X
f

// Y,

✇❤❡r❡ g ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠

f④g //

π1

����

π2

##
g✝ //

ρY
����

↕

Z

g

����
X

f

// Y
1Y

Y,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✐s ❛ ✷✲♣✉❧❧❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ♣f, gq ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳✸✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ρY ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶✳✻ ❛♥❞ π1 ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ s✐♥❝❡ C ✐s r❡❣✉❧❛r

✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✭❘✸✮✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢ ❤♦❧❞s ❢♦r f ❛♥❞ π2✳ □

❘❡♠❛r❦ ✶✳✽✳ ❲❤❡♥ C ✐s ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝ts✱ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡s✲

s❛r✐❧② st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ C✳ ❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ ❜② t❛❦✐♥❣ g ✏ 1Y ✱ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✳✻✳

✷✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r ❝♦♥t❡①t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✭✐♥t❡r♥❛❧✮ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② C ✭t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ C ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ Ord✲

❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦♥t❡①t✮✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ❡①t❡♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞

❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✉s✉❛❧ s❡♥s❡

❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥ ✏♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥✑✳

▲❡t C ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛t❡❣♦r②✳ ❆♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ R ❢r♦♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ C

✐s ❛ s♣❛♥ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣r1, r2q ✐s ❥♦✐♥t❧② ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ R✱

❞❡♥♦t❡❞ R✆✱ ✐s t❤❡ s♣❛♥ Y
r2ÐÝ R

r1ÝÑ X✳ ■❢ C ❛❞♠✐ts ❜✐♥❛r② ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡♥ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥

❛s ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ①r1, r2② : R Ñ X ✂ Y ✳ ❲❤❡♥ X ✏ Y ✱ ✇❡ s✐♠♣❧② s❛②

t❤❛t R ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ X✳

❆♥② ♠♦r♣❤✐s♠ x : A Ñ X ♦❢ C ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛ ✏❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✑ ♦❢ X✳ ●✐✈❡♥ x : A Ñ X

❛♥❞ y : A Ñ Y ✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ♣x, yq PA R✱ ♦r s✐♠♣❧② xRy ✭♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s

✇❤❡♥ t❤✐s ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❞✐❛❣r❛♠

✭✷✳✐✮

X

A

x 99

y %%

// R.

r1ee

r2yy
Y

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❆♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ X
d1ÐÝ D

d2ÝÑ Y ✐♥ C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥

✭✷✳✐✐✮ C♣W,Xq C♣W,Dq
C♣W,d1qoo

C♣W,d2q // C♣W,Y q
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✐♥ Set ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❬✷✻❪✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝tW ♦❢ C✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ♠♦r♣❤✐s♠s x, u : W Ñ X✱

y, v : W Ñ Y ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣xDy ❫ uDy ❫ uDvq ñ xDv✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ❛s

✭✷✳✐✐✐✮

x D y

u D y

u D v

x D v.

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ C ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r✐❣❤t s❡tt✐♥❣ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r

❝❛t❡❣♦r②✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ①r1, r2② : R Ñ X ✂ Y ❛♥❞

①s1, s2② : S Ñ Y ✂ Z✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ SR Ñ X ✂ Z ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

✭r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ①r1p1, s2p2② ✐♥

R✂Y S
①r1p1,s2p2② //

regular epi ((

X ✂ Z,

SR
mono

66

❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦

R✂Y S
p1

��

p2

��
R

r1

�� r2 ��

S

s1��

s2

��
X Y Z.

▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ✭❬✺❪✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s R Ñ X ✂ Y ✱ S Ñ

Y ✂ Z✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x : A Ñ X✱ z : A Ñ Z✳ ❚❤❡♥ ♣x, zq PA SR ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ b : B Ñ A ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ y : B Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣xb, yq PB R ❛♥❞

♣y, zbq PB S✳

❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐s

❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❜✐❝❛t❡❣♦r② Rel♣Cq ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ C✿

✌ ❛ ✵✲❝❡❧❧ ✐♥ Rel♣Cq ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ C❀

✌ ❛ ✶✲❝❡❧❧ ❢r♦♠ X t♦ Y ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ RÑ X ✂ Y ✱ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② R : XÑÞ Y ❀

✌ ❛ ✷✲❝❡❧❧ ❢r♦♠ R t♦ R✶ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② R ❸ R✶✱ ❛♥❞ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ R ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ R✶

✭✷✳✐✈✮
R

①r1,r2②
''

// R✶.

①r✶

1
,r✶

2
②ww

X ✂ Y

❲❡ ✇r✐t❡ R ✕ R✶ ✇❤❡♥ R ❸ R✶ ❛♥❞ R✶ ❸ R❀

✌ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✶✲❝❡❧❧ ♦♥ X ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ∆X ✏ ①1X , 1X② : X Ñ

X ✂X✳

❋r♦♠ ❬✶✹❪✱ Rel♣Cq ✐s ❛ t❛❜✉❧❛r ❛❧❧❡❣♦r②✱ ✇✐t❤ ❛♥t✐✲✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡

♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋r❡②❞✬s ♠♦❞✉❧❛r ❧❛✇s ❤♦❧❞✿ ❣✐✈❡♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s R : XÑÞ Y ✱ S : YÑÞ Z ❛♥❞

T : XÑÞ Z ✇❡ ❤❛✈❡

✭✷✳✈✮ SR❫ T ❸ S♣R❫ S✆T q

❛♥❞

✭✷✳✈✐✮ SR❫ T ❸ ♣S ❫ TR✆qR.
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●✐✈❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❛t❡❣♦r② C✱ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ♦❢ C ✐♥❞✉❝❡s t✇♦ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s

X
1XÐÝ X

f
ÝÑ Y ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f✆✱ ❛♥❞ Y

f
ÐÝ X

1XÝÑ X✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f✆✳ ■❢ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✱

❢♦r ❡✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ✐♥ C✱ f✆ ✐s ❛ ♠❛♣ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▲❛✇✈❡r❡✮ ✐♥ Rel♣Cq✱ ♠❡❛♥✐♥❣

t❤❛t ✐t ❛❞♠✐ts ❛ r✐❣❤t ❛❞❥♦✐♥t f✆✱ ✐✳❡✳ f✆ ✪ f✆✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ∆X ❸ f✆f✆ ❛♥❞ f✆f
✆ ❸ ∆Y

❤♦❧❞ ✐♥ Rel♣Cq✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❛❦✐♥❣ ❛ ♠❛♣ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y ✐♥ Rel♣Cq ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

r1 ✐s ❛ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❀ t❤✉s✱

R ✕ ♣r2q✆✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✳ ▲❡t X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y ❜❡ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② C✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦

❝❤❡❝❦ t❤❛t R ✕ ♣r2q✆♣r1q
✆ ❛♥❞ R✆ ✕ ♣r1q✆♣r2q

✆ ✭R✆ ✕ ♣♣r2q✆♣r1q
✆q✆ ✕ ♣♣r1q

✆q✆♣r2q
✆ ✕ ♣r1q✆♣r2q

✆✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡♥ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ D : XÑÞ Y ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ✇❤❡♥ DD✆D ❸ D✳ ❙✐♥❝❡ D ❸ DD✆D ❛❧✇❛②s ❤♦❧❞s✱ D ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

DD✆D ✕ D✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ✱ ♦♥❡ ❛❧✇❛②s ❤❛s f✆f
✆f✆ ✕ f✆ ❛♥❞ f✆f✆f

✆ ✕ f✆✱

✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t f✆ ❛♥❞ f✆ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳ ❆♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ X ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s✿

✌ r❡✢❡①✐✈❡ ✇❤❡♥ ♣1X , 1Xq PX R✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ e : X Ñ R s✉❝❤

t❤❛t r1e ✏ 1X ✏ r2e❀ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ∆X ❸ R❀

✌ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤❡♥ ♣r2, r1q PR R✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ s : R Ñ R s✉❝❤

t❤❛t r1s ✏ r2 ❛♥❞ r2s ✏ r1❀ ❛❧s♦ R✆ ❸ R ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ R✆ ✕ R❀

■❢ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✱ s♦ t❤❛t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❡①✐sts✱ R ✐s✿

✌ tr❛♥s✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ RR ❸ R❀

✌ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ s♦ t❤❛t

∆X ❸ R✱ R✆ ✕ R ❛♥❞ RR ✕ R ✭R ❸ RR ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ r❡✢❡①✐✈✐t② ♦❢ R✮✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✭t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢✮ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡♠ ❛❧❧ ❤❡r❡✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t

♦❢ ✭r❡❣✉❧❛r✮ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♥❡①t✳

✸✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦♥t❡①t

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ t♦ t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡s ❛♥❞

♥♦t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ C ❞❡♥♦t❡s ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳

❆ r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ C ✐s ❛ s♣❛♥ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣r1, r2q

✐s ❥♦✐♥t❧② ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ R✆ ✐s t❤❡ s♣❛♥ Y
r2ÐÝ R

r1ÝÑ X✳ ■❢ C ❛❞♠✐ts

❜✐♥❛r② ✷✲♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ①r1, r2② : R ↣ X ✂ Y ✳ ❲❤❡♥

X ✏ Y ✱ ✇❡ s✐♠♣❧② s❛② t❤❛t R ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ X✳

●✐✈❡♥ ♠♦r♣❤✐s♠s x : A Ñ X ❛♥❞ y : A Ñ Y ♦❢ C✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣x, yq PA R✱ ♦r

xRy✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ✭✷✳✐✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳ ✶✳ ❆♥② ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C

f④g
π2 //

π1

��
↕

Z

g

��
X

f

// Y,
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❣✐✈❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥X
π1ÐÝ f④g

π2ÝÑ Z s✐♥❝❡ ♣π1, π2q ✐s ❥♦✐♥t❧② ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❣✐✈❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x : AÑ X✱ z : AÑ Z✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✭✸✳✐✮ ♣x, zq PA f④g ô fx ↕ gz.

✷✳ ❲❤❡♥ f ✏ g ✏ 1X ✱ ✇❡ ✇r✐t❡ IX ✏ 1X④1X ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❜② x1, x2 : IX Ñ X✳

●✐✈❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x, x✶ : AÑ X✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣x, x✶q PA IX ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ x ↕ x✶✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠✉st ❛ss✉♠❡ C t♦ ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ●✐✈❡♥

r❡❧❛t✐♦♥s ①r1, r2② : R ↣ X ✂ Y ❛♥❞ ①s1, s2② : S ↣ Y ✂Z✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ SR ↣ X ✂Z ✐s

❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✭s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ①r1p1, s2p2② ✐♥

R✂Y S
①r1p1,s2p2② //

s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ (( ((

X ✂ Z,

SR
66 ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠

66

❣✐✈❡♥ t❤❡ ✷✲♣✉❧❧❜❛❝❦

R✂Y S
p1

��

p2

��
R

r1

�� r2 ��

S

s1��

s2

��
X Y Z.

❚❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷ ❤♦❧❞s ✐♥ C✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✏r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✲

✐s♠✑ ✐s ♥♦✇ ✏s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✑✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷ ✭❬✷✽❪✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r r❡❧❛t✐♦♥s R ↣ X✂Y ✱ S ↣ Y ✂Z✱

❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x : AÑ X✱ z : AÑ Z✳ ❚❤❡♥ ♣x, zq PA SR ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥

s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ b : B ↠ A ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ y : B Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣xb, yq PB R ❛♥❞ ♣y, zbq PB S✳

❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② C✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s

✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❣❡t ❛ ❜✐❝❛t❡❣♦r② Relff♣Cq ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ C✿

✌ ❛ ✵✲❝❡❧❧ ✐♥ Relff♣Cq ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ C❀

✌ ❛ ✶✲❝❡❧❧ ❢r♦♠ X t♦ Y ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ↣ X ✂ Y ❀

✌ ❛ ✷✲❝❡❧❧ ❢r♦♠ R t♦ R✶ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② R ❸ R✶✱ ❛♥❞ ❤♦❧❞s ✇❤❡♥ R ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ R✶ ❛s ✐♥

✭✷✳✐✈✮❀

✌ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✶✲❝❡❧❧ ♦♥ X ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥ IX ✏ 1X④1X ✱ ✐✳❡✳ ❜② t❤❡ ✛✲

♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ①x1, x2② : IX ↣ X ✂X✳

❋r♦♠ ❬✶✹❪✱ Relff♣Cq ✐s ❛ t❛❜✉❧❛r ❛❧❧❡❣♦r②✱ ✇✐t❤ ❛♥t✐✲✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡

r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋r❡②❞✬s ♠♦❞✉❧❛r ❧❛✇s st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ Relff♣Cq✿ s❡❡ ✭✷✳✈✮ ❛♥❞ ✭✷✳✈✐✮✳

✹✳ ❖r❞❡r ✐❞❡❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✈❡ s❤♦✇s t❤❛t Relff♣Cq ✐s ♥♦t t❤❡ r✐❣❤t ❜✐❝❛t❡❣♦r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ♥❛t✉r❡✱

✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✑ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛❧❧❡❞

✇❡❛❦❡♥✐♥❣✲❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✷✽❪✳ ❲❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❬✽❪ ❛♥❞ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ✭♦r❞❡r✮ ✐❞❡❛❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❆ r❡❧❛t✐♦♥ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y ✐♥ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✇❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥

❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x, x✶ : AÑ X✱ y, y✶ : AÑ Y ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✭✹✳✐✮
�
x✶
↕ x ❫ ♣x, yq PA R ❫ y ↕ y✶

✟
ñ ♣x✶, y✶q PA R.
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◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ ✐❞❡❛❧ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❙♦✱ ♣r1, r2q ✐s ❥♦✐♥t❧② ✛✲

♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ R : X í Y ❢♦r ✐❞❡❛❧s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳ ❆♥② ❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C

f④g
π2 //

π1

��
↕

Z

g

��
X

f

// Y,

❣✐✈❡s ❛♥ ✐❞❡❛❧ X
π1ÐÝ f④g

π2ÝÑ Z✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜② ❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✶✳

❆❧s♦✱ ❣✐✈❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x, x✶ : AÑ X✱ z, z✶ : AÑ Z s✉❝❤ t❤❛t x✶ ↕ x✱ ♣x, zq PA f④g ❛♥❞

z ↕ z✶✱ t❤❡♥

fx✶
↕ fx

✭✸✳✐✮
↕ gz ↕ gz✶;

✇❡ ❣❡t ♣x✶, z✶q PA f④g✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ↣ X✂Y ✐♥ Relff♣Cq ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ R ✕ IY RIX ✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ IY RIX ✐s ❛❧✇❛②s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳

■❢ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐❞❡❛❧s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Relidl♣Cq

t❤❡ ❜✐❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✐❞❡❛❧s ✐♥ C✱ ✇❤❡r❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧s IX ✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t X ♦❢ C✳

●✐✈❡♥ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C✱ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ♦❢ C ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡❧❛t✐♦♥X
1XÐÝ X

f
ÝÑ

Y ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y t✇♦

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐❞❡❛❧s f✝ ✏ f④1Y : X í Y ❛♥❞ f✝ ✏ 1Y ④f : Y í X✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t IX ❸ f✝f✝

❛♥❞ f✝f
✝ ❸ IY ✳ ❙♦✱ ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ f✝ ✪ f✝ ✐♥ Relidl♣Cq✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s✱ ✐✳❡✳ ✐❢ R : X í Y ❤❛s ❛ r✐❣❤t ❛❞❥♦✐♥t R : Y í X ✐♥ Relidl♣Cq✱ t❤❡♥ t❤❡r❡

❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ✐♥ C s✉❝❤ t❤❛t R ✕ f✝ ✭s❡❡ ❬✷✽✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✽✳❪✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ ❛♥❞ ♠♦st ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✽❪✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡

♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♦❢ ❛r❡ ♥❡✇✳ ❘❡s✉❧ts ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐❞❡❛❧s✮ ❛♥❞

✐❞❡❛❧s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❤♦❧❞ ✐♥ Relff♣Cq❀ t❤✐s ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts

♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐❞❡❛❧s ❤♦❧❞ ✐♥ Relidl♣Cq✱ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✐t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♠♦r♣❤✐s♠s f, h : X Ñ Y ❛♥❞ g : Y Ñ Z✳

❚❤❡♥✿

✭✶✮ f✝ ✕ IY f✆ ❛♥❞ f✝ ✕ f✆IY ✐♥ Relff♣Cq❀

✭✷✮ f✆ ❸ f✝ ❛♥❞ f✆ ❸ f✝ ✐♥ Relff♣Cq❀

✭✸✮ ♣gfq✝ ✕ g✝f✝❀

✭✹✮ ♣gfq✝ ✕ f✝g✝❀

✭✺✮ f ↕ hô h✝ ❸ f✝ ô f✝ ❸ h✝❀

✭✻✮ IX ❸ f✝f✝❀

✭✼✮ f✝f
✝ ❸ IY ❀

✭✽✮ f✝f✝f
✝ ✕ f✝ ❛♥❞ f✝f

✝f✝ ✕ f✝✳

❋r♦♠ ✭✸✮✱ ✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮ ✇❡ ❣❡t Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❢✉♥❝t♦rs ♣ q✝ : Cco Ñ Relidl♣Cq ❛♥❞ ♣ q
✝ : Cop Ñ

Relidl♣Cq✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♠♦r♣❤✐s♠s f : X Ñ Y ✱ g : Z Ñ Y ❛♥❞

h : X Ñ Z✳ ❚❤❡♥✿

✭✶✮ f④g ✕ g✝f✝❀

✭✷✮ f ✐s ❛♥ ✛✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ IX ✕ f④f ✕ f✝f✝❀
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✭✸✮ ✐❢ ↕ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ t❤❡♥ f ✐s ❛♥ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ IX ✕ f④f ✕ f✝f✝❀

✭✹✮ ✐❢ f ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ f✝f
✝ ✕ IY ❀

✭✺✮ ✐❢ ↕ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ t❤❡♥ f ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f✝f
✝ ✕ IY ❀

✭✻✮ ①f, h② ✐s ❛♥ ✛✲♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f✝f✝ ❫ h✝h✝ ✕ IX ❀

✭✼✮ ✐❢ ↕ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ t❤❡♥ ①f, h② ✐s ❛♥ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ f✝f✝❫h✝h✝ ✕ IX ✳

Pr♦♦❢✳ ✭✹✮ ■t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ t❤❛t f✝f
✝ ❸ IY ✳ ▲❡t ①y1, y2② : IY ↣ Y ✂Y r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

♦❢ IY ✏ 1Y ④1Y ✳ ❚❤❡♥✱ y1 ↕ y2 ✭s❡❡ ✭✸✳✐✮✮✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♣f, 1Xq PX f✝ ❛♥❞ ♣1X , fq PX f✝✱

s♦ t❤❛t ♣f, fq PX f✝f
✝✳ ■❢ f ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♣1Y , 1Y q PY f✝f

✝✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐sts

❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s

Y

Y

1Y
99

1Y %%

// f✝f
✝.

ff

xx
Y

Pr❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ ✇✐t❤ y1✱ ✇❡ ❣❡t ♣y1, y1q PIY f✝f
✝✳ ❙✐♥❝❡ y1 ↕ y2 ❛♥❞ f✝f

✝ ✐s

❛♥ ✐❞❡❛❧✱ t❤❡♥ ♣y1, y2q PIY f✝f
✝❀ t❤✐s ♠❡❛♥s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❛t IY ❸ f✝f

✝✳

✭✺✮ ❙✐♥❝❡ ♣1Y , 1Y q PY IY ✕ f✝f
✝✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ z : Z ↠ Y ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

x : Z Ñ X s✉❝❤ t❤❛t ♣z, xq PZ f✝ ❛♥❞ ♣x, zq PZ f✝ ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✷✮✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✳✐✮✱ ✇❡ ❣❡t z ↕ fx ❛♥❞

fx ↕ z✳ ❙✐♥❝❡ ↕ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t z ✏ fx✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✳✹✭✷✮ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡

t❤❛t f ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✳ □

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ ❦♥♦✇♥ ♦♥❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✺❪✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✐❞❡❛❧s R,S : X í Y ✱ T : A í B✱

❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s g : B Ñ Y ✱ f : AÑ X✱ k : Y Ñ B✱ h : X Ñ A✳ ❚❤❡♥✿

✭✶✮ g✝♣R❫ Sq ✕ g✝R❫ g✝S❀

✭✷✮ ♣R❫ Sqf✝ ✕ Rf✝ ❫ Sf✝❀

✭✸✮ k✝♣R❫ Sq ❸ k✝R❫ k✝S❀

✭✹✮ ♣R❫ Sqh✝ ❸ Rh✝ ❫ Sh✝❀

✭✺✮ g✝Tf
✝ ❸ Rô T ❸ g✝Rf✝✳

Pr♦♦❢✳ ✭✶✮ ❋r♦♠ g✝♣R❫Sq ❸ g✝R ❛♥❞ g✝♣R❫Sq ❸ g✝S✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t g✝♣R❫Sq ❸ g✝R❫g✝S✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣x, uq PU g✝R ❫ g✝S✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s

e : V ↠ U ✱ e✶ : V ✶
↠ U ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s y : V Ñ Y ✱ y✶ : V ✶ Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣xe, yq PV R✱

♣y, ueq PV g✝✱ ♣xe✶, y✶q PV ✶ S✱ ♣y✶, ue✶q PV ✶ g✝✳ ❲❡ ✉s❡ ✭✸✳✐✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t R ❛♥❞ S ❛r❡ ✐❞❡❛❧s

t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

♣♣xe, yq PV R and y ↕ gueq ñ ♣xe, gueq PV R;

♣♣xe✶, y✶q PV ✶ S and y✶ ↕ gue✶q ñ ♣xe✶, gue✶q PV ✶ S.

❙✐♥❝❡ e ❛♥❞ e✶ ❛r❡ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❡ ❣❡t ♣x, guq PU R ❛♥❞ ♣x, guq PU S✱ s♦ ♣x, guq PU R ❫ S✳

❙✐♥❝❡ ♣gu, uq PU g✝✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣x, uq P g✝♣R❫ Sq✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ✭✷✮✱ ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❢♦❧❧♦✇ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛r❡ ♦♥❧②

✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐❞❡❛❧s ✭✹✳✐✮ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❢♦r

t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥s✳

✭✺✮ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t g✝Tf
✝ ❸ R✳ ❙✐♥❝❡ T ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ t❤❡♥ T ✕ IBTIA✳ ❲❡ ❤❛✈❡

T ✕ IBTIA
Lemma 4.3♣6q

❸ g✝g✝Tf
✝f✝

assumption
❸ g✝Rf✝.
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❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t T ❸ g✝Rf✝✳ ❚❤❡♥

g✝Tf
✝

assumption
❸ g✝g

✝Rf✝f
✝

Lemma 4.3♣7q
❸ IY RIX ✕ R,

❜❡❝❛✉s❡ R ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ □

●✐✈❡♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ①r1, r2② : R ↣ X ✂ Y ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ R✝ ✏ ♣r2q✝♣r1q
✝ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ①r1, r2② : R ↣ X ✂ Y ✱ ✇❡

❤❛✈❡ R ✕ R✝✳

Pr♦♦❢✳ ❆s ❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ R ✕ ♣r2q✆♣r1q
✆ ❸ ♣r2q✝♣r1q

✝ ✏ R✝ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✸ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✭✷✮✮✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x : A Ñ X ❛♥❞ y : A Ñ Y ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t

♣x, yq PA ♣r2q✝♣r1q
✝✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ b : B ↠ A ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠

z : B Ñ R s✉❝❤ t❤❛t ♣xb, zq PB ♣r1q
✝ ❛♥❞ ♣z, ybq PB ♣r2q✝❀ ✇❡ ❣❡t xb ↕ r1z ❛♥❞ r2z ↕ yb ❢r♦♠

✭✸✳✐✮✳ ❙✐♥❝❡ ♣r1z, r2zq PB R ❛♥❞ R ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ t❤❡♥ ♣xb, ybq PB R✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ♣x, yq PA R s✐♥❝❡ b

✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ①r1, r2② : R ↣ X ✂ Y ✱ t❤❡♥

R✝ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐❞❡❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ R✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ R✝ ✕ IY RIX ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇ t❤❛t R ❸ R✝ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t

S : X í Y ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ s✉❝❤ t❤❛t R ❸ S✳ ●✐✈❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x : A Ñ X ❛♥❞ y : A Ñ Y ✱

s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♣x, yq PA ♣r2q✝♣r1q
✝✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ b : B ↠ A ❛♥❞ ❛

♠♦r♣❤✐s♠ z : B Ñ R s✉❝❤ t❤❛t ♣xb, zq PB ♣r1q
✝ ❛♥❞ ♣z, ybq PB ♣r2q✝✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s xb ↕ r1z ❛♥❞

r2z ↕ yb✱ ❜② ✭✸✳✐✮✳ ❙✐♥❝❡ ♣r1z, r2zq PB R ❛♥❞ R ❸ S✱ t❤❡♥ ♣r1z, r2zq PB S✳ ❙✐♥❝❡ S ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✱

✇❡ ❤❛✈❡ ♣xb, ybq PB S❀ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♣x, yq PA S✱ ❜❡❝❛✉s❡ b ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✳

❋♦r t❤❡ ❧❛st st❛t❡♠❡♥t✱ IY RIX ✕ IY ♣r2q✆♣r1q
✆IX ✕ ♣r2q✝♣r1q

✝✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✭✶✮✳ □

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y ✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥

Y
r2ÐÝ R

r1ÝÑ X ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ❲❤❡♥ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡

R ✕ ♣r2q✆♣r1q
✆ ❛♥❞ R✆ ✕ ♣r1q✆♣r2q

✆ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✸✮ ✐♥ Relff♣Cq✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻✱ ✇❡ ❦♥♦✇

t❤❛t R ✕ ♣r2q✝♣r1q
✝ ✏ R✝✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② R✝ ✏ ♣r1q✝♣r2q

✝ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢

t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✭✐❞❡❛❧✮ ♦❢ R ✐♥ Relidl♣Cq✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ R ✏ f ✱ ❢♦r ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ✱ t❤❡♥

R✝ ✏ ♣1Xq✝♣fq
✝ ✏ IXf✝ ✕ f✝✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ↣ X✂Y ✱ R✝ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st

✐❞❡❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ R✆✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ R✝ ✕ IY R
✆IX ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✱ s✐♥❝❡ R✝ ✏ ♣R✆q✝✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ■❢ R ↣ X ✂ Y ✱ S ↣ X ✂ Y ❛r❡ r❡❧❛t✐♦♥s

s✉❝❤ t❤❛t R ❸ S ✭✐♥ Relff♣Cq✮✱ t❤❡♥ R✝ ❸ S✝ ❛♥❞ R✝ ❸ S✝✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✳ □

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st❛t❡ ❛♥ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❋r❡②❞✬s ♠♦❞✉❧❛r ❧❛✇s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t✲

❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t✱ ✐❢ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡♥ Relidl♣Cq ✐s ❛ t❛❜✉❧❛r ❛❧❧❡❣♦r②✱ ✇✐t❤

❛♥t✐✲✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ♣ q✝✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r ✐❞❡❛❧s R : X í Y ✱ S : Y í Z ❛♥❞

T : X í Z ✇❡ ❤❛✈❡

✭✹✳✐✐✮ SR❫ T ❸ S♣R❫ S✝T q



✶✷ ▼❆❘■❆ ▼❆◆❯❊▲ ❈▲❊▼❊◆❚■◆❖ ❆◆❉ ❉■❆◆❆ ❘❖❉❊▲❖

❛♥❞

✭✹✳✐✐✐✮ SR❫ T ❸ ♣S ❫ TR✝qR.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❋r❡②❞✬s ♠♦❞✉❧❛r ❧❛✇s ✭✷✳✈✮ ❛♥❞ ✭✷✳✈✐✮ ✭✐♥ Relff♣Cq✮

❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ✐❞❡❛❧s R : X í Y ✱ S : Z í Y

❛♥❞ T : Z íW ✐♥ C✳ ❚❤❡♥ TS✆R ✕ TS✝R✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ TS✆R ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳

Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽ ✇❡ ❤❛✈❡✿ TS✝R ✕ TIY S
✆IZR ✕ TS✆R✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧ R : X í Y ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s f : U Ñ X✱ g : V Ñ Y ✐♥ ❛♥

Ord✲❝❛t❡❣♦r② C✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ S ↣ U ✂ V ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ 2✲♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ R ↣ X ✂ Y ❛❧♦♥❣ f ✂ g

S ✕ g✆Rf✆
h //

��
①s1,s2②

��

R
��
①r1,r2②

��
U ✂ V

f✂g

// X ✂ Y,

✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ■❢ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡♥ g✆Rf✆ ✕ g✝Rf✝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐♠❛❣❡

♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ T : X í X ❜② t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ f ✱ ❞❡♥♦t❡❞ f✁1♣T q✱ ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ s✉❝❤ t❤❛t f✁1♣T q ✕ f✝Tf✝✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✶✳✶✭✸✮ S ✐s ❛ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t S ✕ g✆Rf✆ ✐♥ Relff♣Cq✳ ❚♦

s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠s u, u✶ : A Ñ U ❛♥❞ v, v✶ : A Ñ V s✉❝❤ t❤❛t

♣u, vq PA S✱ u✶ ↕ u ❛♥❞ v ↕ v✶✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ α : A Ñ S s✉❝❤ t❤❛t ①s1, s2②α ✏

①u, v②✳ ❲❡ ❣❡t t❤❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ①r1, r2②hα ✏ ①fu, gv②✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ♣fu, gvq PA R✳ ❙✐♥❝❡

fu✶ ↕ fu ❛♥❞ gv ↕ gv✶✱ t❤❡♥ ♣fu✶, gv✶q PA R✱ s✐♥❝❡ R ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

♠♦r♣❤✐s♠ β : A Ñ R s✉❝❤ t❤❛t ①r1, r2②β ✏ ①fu✶, gv✶② ✏ f ✂ g①u✶, v✶②✳ ❚❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢

t❤❡ ❛❜♦✈❡ 2✲♣✉❧❧❜❛❝❦ t❤❡♥ ❣✐✈❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ γ : AÑ S s✉❝❤ t❤❛t ①s1, s2②γ ✏ ①u✶, v✶②✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s

t❤❛t ♣u✶, v✶q PA S✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ g✆Rf✆ ❸ g✝Rf✝ ❜② ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✭✷✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱

s✉♣♣♦s❡ t❤❛t u : A Ñ U ❛♥❞ v : A Ñ V ❛r❡ ♠♦r♣❤✐s♠s s✉❝❤ t❤❛t ♣u, vq PA g✝Rf✝✳ ❆♣♣❧②✐♥❣

▲❡♠♠❛ ✸✳✷ t✇✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s b : B ↠ A ❛♥❞ c : C ↠ B✱ ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s x : B Ñ X✱

y : C Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣ubc, xcq PC f✝✱ ♣xc, yq PC R ❛♥❞ ♣y, vbcq PC g✝✳ ❲❡ ❣❡t fubc ↕ xc ❛♥❞

y ↕ gvbc ❜② ✭✸✳✐✮❀ t❤✉s ♣fubc, gvbcq PC R✱ s✐♥❝❡ R ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t bc ✐s ❛♥

s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ ✭▲❡♠♠❛ ✶✳✹✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣fu, gvq PA R✳ ❚♦ ✜♥✐s❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣u, fuq PA f✆✱

♣fu, gvq PA R ❛♥❞ ♣gv, vq PA g✆✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t ♣u, vq PA g✆Rf✆✳ □

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✸✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧ S : U í V ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s

f : U Ñ X✱ g : V Ñ Y ✳ ❚❤❡ ✭s♦✲♠♦r♣❤✐s♠✱ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ f ✂ g①s1, s2②

S
h // //

��
①s1,s2②

��

R
��
①r1,r2②

��
U ✂ V

f✂g

// X ✂ Y,

❣✐✈❡s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ↣ X ✂ Y ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ U ✏ V ❛♥❞

f ✏ g✱ s✉❝❤ ❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡ ♦❢ S ✉♥❞❡r f ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡

♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧✳
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❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ S ✏ IU ✱ f ✏ 1U ❛♥❞ g : U Ñ Y ✐s ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ C

IU
h // //

��
①u1,u2②

��

R ✕ g✆IU
��
①r1,r2②
��

U ✂ U
1U✂g

// U ✂ Y.

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t R ✕ g✆IU ✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠s u : A Ñ U ✱ y : A Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣u, yq PA

g✆IU ✱ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ b : B ↠ A ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ u : B Ñ U s✉❝❤ t❤❛t

B
ub

**

u

44

↕

b
���� ÷

U

g

��
A

y
// Y ;

❤❡r❡ gu ✏ yb ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✷✮✳ ■❢ g ✐s ❛♥ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✜❧❧✲✐♥ ♣r♦♣❡rt②

❣✐✈❡s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ d : A Ñ U s✉❝❤ t❤❛t y ✏ gd✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ y ♠✉st ❢❛❝t♦r t❤r♦✉❣❤ g✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ s❤♦✇ t❤❛t g✆IU ✐s ♥♦t ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ●✐✈❡♥ ❛♥♦t❤❡r ♠♦r♣❤✐s♠ y✶ : A Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t

y ↕ y✶✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ ✇❤② y✶ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❢❛❝t♦r t❤r♦✉❣❤ g✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❦❡ g t♦ ❜❡ t❤❡

✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ①z1, z2② : IZ ↣ Z ✂ Z ❛♥❞ y ✏ ①y1, y2② : A Ñ Z ✂ Z✳ ❚♦ ❤❛✈❡ y ❢❛❝t♦r t❤r♦✉❣❤

g ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣y1, y2q PA IZ ✱ ✐✳❡✳ y1 ↕ y2✳ ■❢ y
✶ ✏ ①y✶1, y

✶
2② : A Ñ Z ✂Z ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠♦r♣❤✐s♠ s✉❝❤

t❤❛t y ↕ y✶✱ t❤❡♥ y1 ↕ y✶1 ❛♥❞ y2 ↕ y✶2✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t y✶1 ↕ y✶2✱ s♦ t❤❛t y✶ ♠❛② ♥♦t

❢❛❝t♦r t❤r♦✉❣❤ g✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥t ❤♦❧❞s ❢♦r S ✏ IU ❛♥❞ f ✏ g : U Ñ Y ✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡ R ✕ g✆IUg
✆✳ ❚♦ ❤❛✈❡

♣u, yq PA g✆IUg
✆ ✇❤❡♥ g ✐s ❛♥ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ st✐❧❧ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t y ❢❛❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ g✳ ❚❤✐s s❤♦✇s

t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛♥ ✐❞❡❛❧✳

✺✳ ▼❛❧✬ts❡✈ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦♥t❡①t

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬✻✱ ✼✱ ✺❪ t❤❛t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❡✈❡r②

♦r❞✐♥❛r② r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ R : XÑÞ X ✐♥ C ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s❦s

❢♦r t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② C t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r ♦r ❥✉st ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦♥ ♦r❞✐♥❛r②

r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ C✱ ❛s

✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶❀ s❡❡ ❛❧s♦ ✭✷✳✐✐✐✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❛♥♦t❤❡r

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✭s❡❡ ❬✻✱ ✼✱ ✺❪✮✳ ❆ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ♦r❞✐♥❛r②

r❡❧❛t✐♦♥ D : XÑÞ Y ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻ ❢r♦♠ ❬✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s s❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r

▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐s❡ r❡❣✉❧❛r ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✭✐✮ ❢♦r ❛♥② ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S : XÑÞ X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X✱ RS ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r②

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ X❀

✭✐✐✮ RS ✕ SR✱ ❢♦r ❛♥② ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s R,S : XÑÞ X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X❀

✭✐✐✐✮ RS ✕ SR ❢♦r ❛♥② ♦r❞✐♥❛r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❦❡r♥❡❧ ♣❛✐rs ♦❢ s♦♠❡

♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥ C✮ R,S : XÑÞ X❀

✭✐✈✮ ❡✈❡r② ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ D : XÑÞ Y ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ✐✳❡✳ DD✆D ✕ D❀
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✭✈✮ ❡✈❡r② ♦r❞✐♥❛r② r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ R : XÑÞ X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✐s ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥❀

✭✈✐✮ ❡✈❡r② ♦r❞✐♥❛r② r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ R : XÑÞ X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡❀

✭✈✐✐✮ ❡✈❡r② ♦r❞✐♥❛r② r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ R : XÑÞ X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❆♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ✐❞❡❛❧ D : X í

Y s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✿ ❣✐✈❡♥ ♠♦r♣❤✐s♠s x, u, u✶ : AÑ X✱ y, y✶, v : AÑ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣x, yq PA D✱

y ↕ y✶✱ ♣u, y✶q PA D✱ u ↕ u✶ ❛♥❞ ♣u✶, vq PA D✱ t❤❡♥ ♣x, vq PA D✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♠❛② ❜❡ ♣✐❝t✉r❡❞

❛s

✭✺✳✐✮

x D y

↕

u D y✶

↕

u✶ D v

x D v.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡♥ ❛♥② Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ C ✐s ❛♥ Ord✲

▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

Pr♦♦❢✳ ❆♥② r❡❧❛t✐♦♥ D ↣ X ✂ Y ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ■❢ D ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡

t♦♣ ♣❛rt ♦❢ ✭✺✳✐✮✱ ✇❡ ❣❡t xDy✶ ❛♥❞ uDv✳ ❚❤❡♥

x D y✶

u D y✶

u D v

x D v

❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ D✳ □

■❢ C ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② ✭s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ C✮ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✭✺✳✐✮ ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s DD✆D ✕ D✱ ✐♥ t❤❡ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r

❝♦♥t❡①t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ①d1, d2② : D ↣ X ✂ Y

✐♥ C✳ ❚❤❡♥ D s❛t✐s✜❡s ✭✺✳✐✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ D ✕ DD✝D ✕ DD✆D✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ DD✝D ✕ DD✆D ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t D s❛t✐s✜❡s ✭✺✳✐✮✳ ❲❡

❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ D ❸ DD✆D ❸ DD✝D✱ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✳ ◆❡①t✱ ❝♦♥s✐❞❡r x : A Ñ X ❛♥❞ y : A Ñ Y

s✉❝❤ t❤❛t ♣x, yq PA DD✝D✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷ t✇✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐st s♦✲♠♦r♣❤✐s♠s b : B ↠ A ❛♥❞

c : C ↠ B✱ ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s x : B Ñ X✱ y : C Ñ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣xbc, yq PC D✱ ♣y, xcq PC D✝ ❛♥❞

♣xc, ybcq PC D✳ ❙✐♥❝❡ D✝ ✏ ♣d1q✝♣d2q
✝✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ w : W ↠ C ❛♥❞ ❛

♠♦r♣❤✐s♠ z : W Ñ D s✉❝❤ t❤❛t ♣yw, zq PW ♣d2q
✝ ❛♥❞ ♣z, xcwq PW ♣d1q✝✱ ❛❣❛✐♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳

❙♦✱ yw ↕ d2z ❛♥❞ d1z ↕ xcw ❜② ✭✸✳✐✮✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

xbcw D yw

↕

d1z D d2z↕

xcw D ybcw

xbcw D ybcw.

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t bcw ✐s ❛♥ s♦✲♠♦r♣❤✐s♠ ✭▲❡♠♠❛ ✶✳✹✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣x, yq PA D✳
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❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ DD✝D ❸ D✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ ❛s ✐♥

✭✺✳✐✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t D ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♣♣x, yq PA D ❫ y ↕ y✶q ñ ♣x, y✶q PA D;

♣y✶, uq PA D✆ ❸ D✝ ñ ♣y✶, uq P D✝;

♣u ↕ u✶ ❫ ♣u✶, vq PA Dq ñ ♣u, vq PA D.

❙♦✱ ♣x, vq PA DD✝D ❸ D❀ t❤✉s ♣x, vq PA D✳ □

▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ◆❡①t ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷

❤♦❧❞s✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥s ❢♦r r❡❣✉❧❛r Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❚♦ ❞♦ s♦ ✇❡ ♠✉st

❣✐✈❡ t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ✭❡✛❡❝t✐✈❡✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻ ✭❬✶✽❪✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ R : X í X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✇❤✐❝❤

✐s r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♦♥ X✳ ❆ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ R ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❤❡♥

R ✕ f④f ✕ f✝f✝✱ ❢♦r s♦♠❡ ♠♦r♣❤✐s♠ f : X Ñ Y ✐♥ C✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✼ ✭s❡❡ ❬✷✽❪✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ R : X í X ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

IX ❸ R✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ R ✐s ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ IX ❸ R ❛♥❞ R ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ R ✐s r❡✢❡①✐✈❡✱ t❤❡♥ ∆X ❸ R✳ ❍❡♥❝❡✱ IX ✕ IX∆X ❸ IXR ✕ R✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱

∆X ❸ IX ❸ R❀ t❤✉s R ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✮✳ □

❘❡♠❛r❦ ✺✳✽✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ R : X í X ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② s♦rt ♦❢ s②♠♠❡tr② ❢♦r R✳

❙②♠♠❡tr② ♦❢ R ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t R✆ ✕ R✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛❧s❡ ❢♦r ✐❞❡❛❧s ✭s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✽✮✳ ❆s

❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✭✈✐✐✮❀ ❛❧s♦

st❛t❡♠❡♥ts ✭✈✮ ❛♥❞ ✭✈✐✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ♦r❞✐♥❛r②

r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢♦r ❢r❡❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❬✷✸❪ ✭s❡❡ ❬✶✺✱ ✺❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

♦❢ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ n✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r②✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ 2✲♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✾✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ r❡❣✉❧❛r Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

✭✐✮ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s R,S : X í X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X✱ RS ✐s ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♦♥ X❀

✭✐✐✮ RS ✕ SR✱ ❢♦r ❛♥② ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s R,S : X í X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X❀

✭✐✐✐✮ RS ✕ SR✱ ❢♦r ❛♥② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s R,S : X í X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X❀

✭✐✈✮ ❡✈❡r② ✐❞❡❛❧ X
d1ÐÝ D

d2ÝÑ Y ✐s s✉❝❤ t❤❛t DD✝D ✕ D❀

✭✈✮ ❡✈❡r② r❡✢❡①✐✈❡ ✐❞❡❛❧ R : X í X ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✐s ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ r❡✢❡①✐✈✐t② ♦❢ R ❛♥❞ S ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s

X

X

1X 99

1X %%

eR // R

r1ee

r2yy
X

and

X

X

1X 99

1X %%

eS // S.

s1ee

s2yy
S

✭✐✮ ñ ✭✐✐✮ ■❢ RS ✐s ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡✿ RSRS ❸ RS✳ ❲❡ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✺✭✺✮

❛♥❞ ✹✳✻✱ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣1Xq
✝ ✕ IX ✕ ♣1Xq✝ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐♥ Relidl♣Cq
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t♦ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

RSRS ❸ RS ô ♣r2q✝♣r1q
✝SR♣s2q✝♣s1q

✝ ❸ RS

ô ♣r1q
✝SR♣s2q✝ ❸ ♣r2q

✝RS♣s1q✝

ñ ♣eRq
✝♣r1q

✝SR♣s2q✝♣eSq✝ ❸ ♣eRq
✝♣r2q

✝RS♣s1q✝♣eSq✝

ô ♣r1eRq
✝SR♣s2eSq✝ ❸ ♣r2eRq

✝RS♣s1eSq✝

ô SR ❸ RS.

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ RS ❸ SR❀ t❤✉s RS ✕ SR✳

✭✐✐✮ ñ ✭✐✐✐✮ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳

✭✐✐✐✮ ñ ✭✐✈✮ ❲❡ ❤❛✈❡ DD✝D ✕ ♣d2q✝♣d1q
✝♣d1q✝♣d2q

✝♣d2q✝♣d1q
✝✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✲

✐t✐♦♥ ♦❢ D✝✳ ❙✐♥❝❡ ♣d1q
✝♣d1q✝ ❛♥❞ ♣d2q

✝♣d2q✝ ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡s✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠✲

♠✉t❡s✳ ❲❡ ❣❡t DD✝D ✕ ♣d2q✝♣d2q
✝♣d2q✝♣d1q

✝♣d1q✝♣d1q
✝ ✕ ♣d2q✝♣d1q

✝ ✕ D ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✭✽✮✮✳

✭✐✈✮ ñ ✭✈✮ ■❢ R ✐s ❛ r❡✢❡①✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ s♦ ✐s R✝❀ t❤✉s IX ❸ R✝✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✺✳✼✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦

♣r♦✈❡ t❤❛t R ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡✿ RR ✕ RIXR ❸ RR✝R ✕ R✳

✭✈✮ ñ ✭✐✮ ❙✐♥❝❡ R ❛♥❞ S ❛r❡ r❡✢❡①✐✈❡✱ t❤❡♥ s♦ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ RS✳ ❇② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ RS ✐s ❛

❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ □

✻✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳ ❆♥② Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ❜② Pr♦✲

♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ♦❢ ✭❛❜❡❧✐❛♥✮ ❣r♦✉♣s✱ r✐♥❣s✱ ♠♦❞✉❧❡s ♦✈❡r ❛ r✐♥❣✱ ❇♦♦❧❡❛♥

❛❧❣❡❜r❛s✱ ❍❡②t✐♥❣ ❛❧❣❡❜r❛s ❛r❡ s✉❝❤✳ ❆s ♥♦♥✲✈❛r✐❡t❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t✲

❛r② ✭♣r❡✮t♦♣♦s ♦r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡s❡ ✭❛♥❞ ♠♦r❡✮ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬✺✱ ✼✱ ✷❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷✳ ▲❡t Monlc ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦♥♦✐❞s ✇✐t❤ ❧❡❢t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ ❛❞❞✐t✐✈❡

♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ♠♦♥♦✐❞s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❜❡❧✐❛♥✳ ❇② ❧❡❢t ❝❛♥❝❡❧❧❛✲

t✐♦♥ ✇❡ ♠❡❛♥✿ a � b ✏ a � c ñ b ✏ c✱ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts a, b, c✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t Monlc ✐s

♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ↕ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ N0 ✐s ♥♦t ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

7 ↕ 8

5 ↕ 8

5 ↕ 6

❛❧t❤♦✉❣❤ 7 ➛ 6✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ Monlc ❛❞♠✐ts ❛♥ Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈

❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥ ❡❛❝❤ Monlc♣X,Y q t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

✭✻✳✐✮ f ↕ g ô ❅x P X, ❉♣!qyx P Y : f♣xq � yx ✏ g♣xq.

◆♦t❡ t❤❛t✿

✌ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② s✉❝❤ yx ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ x P X❀

✌ t❤❡ ③❡r♦ ♠♦r♣❤✐s♠ 0: X Ñ Y ✐s s✉❝❤ t❤❛t 0 ↕ f ✱ ❢♦r ❛♥② f : X Ñ Y ✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s Ord✲❝❛t❡❣♦r② ❜② Monlc✳

▲❡t ①d1, d2② : D ↣ X✂Y ❜❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✐♥ Monlc ❛♥❞ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠s f, h, h✶ : AÑ X

❛♥❞ g, g✶, k : AÑ Y s✉❝❤ t❤❛t

✭✻✳✐✐✮

f D g

↕

h D g✶

↕

h✶ D k
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❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t fDk✳ ❋r♦♠ ♣f, gq PA D ❛♥❞ 0 ↕ f ✱ t❤❡♥ ♣0, gq PA D✱ s✐♥❝❡ D ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳

❙✐♥❝❡ ①d1, d2② ✐s ❛♥ ✛✲✭♠♦♥♦✮♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s

✭✻✳✐✐✐✮

X

A

f

DD

0

99

↕

g

��

α
--

β

22

↕

D

d1

``

d2

~~
Y

✭✇❤❡r❡ ①d1, d2②α ✏ ①0, g② ❛♥❞ ①d1, d2②β ✏ ①f, g②✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t α ↕ β✳ ❇② ✭✻✳✐✮ t❤✐s ♠❡❛♥s

t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t a ♦❢ A✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t δa ✐♥ D s✉❝❤ t❤❛t α♣aq � δa ✏ β♣aq✳ ▲❡t

δa ✏ ♣δ1a, δ
2
aq✱ ❢♦r ❡❛❝❤ a✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ★

0� δ1a ✏ f♣aq

g♣aq � δ2a ✏ g♣aq.

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t δ1a ✏ f♣aq ❛♥❞ δ2a ✏ 0 ✭❜② ❧❡❢t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥✮✱ ❢♦r ❡❛❝❤ a✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣f♣aq, 0q P D✱

❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t a ✐♥ A✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣h✶, kq PA D ❛♥❞ 0 ↕ h✶ ❣✐✈❡s ♣0, kq PA D✱ s✐♥❝❡ D

✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ♣0, k♣aqq P D✱ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t a ✐♥ A✳ ❙✐♥❝❡ D ✐s ❛ s✉❜♠♦♥♦✐❞ ♦❢ X ✂ Y ✱ ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣f♣aq, 0q � ♣0, k♣aqq ✏ ♣f♣aq, k♣aqq P D✱ ❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t a ✐♥ A✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t

fDk✱ ❛s ❞❡s✐r❡❞✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ❜② f ↕ g ô ❅x P X, ❉♣!qyx P Y : f♣xq ✏ g♣xq � yx. ■♥

t❤❛t ❝❛s❡ f ↕ 0 ❢♦r ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f ✳ ❙✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦♥♦✐❞s ✇✐t❤

r✐❣❤t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳ ▲❡t GMon ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❣r❡❣❛r✐♦✉s ♠♦♥♦✐❞s✳ ❆ ♠♦♥♦✐❞ ♣X,�, 0q ✐s ❝❛❧❧❡❞

❣r❡❣❛r✐♦✉s ✇❤❡♥✿

❅x P X, ❉ux, vx P X : ux � x� vx ✏ 0.

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦♥♦✐❞ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❜❡❧✐❛♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t

GMon ✐s ♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦♥♦✐❞ M ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts x ❛♥❞ y✱

✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② x� y ✏ 0✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t M ✏ tmy � nx : m,n P N0✉✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛

❣r❡❣❛r✐♦✉s ♠♦♥♦✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ❣r♦✉♣✳ ■t ✐s ❣r❡❣❛r✐♦✉s s✐♥❝❡

❅my � nx P M, ❉mx, ny P M : mx� ♣my � nxq � ny ✏ 0.

■t ✐s ♥♦t ❛ ❣r♦✉♣ s✐♥❝❡ y � x✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❤❛s ♥♦ s②♠♠❡tr✐❝ ✭s❡❡ ❬✷✱ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✳✾✳✹❪✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ D ♦♥ M ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❞✉❡ t♦

❆♥❞r❡❛ ▼♦♥t♦❧✐✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉❜♠♦♥♦✐❞

D ✏ t♣my � nx,my � nxq : m,n P N0✉ ❨ t♣my � nx, ♣m� 1qy � ♣n� 1qxq : m,n P N0✉

♦❢ M ✂M ✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❣r❡❣❛r✐♦✉s ♠♦♥♦✐❞✱ s♦ t❤❛t D ↣ M ✂M ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥

♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ GMon✳ ■t ✐s ♥♦t ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

x D 2x

2x D 2x

2x D 3x

❛❧t❤♦✉❣❤ xD④ 3x✳
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❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❛♠❡ Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷❀ ❧❡t GMon ❞❡♥♦t❡ t❤✐s Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❲❡

s❤♦✇ t❤❛t GMon ✐s ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ♥❡①t✳ ▲❡t D : X í Y ❜❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✐♥ GMon ❛♥❞

s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠s f, h, h✶ : AÑ X ❛♥❞ g, g✶, k : AÑ Y s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✻✳✐✐✮

❤♦❧❞✳ ❙✐♥❝❡ ♣f, gq PA D✱ t❤❡♥ ♣f♣aq, g♣aqq P D✱ ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts a ✐♥ A✳ ❇❡✐♥❣ ❣r❡❣❛r✐♦✉s✱ t❤❡r❡

❡①✐st ❡❧❡♠❡♥ts ua, va P A s✉❝❤ t❤❛t ua� a� va ✏ 0✱ ❢♦r ❡❛❝❤ a✳ ❆s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇

t❤❛t ♣0, gq PA D✳ ❙♦✱ ❡❛❝❤ ♣0, g♣uaqq, ♣0, g♣vaqq P D✳ ❲❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

♣0, g♣uaqq � ♣f♣aq, g♣aqq � ♣0, g♣vaqq ✏ ♣f♣aq, g♣ua � a� vaqq ✏ ♣f♣aq, 0q P D, ❅a P A.

❯s✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t fDk✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② OrdGrp ♦❢ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦✲

♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣ ✐s ❛ ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❜❡❧✐❛♥✮ ❣r♦✉♣ ♣X,�, 0q ❡q✉✐♣♣❡❞

✇✐t❤ ❛ ♣r❡♦r❞❡r ↕ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡

x ↕ y, u ↕ v ñ x� u ↕ y � v,

❢♦r ❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts x, y, u, v P X❀ t❤❡✐r ♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠s✳ ◆♦t❡

t❤❛t t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♣X,�, 0q ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡

s✉❜♠♦♥♦✐❞ ♦❢ X✱ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ PX ✏ tx P X : 0 ↕ x✉✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✶❪ t❤❛t OrdGrp ✐s ♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥

Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❢♦r OrdGrp t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❆ s✐♠✐❧❛r st✉❞② ✇❛s ❞♦♥❡

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✐t② ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✐t② ❢♦r ♦r❞❡r❡❞

✭❛❜❡❧✐❛♥✮ ❣r♦✉♣s ✕ s❡❡ ❬✶✷❪✳

■♥ OrdGrp t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♣r❡♦r❞❡r ♦♥ ♠♦r♣❤✐s♠s tr✐✈✐❛❧✐s❡s❀ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s✱ ❢♦r ♠♦r♣❤✐s♠s

f, g : X Ñ Y ✱ f ↕ g ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ x P X✱ f♣xq ↕ g♣xq✱ t❤❡♥ ❛❧s♦ f♣✁xq ↕ g♣✁xq✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

↕ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤❛t ✐s✱ f ↕ g ♦♥❧② ✐❢ f ✒ g✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ Ord✲❝❛t❡❣♦r② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤✐s

♣r❡♦r❞❡r ✐s ♥♦t ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✉s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

OrdGrp ✐s ♥♦t ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♦r❞❡r r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ♠♦r♣❤✐s♠s

f, g : X Ñ Y ♦❢ OrdGrp✱

✭✻✳✐✈✮ f ↕ g ô ❅x P PX , f♣xq ↕ g♣xq.

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✭♣r❡✮❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ♦❢ OrdGrp♣X,Y q✱ ❢♦r

❛♥② ♣r❡♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣s X ❛♥❞ Y ✱ ❛♥❞ s♦ t❤✐s ❞❡✜♥❡s ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② OrdGrp✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ 0 ↕ f ✱ ❢♦r ❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠ f ✐♥ OrdGrp✳

❆♥② ✐❞❡❛❧ D : X í Y ✐♥ OrdGrp ✐s s✉❝❤ t❤❛t D ✕ X ✂ Y ✱ ❛s ❛ ❣r♦✉♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❣r♦✉♣ A ✏ ♣X ✂ Y, t♣0, 0q✉q ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ♣0, 0q✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠s

0X : X ✂ Y Ñ X ❛♥❞ 0Y : X ✂ Y Ñ Y ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ♣0X , 0Y q PA D✳ ❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

πX : X✂Y Ñ X ❛♥❞ πY : X✂Y Ñ Y ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t πX ↕ 0X ❛♥❞ 0Y ↕ πY ✳ ❙✐♥❝❡ D ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣πX , πY q PA D✱ ✐✳❡✳ D ✕ X ✂ Y ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ D ✐♥ OrdGrp ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦♥ X ✂ Y ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛♣

♣D ✕ X ✂ Y, PDq
1X✂Y // ♣X ✂ Y, PX✂Y ✏ PX ✂ PY q.

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠♦r♣❤✐s♠s f, h, h✶ : ♣A,PAq Ñ ♣X,PXq ❛♥❞ g, g✶, k : ♣A,PAq Ñ ♣Y, PY q s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✻✳✐✐✮ ❤♦❧❞✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t fDk✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦✲

♠♦r♣❤✐s♠ ①f, k② : A Ñ D ✕ X ✂ Y ✳ ❚♦ ❤❛✈❡ fDk✱ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦r♣❤✐s♠ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛

♠♦♥♦t♦♥❡ ♠❛♣✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t a P PA✱ ✇❡ ♠✉st ♣r♦✈❡ t❤❛t ♣f♣aq, k♣aqq P PD✳
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❋r♦♠ ❞✐❛❣r❛♠ ✭✻✳✐✐✐✮ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ①0, g② ↕ ①f, g②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧

♣♦s✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts a P PA✱ ♣0, g♣aqq ↕ ♣f♣aq, g♣aqq❀ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♣f♣aq, 0q P PD✱ ❢♦r ❡❛❝❤ a P PA✳

❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❛t ♣0, kq P♣A,PAq D✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣0, k♣aqq P PD ❢♦r ❡❛❝❤ a P PA✳

❙✐♥❝❡ PD ✐s ❛ s✉❜♠♦♥♦✐❞ ♦❢ D✱ ✇❡ ❣❡t ♣f♣aq, 0q � ♣0, k♣aqq ✏ ♣f♣aq, k♣aqq P PD✱ ❢♦r ❡❛❝❤ a P PA✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ✭✻✳✐✐✮✳ ❋r♦♠

t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ↕✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ✈❡r② str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ 0 ↕ f ✱ ❢♦r ❛♥② f : X Ñ Y ✳

❚❤✐s ❦❡② ♣r♦♣❡rt② ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡s t❤❡ ✐ss✉❡ ♦♥ ✐ts ♦✇♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✺✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❬✶✻✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✶❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✷✶❪✮ t❤❛t ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ♣✉❧❧❜❛❝❦s

❛♥❞ ❡q✉❛❧✐s❡rs ✐s ✇❡❛❦❧② ▼❛❧✬ts❡✈ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r② str♦♥❣ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❇② str♦♥❣ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Y s✉❝❤ t❤❛t ♣r1, r2q ✐s

❥♦✐♥t❧② str♦♥❣❧② ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ✇❡❛❦❧② ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❛♥ Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t s✉❝❤

t❤❛t ❡✈❡r② ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s str♦♥❣ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✻✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸❪✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♣V ✲Catqop✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✉♥✐t❛❧ ❛♥❞

✐♥t❡❣r❛❧ q✉❛♥t❛❧❡ V ✏ ♣V,↕,❜, kq✱ ✐s ✇❡❛❦❧② ▼❛❧✬ts❡✈✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ q✉❛s✐✈❛r✐❡t② ✭s❡❡ ❬✷✺✱ ✶✵❪✮✱

❤❡♥❝❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✸❪ t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧

s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ V❫✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♣V ✲Catqop ❤❛s

❛ ♥❛t✉r❛❧ Ord✲❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❣✐✈❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② V ✲❢✉♥❝t♦r f : X Ñ Y ✱ ❜② f ↕ g ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ x P X✱

Y ♣f♣xq, g♣xqq ✏ k✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s f : X Ñ Y ✐♥ ♣V ✲Catqop ❛r❡

❡①❛❝t❧② s✉r❥❡❝t✐✈❡ V ✲❢✉♥❝t♦rs Y Ñ X✱ ✇❤✐❧❡ ❛ str♦♥❣ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ❛ ✜♥❛❧ s✉r❥❡❝t✐♦♥✱ s♦

t❤❛t X♣x, x✶q ✏
➎✥

Y ♣y, y✶q; y P f✁1♣xq, y✶ P f✁1♣x✶q
✭
✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✛✲♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞

t♦ ❜❡ str♦♥❣✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♣V ✲Catqop ✐s ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱

✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✇❡ s❤♦✇ ♥❡①t t❤❛t ❛ V ✲❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛♥ Ord✲❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t

✐♥ ♣V ✲Catqop ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ V❫✲❝❛t❡❣♦r②✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤✐s ✇❛② t❤❛t ♣V ✲Catqop ✐s ♥♦t

❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r②✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ♣V ✲Catqop ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r②✳ ❍❡r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

R✝ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ R✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦❝♦♠♠❛ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X✿

X

X

ι1 ##

↕ X

ι2{{
X ❵X

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t X ❵ X ❤❛s ❛s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❡t X � X ✏ X ✂ t1✉ ❨X ✂ t2✉✱

✇❤❡r❡ X ❵X♣♣x, iq, ♣x✶, jqq ✐s ❡✐t❤❡r X♣x, x✶q ✐❢ i ↕ j✱ ♦r ❑ ✭✐❢ i ✏ 2 ❛♥❞ j ✏ 1✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛
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r❡❧❛t✐♦♥ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Z✱ R✝ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠

X Z

X

ι1

--

ι1 ##

↕ X

ι2yy

r1

&&

Z
r2

xx
ι1 %%

↕ Z

ι3

qq

ι2||
X ❵X ✶

1�r1 %%

R ✷

ι2xx ι1 &&

Z ❵ Z

r2�1yy
X ❵R ✸

ι12 &&

R❵ Z

ι23xx
X ❵R❵ Z

✇❤❡r❡ ✶ ✱ ✷ ✱ ✸ ❛r❡ ♣✉s❤♦✉ts✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❡t ♦❢ X ❵R ✐s X �R✱ ✇✐t❤

♣X ❵Rq♣w,w✶q ✏

✩✬✬✬✫
✬✬✬✪

X♣w,w✶q ✐❢ w,w✶ P X

R♣w,w✶q ✐❢ w,w✶ P R

R♣r1♣wq, w
✶q ✐❢ w P X, w✶ P R

❑ ✐❢ w P R,w✶ P X.

▲✐❦❡✇✐s❡ ❢♦r R❵Z ❛♥❞ X ❵R❵Z✳ ◆♦✇ R✝ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ✭❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ str♦♥❣ ♠♦♥♦♠♦r✲

♣❤✐s♠✮✲❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ♣ ι1ι3 q : X � Z Ñ X ❵R ❵ Z✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❡t

♦❢ R✝ ✐s X � Z✱ ✇✐t❤ R✝♣w,w
✶q ✏ ♣X ❵R❵ Zq♣w,w✶q❀ t❤❛t ✐s✱

R✝♣w,w
✶q ✏

✩✬✬✬✫
✬✬✬✪

X♣w,w✶q ✐❢ w,w✶ P X

Z♣w,w✶q ✐❢ w,w✶ P Z

R♣r1♣wq, r2♣w
✶qq ✐❢ w P X, w✶ P Z

❑ ✐❢ w P Z, w✶ P X.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✼✳ ❆ V ✲❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛♥ Ord✲❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ♣V ✲Catqop ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❛

s②♠♠❡tr✐❝ V❫✲❝❛t❡❣♦r②✳

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ♣r♦♦❢ t❤❡ ❝❧❛✐♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✹✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ V ✲❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ D ❜❡

t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✐✮✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ♠❛♣ h : D✝ Ñ Y

♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡✱ s♦ t❤❛t h ✏ ♣ π1

π1
q✱ ✐s ❛ V ✲❢✉♥❝t♦r✿

Y ✂ Y ✂ Y

D

m
gg

D✝
e✶

oo

h

  
♣Y ✂ Y q � ♣Y ✂ Y q

♣π1 π2 π2

π2 π2 π1
q

OO

e

77

id

44

♣π1

π1
q

// Y

❍❡r❡ e✶♣y1, y2q ✏ e♣y1, y2q ✏ ♣y1, y2, y2q ✐❢ ♣y1, y2q ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛♥❞✱ ❛♥❞

e✶♣y1, y2q ✏ e♣y1, y2q ✏ ♣y2, y2, y1q ✐❢ ♣y1, y2q ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥ h ✐s ❛ V ✲❢✉♥❝t♦r ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣y1, y2q, ♣y
✶
1, y

✶
2q ✐♥ ♣Y ✂ Y q � ♣Y ✂ Y q✱

✭✻✳✈✮ D✝♣♣y1, y2q, ♣y
✶
1, y

✶
2qq ↕ Y ♣y1, y

✶
1q.
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❲❤❡♥ ♣y1, y2q ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✜rst s✉♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣y✶1, y
✶
2q ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t❤✐s ♠❡❛♥s✱

s✐♥❝❡ D✝♣♣y1, y2q, ♣y
✶
1, y

✶
2qq ✏ D♣♣y1, y2, y2q, ♣y

✶
2, y

✶
2, y

✶
1qq✱

✭✻✳✈✐✮ Y ♣y1, y
✶
2q ❫ Y ♣y2, y

✶
2q ❫ Y ♣y2, y

✶
1q ↕ Y ♣y1, y

✶
1q.

❚❛❦✐♥❣ y1 ✏ y✶2 t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② tr❛♥s❧❛t❡s t♦

Y ♣y2, y1q ❫ Y ♣y2, y
✶
1q ↕ Y ♣y1, y

✶
1q,

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Y ❜❡✐♥❣ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ V❫✲❝❛t❡❣♦r② ✭s❡❡ ❬✶✸✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹❪✮✳

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t♦ s❤♦✇ t❤❛t h ✐s ❛ V ✲❢✉♥❝t♦r ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t Y ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ V❫✲❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❡

♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✻✳✈✮ ✐s tr✐✈✐❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❜✉t ✇❤❡♥ ♣y1, y2q ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡

✜rst s✉♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ♣y✶1, y
✶
2q ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✭✻✳✈✐✮

❤♦❧❞s✱ ❢♦r ❛❧❧ y1, y2, y
✶
1, y

✶
2 P Y ✿ ✉s✐♥❣ ✜rst s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡♥ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ V❫✲❝❛t❡❣♦r② Y

✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Y ♣y1, y
✶
2q ❫ Y ♣y2, y

✶
2q ❫ Y ♣y2, y

✶
1q ✏ Y ♣y1, y

✶
2q ❫ Y ♣y✶2, y2q ❫ Y ♣y2, y

✶
1q ↕ Y ♣y1, y

✶
1q.

□

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t✲✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r✐❡s

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✷✹❪ ❡①♣❧♦r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲✇✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡

♦❢ t❤♦s❡ ✇❛s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ ❬✷✾❪ ✉s❡❞ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s

t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✭r❡❝❛❧❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✮✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♥♦t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✷✾❪ ✇❛s ❝❛❧❧❡❞

❛ ✏❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t✑❀ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❛t ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✶ ✭❬✷✾❪✮✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✇❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r②

♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ X
r1ÐÝ R

r2ÝÑ Z ✐♥ C✱ t❤❡ Set✲r❡❧❛t✐♦♥

C♣Y,Xq C♣Y,Rq
C♣Y,r1qoo

C♣Y,r2q // C♣Y, Zq

✐s ❞✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✺✳✶ ❛♥❞ ❆✳✶ t❤❛t ❛ ❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛ ▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛t❡❣♦r② C✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐❢ C ✐s r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❛❞♠✐ts ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ❜❡❝♦♠❡s

❡❛s✐❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ ❛❧❧ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❜② ❛

♣r♦♣❡rt② ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r❞✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t Y ✱ ✇❡

✇r✐t❡ Y � Y ✏ 2Y ✱ Y � Y � Y ✏ 3Y ✱ ❛♥❞ ιj : Y Ñ kY ❢♦r t❤❡ j✲t❤ ❝♦♣r♦❞✉❝t ❝♦♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷ ✭❬✷✾❪✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t Y ✐s ❛ ❲✲

▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✐♥ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✭r❡❣✉❧❛r ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠✱ ♠♦♥♦♠♦r♣❤✐s♠✮ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

✐♥ C
3Y

e

$$✂
ι1 ι2
ι2 ι2
ι2 ι1

✡

��

D

①d1,d2②zz
2Y ✂ 2Y
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✭✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ♣ι1, ι2q PY D✱ ♣ι2, ι2q PY D✱ ♣ι2, ι1q PY D✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣ι1, ι1q PY D✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ Ord✲❡♥r✐❝❤❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥❡①t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❆✳✸✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t Y ♦❢ ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ Ord✲❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝t ✇❤❡♥

❡✈❡r② ✐❞❡❛❧ R : X í Z s❛t✐s✜❡s

x R z

↕

u R z✶

↕

u✶ R v

x R v

❢♦r ❛♥② ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts x, u, u✶ : Y Ñ X✱ z, z✶, v : Y Ñ Z✳

■t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✺✳✸ ❛♥❞ ❆✳✸ t❤❛t ❛♥ Ord✲❝❛t❡❣♦r② C ✐s ❛♥ Ord✲▼❛❧✬ts❡✈ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢

❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ Ord✲❲✲▼❛❧✬ts❡✈ ♦❜❥❡❝ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✹✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ r❡❣✉❧❛r Ord✲❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦♣r♦❞✉❝ts✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t Y ✐s ❛♥ Ord✲
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