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❆❜str❛❝t✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✲

✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s
t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t✳ ❚♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤✐s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❧❡❢t ♣s❡✉❞♦❝❛♥❝❡❧❧❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r
♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛s t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♥♦t ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ✐♥ t❤✐s
❝❛t❡❣♦r②✳

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s
❣r♦✉♣s✱ r✐♥❣s✱ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡rs✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ t❡r♠s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡♠✐✲❛❜❡❧✐❛♥ ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✶❪✳ ❙❡♠✐✲❛❜❡❧✐❛♥
❝❛t❡❣♦r✐❡s ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♠❛♥② r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❆❧❣❡❜r❛✱
s✉❝❤ ❛s ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❤♦♠♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ✭s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❬✺✱ ✼✱ ✶✵✱ ✶✸✱ ✻❪✮✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲❛❜❡❧✐❛♥ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♣r♦t♦✲
♠♦❞✉❧❛r✐t② ❬✷❪✳ ❆ ♣♦✐♥t❡❞ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❙♣❧✐t ❙❤♦rt
❋✐✈❡ ▲❡♠♠❛ ❤♦❧❞s ✐♥ ✐t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❛②s ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣r♦t♦♠♦❞✲
✉❧❛r✐t②✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❥♦✐♥t❧② ❡①tr❡♠❛❧✲❡♣✐♠♦r♣❤✐❝ ♣❛✐r
♦❢ ♠♦r♣❤✐s♠s✿ t✇♦ ♠♦r♣❤✐s♠s f : A Ñ C ❛♥❞ g : B Ñ C ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥
❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❡①tr❡♠❛❧✲❡♣✐♠♦r♣❤✐❝ ✐❢✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❢❛❝t♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦♥♦✲
♠♦r♣❤✐s♠ m : M ↣ C✱ t❤❡♥ m ✐s ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥t❡①ts✱
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t C ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ f ❛♥❞ g✳ ❆ ♣♦✐♥t✱ ♥❛♠❡❧②
❛ ♣❛✐r ♣f, sq ✐♥ ✇❤✐❝❤ f ✐s ❛ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ s ✐s ❛ ❝❤♦s❡♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ f ✱ ✐s s❛✐❞
t♦ ❜❡ str♦♥❣ ✐❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ s ❛♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ k ♦❢ f ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❡①tr❡♠❛❧✲❡♣✐♠♦r♣❤✐❝
✭❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ str♦♥❣ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲♣♦✐♥t❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛s ✇❡❧❧✮✳
❚❤❡ ♣♦✐♥t ♣f, sq ✐s ❝❛❧❧❡❞ st❛❜❧② str♦♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ♣✉❧❧❜❛❝❦✱ ❛❧♦♥❣
❛♥② ♠♦r♣❤✐s♠✱ ♦❢ ♣f, sq ✐s str♦♥❣✳ ❆ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♣r♦t♦✲
♠♦❞✉❧❛r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐♥ ✐t ✐s str♦♥❣ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐s
st❛❜❧② str♦♥❣ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✶❪ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ♣✉r❡❧② ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♠♦♥❣st ♠♦♥✲
♦✐❞s✱ ✐♥ ❬✶✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✐t②✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥s✐❞❡ ❛ ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✮ ❝❛t❡❣♦r②✳
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❑❡② ✇♦r❞s ❛♥❞ ♣❤r❛s❡s✳ Pr♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t❀ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t❀ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r②❀

❧❡❢t ♣s❡✉❞♦❝❛♥❝❡❧❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♠❛✳
❚❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦r ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ▼✐♥✐st❡r✐♦ ❞❡ ❈✐❡♥❝✐❛ ❡ ■♥♥♦✈❛❝✐ó♥ ✭❙♣❛✐♥✮✱ ✇✐t❤ ❣r❛♥t ♥✉♠❜❡r

P■❉✷✵✷✶✲✶✷✼✵✼✺◆❆✲■✵✵✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛✉t❤♦r ✐s ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ●r✉♣♣♦ ◆❛③✐♦♥❛❧❡ ♣❡r ❧❡ ❙tr✉tt✉r❡
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❛t✐❝❛ ✏❋r❛♥❝❡s❝♦ ❙❡✈❡r✐✑✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛✉t❤♦r ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s ♣❛rt✐❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❜② ❈❡♥tr♦
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❆♥ ♦❜❥❡❝t X ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s s✉❝❤ ✐❢ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦✈❡r X✱
✐✳❡✳✱ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♣f, sq ✐♥ ✇❤✐❝❤ X ✐s t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ f ✱ ✐s
st❛❜❧② str♦♥❣✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t ✐♥
✐t ✐s ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② s❛t✐s✜❡s str♦♥❣
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦♥♦✐❞s✱ t❤❡ ♣r♦t♦♠♦❞✲
✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❣r♦✉♣s❀ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ s❡♠✐r✐♥❣s✱ t❤❡
♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ t❤❡ r✐♥❣s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥② ❣r♦✉♣ ✐s ❛ ♣r♦t♦✲
♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Grp ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② Mon ♦❢ ♠♦♥♦✐❞s✱
❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛s ✉♥❧❡ss ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧✖s❡❡
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✳

▲❛t❡r✱ ✐♥ ❬✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✇❡❛❦❡r ♥♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✇❡❛❦❧② ♣r♦✲
t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✿ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✐s s✉❝❤ ✇❤❡♥ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦✈❡r X ✐s str♦♥❣✳ ❍❡
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐♥ Mon t❤❡ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❣r♦✉♣s✱ s♦
♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ Mon✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r s❡♠✐r✐♥❣s✿ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r✐♥❣s✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜✲
❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ❢❛❧s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡
♥♦t ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② t❤❡
③❡r♦ ♦❜❥❡❝t ✐s ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ③❡r♦ ♦❜❥❡❝t ✐s ♣r♦✲
t♦♠♦❞✉❧❛r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❜❡✐♥❣ ✉♥✐t❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✸❪✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t
❛ ♣♦✐♥t❡❞ ✜♥✐t❡❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r② ✐❢✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts
♣X,Y q t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠s ①1X , 0② : X Ñ X ✂Y ❛♥❞ ①0, 1Y ② : Y Ñ X ✂Y ❛r❡
❥♦✐♥t❧② ❡①tr❡♠❛❧✲❡♣✐♠♦r♣❤✐❝✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬✶✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✷❪✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ③❡r♦ ♦❜❥❡❝t✳ ❙♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡
❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♣♦✐♥t❡❞ s❡ts t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ❜✉t ♥♦t ❛
♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ✐s ♥♦t ✉♥✐t❛❧✳

■♥ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✱ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ✇❡❛❦❧②
♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s
♠♦♥♦✐❞s ❛♥❞ s❡♠✐r✐♥❣s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❜✐❛❧❣❡❜r❛s
♦✈❡r ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ✜❡❧❞✱ ✇❤❡r❡ ✭✇❡❛❦❧②✮ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②
t❤❡ ❝♦❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❍♦♣❢ ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❛✐s❡s
t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❛❧✇❛②s
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ✇❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❧❡❢t ♣s❡✉❞♦❝❛♥❝❡❧❧❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛s ✭❜r✐❡✢② ▲P▼✮✳
▲❡❢t ♣s❡✉❞♦❝❛♥❝❡❧❧❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛s ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❢♦r♠ ❛ ✉♥✐t❛❧
❝❛t❡❣♦r②✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② LPM✳ ❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ✐♥
LPM ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✮ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s✉❜♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t
♠✉st ❜❡ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✲
✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM ✇✐t❤ ❛ s✉❜♦❜❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r
❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ❞♦ ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ ❛❧❧ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳

✷✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❡❢t ♣s❡✉❞♦❝❛♥❝❡❧❧❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛s

❲❡ st❛rt ❜② ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ❝❧❛✐♠ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛s ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✭✇❡❛❦❧②✮
♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t M ❜❡ ❛ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛ ✇✐t❤ ✉♥✐t ❞❡♥♦t❡❞ ❜② e✳ ❙✉♣♣♦s❡ m P M ✳ ▲❡t F
❜❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛ ♦♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t x✱ ❛♥❞ m : F Ñ M t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ s❡♥❞✐♥❣



❈❖▼P❆❘■❙❖◆ ❇❊❚❲❊❊◆ ❲❊❆❑▲❨ P❘❖❚❖▼❖❉❯▲❆❘ ❆◆❉ P❘❖❚❖▼❖❉❯▲❆❘ ❖❇❏❊❈❚❙✸

x t♦ m✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠ ♣m 1M q : F �M ÑM ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞
♣♦✐♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ιM : M Ñ F � M ✳ ■❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s
str♦♥❣✱ t❤❡♥ x ✐♥ F �M ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K ♦❢
♣m 1M q ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ M ✳ ❨❡t✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛②s t♦ ✇r✐t❡ x ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ F �M

❛r❡ 1x✱ x1✱ 1♣x1q✱ 1♣1xq✱ ♣x1q1✱ ❡t❝✳✱ ✇❤❡r❡ 1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ♦❢ F�M ✳ ◆❡❝❡ss❛r✐❧②
t❤❡♥✱ x P K✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t m ✏ ♣m 1M q♣xq ✏ e✳ ❍❡♥❝❡ M ✐s tr✐✈✐❛❧✳ □

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛ ❧❡❢t q✉❛s✐❣r♦✉♣ ✐s ❛ s❡t Q ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥
✝ : Q✂QÑ Q✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ y P Q✱ t❤❡ ❧❡❢t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❛♣

My : QÑ Q : x ÞÑ y ✝ x

✐s ❜✐❥❡❝t✐✈❡✳ ▲❡❢t q✉❛s✐❣r♦✉♣s ❢♦r♠ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❧❡❢t
q✉❛s✐❣r♦✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❡t Q ✇✐t❤ t✇♦ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ ❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✝ ❛♥❞ ❛ ❧❡❢t ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ③ ✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❞❡♥t✐t✐❡s✿

y ✏ x ✝ ♣x③yq ✭✶✮

y ✏ x③♣x ✝ yq ✭✷✮

❆ ❧❡❢t q✉❛s✐❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t e P Q s✉❝❤ t❤❛t

x ✏ e ✝ x ✏ x ✝ e, ✭✸✮

❢♦r ❛❧❧ x P Q✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❧❡❢t ❧♦♦♣✳
■❢ Q ✐s ❛ ❧❡❢t ❧♦♦♣✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ x P Q✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

x③x ✏ x③♣x ✝ eq
✭✷✮
✏ e. ✭✹✮

■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❧❡❢t ❧♦♦♣s ✐s s❡♠✐✲❛❜❡❧✐❛♥ ❬✹❪✱ t❤✉s ✐t ✐s ❛ ♣r♦t♦♠♦✲
❞✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ✭✇❡❛❦❧②✮ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧❡❢t ❧♦♦♣✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❛②
t❤❛t ❛ s❡t X ✇✐t❤ t✇♦ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✝ ❛♥❞ ③ ❛♥❞ ❛ ♥✉❧❧❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ e ✐s ❛
❧❡❢t ♣s❡✉❞♦❝❛♥❝❡❧❧❛t✐✈❡ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛ ✭▲P▼ ❢♦r s❤♦rt✮ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✭✶✮
❛♥❞ ✭✸✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡❀ t❤❡
♥❛♠❡ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❧❡❢t ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐✈❡ ♠❛❣♠❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡ts ✇✐t❤ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✝
❛♥❞ ③ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✐❞❡♥t✐t② ✭✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② x③x ✏ e ♥❡❡❞ ♥♦t
❤♦❧❞ ✐♥ ❛♥ ▲P▼✿ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ▲P▼✳ ❚❤❡♥✿

✭✐✮ ❛❧❧ ♠❛♣s My : X Ñ X : x ÞÑ y ✝ x ❛r❡ s✉r❥❡❝t✐✈❡❀
✭✐✐✮ ❛❧❧ ♠❛♣s Dy : X Ñ X : x ÞÑ y③x ❛r❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ De ✏ 1X ❀
✭✐✐✐✮ ✐❢ x③y ✏ e✱ t❤❡♥ x ✏ y✳

Pr♦♦❢✳ ✭✐✮ ●✐✈❡♥ ❛♥② z P X✱ ✇❡ ❤❛✈❡ My♣y③zq ✏ y ✝ ♣y③zq
✭✶✮
✏ z✳

✭✐✐✮ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t y③x ✏ y③x✶❀ t❤❡♥

x
✭✶✮
✏ y ✝ ♣y③xq ✏ y ✝ ♣y③x✶q

✭✶✮
✏ x✶.

▼♦r❡♦✈❡r✱ De♣xq ✏ e③x
✭✸✮
✏ e ✝ ♣e③xq

✭✶✮
✏ x✳

✭✐✐✐✮ ■❢ x③y ✏ e✱ t❤❡♥

x
✭✸✮
✏ x ✝ e ✏ x ✝ ♣x③yq

✭✶✮
✏ y. □

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✸✳ ❆♥② ✜♥✐t❡ ▲P▼ ✐s ❛ ❧❡❢t ❧♦♦♣✳

Pr♦♦❢✳ ❆ s✉r❥❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t t♦ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ □



✹ ❳✳ ●❆❘❈❮❆✲▼❆❘❚❮◆❊❩✱ ❆✳ ▼❖◆❚❖▲■✱ ❉✳ ❘❖❉❊▲❖✱ ❆◆❉ ❚✳ ❱❆◆ ❉❊❘ ▲■◆❉❊◆

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❆♥② s❡t X ✇✐t❤ ❛ ❝❤♦s❡♥ ❡❧❡♠❡♥t e ❛♥❞ ❛ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ③
s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❤♦❧❞✱ ❛❞♠✐ts ❛♥ ▲P▼ str✉❝t✉r❡
❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✈✐❛

y ✝ x ✏

★
D✁1

y ♣xq ✐❢ x P ImDy

y ✐❢ x ❘ ImDy✳

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✝ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛♣ Dy✳
❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✶✮✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥② x✱ y P X✱ y③x P ImDy ✇✐t❤ D✁1

y ♣y③xq ✏ x✳ ❚❤✉s✱
y ✝ ♣y③xq ✏ x✳

❚♦ ♣r♦✈❡ ✭✸✮✿ e ✝ x ✏ e ✝ De♣xq ✏ e ✝ ♣e③xq
✭✶✮
✏ x✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢

e P ImDx✱ t❤❡♥ e ✏ x③a✱ ❢♦r s♦♠❡ a P X✳ ❇② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✐✮

♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❤♦❧❞s✱ x ✏ a✳ ❚❤❡♥✱ x ✝ e ✏ x ✝ ♣x③xq
✭✶✮
✏ x✳ ■❢ e ❘ ImDx✱ t❤❡♥

x ✝ e ✏ x ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ □

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❛❧❧ ▲P▼✱ ❛♥❞ ♠♦r♣❤✐s♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❜② LPM✳
❙✐♥❝❡ ▲P▼ ❢♦r♠ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛❧❣❡❜r❛s✱ LPM ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❝♦❝♦♠♣❧❡t❡
❝❛t❡❣♦r②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ▲P▼ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡✐r s✐❣♥❛t✉r❡✱ LPM ✐s
❛ ♣♦✐♥t❡❞ ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r② s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ✈❛r✐❡t② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣✱
❛♠♦♥❣ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤♦s❡ ♦❢ ✉♥✐t❛❧ ♠❛❣♠❛s✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶❪ t❤❛t t❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t LPM ✐s ❛ ✉♥✐t❛❧ ❝❛t❡❣♦r②✳ LPM ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛s
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ♥♦t ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t ✐♥ ✐t ✐s ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳ ▲❡t ✉s
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝ts ✐♥ LPM✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ▲P▼✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

✭✐✮ X ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM❀
✭✐✐✮ ❢♦r ❛♥② x P X✱ t❤❡r❡ ❡①✐st x1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ xn P X s✉❝❤ t❤❛t

x1③♣x2③♣☎ ☎ ☎ ③♣xn③xq ☎ ☎ ☎ qq ✏ e. ✭✺✮

Pr♦♦❢✳ ✭✐✐✮ ñ ✭✐✮ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② s♣❧✐t ❡①t❡♥s✐♦♥

0 ,2 K
✤ ,2 k ,2 Y

f ,2
Xlr

s
lr ,2 0

❛♥❞ ✇❡ t❛❦❡ ❛♥② y P Y ✳ ▲❡t x ✏ f♣yq ❛♥❞ ❧❡t xi ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ✭✐✐✮✳ ❚❤❡♥ ❜② ✐❞❡♥t✐t② ✭✶✮✱

y ✏ s♣xnq ✝
�
☎ ☎ ☎ ✝

�
s♣x1q ✝

�
s♣x1q③♣s♣x2q③♣☎ ☎ ☎ ③♣s♣xnq③yq ☎ ☎ ☎ qq

✟✟
☎ ☎ ☎

✟
,

✇❤❡r❡ ❝❧❡❛r❧② s♣x1q③♣s♣x2q③♣☎ ☎ ☎ ③♣s♣xnq③yq ☎ ☎ ☎ qq ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K ♦❢ f ✱ t❤❛♥❦s
t♦ ✭✺✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t y P Y ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts
✐♥ K ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♣f, sq ✐s str♦♥❣ ❛♥❞✱ ❝♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ X ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✳

✭✐✮ ñ ✭✐✐✮ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② x P X ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❧✐t ❡①t❡♥s✐♦♥

0 ,2 K
✤ ,2 k ,2 F♣zq �X

♣x 1X q,2
Xlr

ιX
lr ,2 0,

✇❤❡r❡ F♣zq ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢r❡❡ ▲P▼ ♦♥ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r z✱ x : F♣zq Ñ X ❞❡♥♦t❡s t❤❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠❛♣ t❛❦✐♥❣ z t♦ x✱ ιX : X Ñ F♣zq � X ✐s t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛♥❞
♣x 1X q ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✳

❙✐♥❝❡ X ✐s ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✱ z P F♣zq � X ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ✇♦r❞ w

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ X ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❡❧❡♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ z✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ✐t
✐♥ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✳ ❙✐♥❝❡ z ❘ X✱ s♦♠❡ ♣❛rt ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ w ♠✉st ❜❡❧♦♥❣
t♦ K✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇♦r❞ w✶ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ z t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ K✱ ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ w✳ ✭w✶ ✐s ❛ ✏r✐❣❤t♠♦st ♣❛rt✑ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❞ w✳✮ ◆♦✇ ✐❢ ✇❡



❈❖▼P❆❘■❙❖◆ ❇❊❚❲❊❊◆ ❲❊❆❑▲❨ P❘❖❚❖▼❖❉❯▲❆❘ ❆◆❉ P❘❖❚❖▼❖❉❯▲❆❘ ❖❇❏❊❈❚❙✺

s✉❜st✐t✉t❡ ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ r✐❣❤t♠♦st z t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✇♦r❞ w✶ ✇✐t❤ x ❛♥❞ ♠❛❦❡ ❛❧❧
♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇♦r❞ ✐♥ K ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

x1 ✝1
�
x2 ✝2 ☎ ☎ ☎ ✝n✁1 ♣xn ✝n zq ☎ ☎ ☎

✟
✭✻✮

✇❤❡r❡ xi P X ❛♥❞ ✝i P t✝, ③ ✉✳ ❚❤❡ ✇♦r❞ ✭✻✮ ✐s ❛ r✐❣❤t♠♦st ♣❛rt ♦❢ ❛ ✇♦r❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♣r♦❞✉❝t F♣zq�X ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ z✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❢r❡❡ ♣r♦❞✉❝t F♣zq�X ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛①✐♦♠ ✭✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✝i
♠✉st ❜❡ ③ ✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ♣x 1X q t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❣✐✈❡s ✭✺✮✳ □

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✻✳ ❆♥② ❧❡❢t ❧♦♦♣ ✐s ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐❞❡♥t✐t② ✭✹✮ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳ □

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✼✳ ▲❡t ◆ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

x③y ✏

★
y ✐❢ x ✏ 0

y � 1 ✐❢ x → 0
x ✝ y ✏

✩✬✫
✬✪
x ✐❢ y ✏ 0

y ✐❢ x ✏ 0

y ✁ 1 ✐❢ x → 0 ❛♥❞ y → 0✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ♣◆, ✝, ③, 0q ❢♦r♠s ❛♥ ▲P▼ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✱
s✐♥❝❡ ❛♥② x → 0 ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❝❛t❡❣♦r② LPM ✐s ♥♦t ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽✳ ■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② LPM✱ t❤❡ s✉❜❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ❛r❡
✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t Y ❜❡ ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM ❛♥❞ X ❛ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ Y ✳ ●✐✈❡♥ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t x P X✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺ ❤♦❧❞s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ❞✐❛❣r❛♠

K
❴��

��

K
❴��

��
P

πX

��

,2
πF♣zq�Y ,2 F♣zq � Y

♣x 1Y q

��
X

LR
①1X ,ιY ✆i②

LR

,2
i

,2 Y,

LR
ιY

LR

✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ F♣zq ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ▲P▼ ♦♥ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t♦r z✱ x ❞❡♥♦t❡s t❤❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ ♠❛♣ s❡♥❞✐♥❣ z t♦ x✱ ιY ✐s t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣x 1Y q ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✱ ❛♥❞ K ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t
❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧❧❜❛❝❦ P ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤♦s❡ ✇♦r❞s ♦❢ F ♣zq � Y s✉❝❤
t❤❛t✱ ✇❤❡♥ z ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② x ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇♦r❞
❜❡❧♦♥❣s t♦ X✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Y ✐s ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✱ t❤❡ ❧❡❢t
✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s str♦♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ z P P ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ✇♦r❞ w ✇❤✐❝❤ ✐s ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ X ❛♥❞ ❢r♦♠ K✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✱ ✇❡ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ✇♦r❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

x1③
�
x2③ ☎ ☎ ☎ ③♣xn③zq ☎ ☎ ☎

✟
✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K ♦❢ ♣x 1Y q✳ ❍❡♥❝❡✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ z ✇✐t❤ x✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t x
s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳ □

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ▲P▼ s✉❝❤ t❤❛t x③x ✏ e ❢♦r ❛❧❧ x P X✳ ❚❤❡♥ X ✐s
❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM✳



✻ ❳✳ ●❆❘❈❮❆✲▼❆❘❚❮◆❊❩✱ ❆✳ ▼❖◆❚❖▲■✱ ❉✳ ❘❖❉❊▲❖✱ ❆◆❉ ❚✳ ❱❆◆ ❉❊❘ ▲■◆❉❊◆

Pr♦♦❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t X ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳
▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t X ✐s✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ♣♦✐♥t
♣f, sq ♦✈❡r X ✐s st❛❜❧② str♦♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❧❧❜❛❝❦ ♦❢ ♣f, sq ❛❧♦♥❣ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♠♦r♣❤✐s♠ g✿

K
❴��

��

K
❴��

��
P

πY

��

πZ ,2 Z

f

��
Y

LR
①1Y ,s✆g②

LR

g
,2 X.

LR
s

LR

❍❡r❡ K ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t ❡♣✐♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❆ ♣❛✐r ♣y, zq P Y ✂ Z

❜❡❧♦♥❣s t♦ P ✐❢ ❛♥ ♦♥❧② ✐❢ g♣yq ✏ f♣zq✳ ❚❤❡♥✱ t❤❛♥❦s t♦ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

f♣sg♣yq③zq ✏ g♣yq③f♣zq ✏ e ✏ g♣eq✱

✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ♣y, zq ✐♥ P ❛s

♣y, zq ✏ ♣y, sg♣yqq ✝ ♣e, sg♣yq③zq,

✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♣❛✐r ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ①1Y , s ✆ g② ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ K ♦❢ πY ✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♣πY , ①1Y , s ✆ g②q ✐s str♦♥❣❀ t❤✉s
♣f, sq ✐s ❛ st❛❜❧② str♦♥❣ ♣♦✐♥t✳ □

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✵✳ ❆♥② ❧❡❢t ❧♦♦♣ ✐s ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✭✹✮ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ □

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM ✇❤✐❝❤
✐s ♥♦t ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✶✳ ▲❡t ❩ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

x③y ✏

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✪

y ✐❢ x ✏ 0

y � 1 ✐❢ x → 0 ❛♥❞ y ➙ 0

y ✐❢ x → 0 → y

✁2y ✁ 1 ✐❢ x ➔ 0 ↕ y

2y ✐❢ x✱ y ➔ 0 ❛♥❞ x ✘ y

0 ✐❢ x ✏ y ➔ 0

x ✝ y ✏

✩✬✬✬✬✬✬✬✬✫
✬✬✬✬✬✬✬✬✪

x ✐❢ y ✏ 0

y ✐❢ x ✏ 0

y ✁ 1 ✐❢ x✱ y → 0

y ✐❢ x → 0 → y
✁y✁1

2
✐❢ x ➔ 0✱ y ♦❞❞

y
2

✐❢ x ➔ 0 ✘ y ❡✈❡♥✳

■t ❝❛♥ ❜❡ r♦✉t✐♥❡❧② ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ♣❩, ✝, ③, 0q ❢♦r♠s ❛♥ ▲P▼✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✇❡❛❦❧②
♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✱ s✐♥❝❡ ✐t s❛t✐s✜❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✿

0 ✏

★
x③x ✐❢ x ↕ 0

♣✁2x✁ 1q③♣✁1③xq ✐❢ x → 0✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦♥✕✇❡❛❦❧② ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ▲P▼ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✼ ✐s ❛ s✉❜❛❧❣❡❜r❛ ♦❢
t❤✐s ▲P▼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ▲P▼ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❛❦❧②
♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ❜✉t ♥♦t ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r✳

❚❤❡ ♥❡①t ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ▲P▼ X s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
x③x ✏ e✖t❤✉s✱ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✱ ❛ ♣r♦t♦♠♦❞✉❧❛r ♦❜❥❡❝t ✐♥ LPM✖t❤❛t ✐s ♥♦t ❛
❧❡❢t ❧♦♦♣✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✷✳ ▲❡t ◆ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

x③y ✏

✩✬✫
✬✪
y ✐❢ x ✏ 0

0 ✐❢ x ✏ y

y � 1 ✐❢ x → 0 ❛♥❞ x ✘ y

x ✝ y ✏

✩✬✫
✬✪
x ✐❢ y ✏ 0

y ✐❢ x ✏ 0

y ✁ 1 ✐❢ x, y → 0✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ♣◆, ✝, ③, 0q ✐s ❛♥ ▲P▼✳ ❚❤❛♥❦s t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾✱ ✐t ✐s
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1③♣1 ✝ 2q ✏ 1③1 ✏ 0 ✘ 2.
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