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What is Computational/Mathematical Biology?

§ What can biology o↵er mathematics and computation?
Biological model o↵er a seemingly endless supply of
challenging and interesting nonlinear problems to solve. These
nonlinear problems can provide a testing ground for applied
mathematical and computational methods, and generate the
impetus to develop new mathematical and computational
methods and approaches.

§ What mathematics and computation o↵er to biology?
Mathematics and computation can help solve a growing
problem in biological research. Data collection, varying from
gene sequencing to remote sensing via satellites, is now
inundating biologists with complex patterns of observations. It
is the analysis of mathematical models that allow us to
formalize the cause and e↵ect process and tie it to biological
observations.

Course topics

1. Discrete-Time Models
1.1 Malthus, logistic and Ricker models
1.2 Linear stability analysis
1.3 Systems of discrete-time equations
1.4 Age structured population

2. Ordinary Di↵erential Equations
2.1 Scalar equations
2.2 Systems of equations
2.3 Qualitative behaviour of a system of ODEs
2.4 Numerical methods for ODEs

3. Partial Di↵erential Equations
3.1 Reaction di↵usion equations
3.2 Critical size domain
3.3 Travelling waves
3.4 Numerical methods for PDEs
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Homework and grading

§ Homework assignments
§ All homework assignments are due in 1 week
§ You can discuss course materials and homework problems with

others, but you must write your answers completely
independent

§ Do NOT copy solutions from any source. Do NOT share your
solutions to others

§ Online meetings
§ You are expected to attend and participate in all the online

meetings

§ Grading
§ Homework assignments: 80%
§ Online meetings: 20%
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Epidemic model SIR

Epidemic model for the spread of an infectious disease (e.g
influenza or covid19)

1. Identify important quantities (dependent variables) to keep
track of: S “ susceptible; I “ infected; R “ recovered;

2. Identify the independent variables such of time, space, age,
and so on: t “ time;

3. Quantify the transactions and/or interactions between these
classes.



Transmission by contact

Simplified epidemic model I (infected)

1. The dependent variable is the number of infected individuals I .

2. The independent variable is time t.

3. Assume that
§ E is the average number of people someone infected is

exposed per unit time (typically a day);
§ p is the probability each exposure becoming an infection.

Then, if t represents the actual time (e.g. day)

I pt ` 1q “ I ptq ` pEloomoon
r

I ptq “ p1 ` rqI ptq,

where r represents the rate of infection.



Simplified epidemic model I (infected)

Let �t denote a time period (e.g. a fraction of a day). Then

I pt ` �tq “ I ptq ` �tr I ptq ñ I pt ` �tq ´ I ptq
�t

“ r I ptq.

Since r is constant, taking the limit as �t ›Ñ 0, we have

dI

dt
ptq “ r I ptq.

Note: The growth rate is proportional to the number of infected
individuals.

Discrete and continuous models

Chapter 2 [1]: Discrete-time model pt “ n�tq

In`1 “ p1` r�tqIn ?ñ In “ I0 p1 ` r�tqn “ I0

´
1 ` r t

n

¯n

, n • 1.

Chapter 3 [1]: Continuous-time model (ODE)

dI

dt
ptq “ r I ptq ?ñ I ptq “ I p0qert .
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9.1 Modelagem com Equações Diferenciais 

Agora é uma boa hora para ler (ou reler) a
discussão de modelagem matemática no
Capítulo 1, Volume I.

Na descrição do processo de modelagem na Seção 1.2, no Volume I, falamos a respeito da
formulação de um modelo matemático de um problema real por meio de raciocínio intuitivo
sobre o fenômeno ou por meio de uma lei física fundamentada em evidência experimental.
O modelo matemático frequentemente tem a forma de uma equação diferencial, isto é, uma
equação que contém uma função desconhecida e algumas de suas derivadas. Isso não sur-
preende, porque em um problema real normalmente notamos que mudanças ocorrem e que-
remos predizer o comportamento futuro com base na maneira como os valores presentes
variam. Vamos começar examinando vários exemplos de como as equações diferenciais apa-
recem quando modelamos um fenômeno físico.

Modelos para o Crescimento Populacional
Um dos modelos para o crescimento de uma população baseia-se na hipótese de que uma
população cresce a uma taxa proporcional ao seu tamanho. Essa hipótese é razoável para
uma população de bactérias ou animais em condições ideais (meio ambiente ilimitado, nutri-
ção adequada, ausência de predadores, imunidade a doenças).

Vamos identificar e dar nomes às variáveis nesse modelo:

t ! tempo (a variável independente)

P ! número de indivíduos da população (a variável dependente)

A taxa de crescimento da população é a derivada dP/dt. Assim, nossa hipótese de que a taxa de
crescimento da população é proporcional ao tamanho da população é escrita como a equação 

onde k é a constante de proporcionalidade. A Equação 1 é nosso primeiro modelo para o cres-
cimento populacional; é uma equação diferencial porque contém uma função desconhecida
P e sua derivada dP/dt. 

Tendo formulado um modelo, vamos olhar para suas consequências. Se desconsiderar-
mos uma população nula, então P(t) " 0 para todo t. Portanto, se k " 0, então a Equação 1
mostra que P#(t) " 0 para todo t. Isso significa que a população está sempre aumentando. De
fato, quando P(t) aumenta, a Equação 1 mostra que dP/dt torna-se maior. Em outras palavras,
a taxa de crescimento aumenta quando a população cresce.

Não é difícil pensar em uma solução para a Equação 1. Esta equação nos pede para
encontrar uma função cuja derivada seja uma constante multiplicada por ela própria. Sabe-
mos do Capítulo 3, no Volume 1, que as funções exponenciais têm esta propriedade. De fato,
se fizermos P(t) ! Cekt, então 

Portanto, qualquer função exponencial da forma P(t) ! Cekt é uma solução da Equação 1.
Quando estudarmos essa equação em detalhes na Seção 9.4, veremos que não existe outra
solução.

Se fizermos C variar em todos os números reais, obtemos a família de soluções 
P(t) ! Cekt cujos gráficos são mostrados na Figura 1. Mas as populações têm apenas valores
positivos e, assim, estamos interessados somente nas soluções com C " 0. E estamos prova-
velmente preocupados apenas com valores de t maiores que o instante inicial t ! 0. A Figu-
ra 2 mostra as soluções com significado físico. Fazendo t ! 0, temos P(0) ! Cek(0) ! C, de
modo que a constante C acaba sendo a população inicial, P(0). 

A Equação 1 é apropriada para a modelagem do crescimento populacional sob condições
ideais, mas devemos reconhecer que um modelo mais realista deveria refletir o fato de que
um dado ambiente tem recursos limitados. Muitas populações começam crescendo expo-
nencialmente, porém o nível da população se estabiliza quando ela se aproxima de sua capa-
cidade de suporte M (ou diminui em direção a M se ela excede o valor de M).  Para um
modelo considerar ambos os casos, fazemos duas hipóteses:

P#!t" ! C!kekt" ! k!Cekt" ! kP!t"

dP
dt ! kP1

t

P

FIGURA 1
A família de soluções de dP/dt=kP

0 t

P

FIGURA 2
A família de soluções P(t)=Cekt

com C>0 e t˘0
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Figure: I ptq “ Ce
rt , with r ° 0, t • 0, for di↵erent values of C .



Exponential growth: COVID-19 Portugal (March 2020)

Figure: Expresso, March 16, 2020.

COVID-19 Portugal: exponential or logistic growth?


