
Continuous modelling by ODEs

Biological moduli as ODEs: scalar equations

Computational Biology
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Epidemic model SIR

Epidemic model for the spread of an infectious disease (e.g
influenza or covid19)

1. Identify important quantities (dependent variables) to keep
track of: S “ susceptible; I “ infected; R “ recovered;

2. Identify the independent variables such of time, space, age,
and so on: t “ time;

3. Quantify the transactions and/or interactions between these
classes.



Simplified epidemic model I (infected)

1. The dependent variable is the number of infected individuals I .

2. The independent variable is time t.

3. Assume that
§ E is the average number of people someone infected is

exposed per unit time (typically a day);
§ p is the probability each exposure becoming an infection.

Then, if t represents the actual time (e.g. day)

I pt ` 1q “ I ptq ` pEloomoon
r

I ptq “ p1 ` rqI ptq,

where r represents the rate of infection.

Simplified epidemic model I (infected)

Let �t denote a time period (e.g. a fraction of a day). Then

I pt ` �tq “ I ptq ` �tr I ptq ñ I pt ` �tq ´ I ptq
�t

“ r I ptq.

Since r is constant, taking the limit as �t ›Ñ 0, we have

dI

dt
ptq “ r I ptq.

Note: The growth rate is proportional to the number of infected
individuals.



Discrete and continuous models

Discrete-time model pt “ n�tq

In`1 “ p1 ` r�tqIn ?ñ In “ I0 p1 ` r�tqn “ I0
´
1 ` r t

n

¯n
, n • 1.

Continuous-time model (ODE)

dI

dt
ptq “ r I ptq ?ñ I ptq “ I p0qert .
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9.1 Modelagem com Equações Diferenciais 

Agora é uma boa hora para ler (ou reler) a
discussão de modelagem matemática no
Capítulo 1, Volume I.

Na descrição do processo de modelagem na Seção 1.2, no Volume I, falamos a respeito da
formulação de um modelo matemático de um problema real por meio de raciocínio intuitivo
sobre o fenômeno ou por meio de uma lei física fundamentada em evidência experimental.
O modelo matemático frequentemente tem a forma de uma equação diferencial, isto é, uma
equação que contém uma função desconhecida e algumas de suas derivadas. Isso não sur-
preende, porque em um problema real normalmente notamos que mudanças ocorrem e que-
remos predizer o comportamento futuro com base na maneira como os valores presentes
variam. Vamos começar examinando vários exemplos de como as equações diferenciais apa-
recem quando modelamos um fenômeno físico.

Modelos para o Crescimento Populacional
Um dos modelos para o crescimento de uma população baseia-se na hipótese de que uma
população cresce a uma taxa proporcional ao seu tamanho. Essa hipótese é razoável para
uma população de bactérias ou animais em condições ideais (meio ambiente ilimitado, nutri-
ção adequada, ausência de predadores, imunidade a doenças).

Vamos identificar e dar nomes às variáveis nesse modelo:

t ! tempo (a variável independente)

P ! número de indivíduos da população (a variável dependente)

A taxa de crescimento da população é a derivada dP/dt. Assim, nossa hipótese de que a taxa de
crescimento da população é proporcional ao tamanho da população é escrita como a equação 

onde k é a constante de proporcionalidade. A Equação 1 é nosso primeiro modelo para o cres-
cimento populacional; é uma equação diferencial porque contém uma função desconhecida
P e sua derivada dP/dt. 

Tendo formulado um modelo, vamos olhar para suas consequências. Se desconsiderar-
mos uma população nula, então P(t) " 0 para todo t. Portanto, se k " 0, então a Equação 1
mostra que P#(t) " 0 para todo t. Isso significa que a população está sempre aumentando. De
fato, quando P(t) aumenta, a Equação 1 mostra que dP/dt torna-se maior. Em outras palavras,
a taxa de crescimento aumenta quando a população cresce.

Não é difícil pensar em uma solução para a Equação 1. Esta equação nos pede para
encontrar uma função cuja derivada seja uma constante multiplicada por ela própria. Sabe-
mos do Capítulo 3, no Volume 1, que as funções exponenciais têm esta propriedade. De fato,
se fizermos P(t) ! Cekt, então 

Portanto, qualquer função exponencial da forma P(t) ! Cekt é uma solução da Equação 1.
Quando estudarmos essa equação em detalhes na Seção 9.4, veremos que não existe outra
solução.

Se fizermos C variar em todos os números reais, obtemos a família de soluções 
P(t) ! Cekt cujos gráficos são mostrados na Figura 1. Mas as populações têm apenas valores
positivos e, assim, estamos interessados somente nas soluções com C " 0. E estamos prova-
velmente preocupados apenas com valores de t maiores que o instante inicial t ! 0. A Figu-
ra 2 mostra as soluções com significado físico. Fazendo t ! 0, temos P(0) ! Cek(0) ! C, de
modo que a constante C acaba sendo a população inicial, P(0). 

A Equação 1 é apropriada para a modelagem do crescimento populacional sob condições
ideais, mas devemos reconhecer que um modelo mais realista deveria refletir o fato de que
um dado ambiente tem recursos limitados. Muitas populações começam crescendo expo-
nencialmente, porém o nível da população se estabiliza quando ela se aproxima de sua capa-
cidade de suporte M (ou diminui em direção a M se ela excede o valor de M).  Para um
modelo considerar ambos os casos, fazemos duas hipóteses:

P#!t" ! C!kekt" ! k!Cekt" ! kP!t"

dP
dt ! kP1

t

P

FIGURA 1
A família de soluções de dP/dt=kP

0 t

P

FIGURA 2
A família de soluções P(t)=Cekt

com C>0 e t˘0
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Figure: I ptq “ Cert , with r ° 0, t • 0, for di↵erent values of C .

Ordinary di↵erential equations (ODEs)
§ Consider x the concentration of a substrate X (e.g. mRNA,

protein, small molecule, metabolite, any reagent). A first
order ODE for the unknown function xptq

d

dt
xptq “ f pt, xptqq

and has the following interpretation
§ dx{dt describes the rate of change of the quantity x over time
§ f pt, xptqq describes all source of changes in xptq

§ If the independent variable is time, the ODE is also called
dynamic system.

§ If f does not depend explicitly on t, the ODE is called
autonomous.

§ To solve a di↵erential equation means to use local information
(“What happens next?”) to deduce long time behaviour
(“What happens in the future?”).



What does the ODE tell us?
§ Example:

dx

dt
“ t ´ 3x ñ

"
dt{dt “ 1
dx{dt “ t ´ 3x

The vector field in the plane R2 is determined by a vector
function

~F pt, xq “
ˆ

1
t ´ 3x

˙
.

§ Matlab code to visualize this field
% define the mesh
[t, x]=meshgrid(-1:0.2:3,-2:0.2:2);
% compute the vector field
dt = ones(size(t));
dx = t - 3*x;
% normalize the vector field
L = sqrt(dt.ˆ2 + dx.ˆ2);
% display the vector field
quiver(t, x, dt./L, dx./L, ’k’), axis tight;

Vector field

Exercise 2.1: Implement the previous Matlab code and obtain the
following plot.
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dx/dt = t-3x



Vector field
Exercise 2.2: Using https://www.wolframalpha.com/ show
that the solution of

dx

dt
“ t ´ 3x

is giving by

xptq “ Ce´3t ` t

3
´ 1

9
.

and obtain the following plot (try with C “ ´3, ´1, 1, 3).
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Vector field
Exercise 2.3: Show that the solution of

dx

dt
“ t ´ 3x , xp0q “ x0,

is giving by

xptq “
ˆ
x0 ` 1

9

˙
e´3t ` t

3
´ 1

9
.

and obtain the following plot.

-1 0 1 2 3

t

-2

-1

0

1

2

x

dx/dt = t-3x, x(0) = -1



Malthus Law

Figure: Thomas Malthus (1776–1834).

Malthus Law: the rate of change is proportional to the number of
individuals of the population

dx

dt
“ rx ,

where the (relative) rate r is (typically) the di↵erence between the
birth and mortality rates.

Solving the Malthus Law
Exercise 2.4: Show that the solution of the Malthus Law is

xptq “ x0e
rt , x0 P R.

Solution: Solving by separation of variables

1. Separate the variables

dx

dt
“ rx ñ dx

x
“ rdt;

2. Integrate both sides
ª

dx

x
“

ª
rdt ñ ln |x | “ rt ` c , c P R

3. Take the exponential

xptq “ Cert , C “ ˘ec .

4. Use initial condition xp0q “ x0 to conclude that C “ x0

xptq “ x0e
rt .



Malthus Law

xptq “ x0e
rt

§ The characteristic evolution of the Malthus law is exponential
and depends on the sign of r

§ r ° 0: exponential growth; r † 0: exponential decay.
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Radioactive decay: the 14C´method

Exercise 2.5: The 14C´method
is used to estimate the age of
archeological objects. It is known
that living objects accumulate
the radioactive 14C´isotope
during their lifetime, to a certain
concentration c0. If the organism
dies, then the radioactive 14C
decays with a life-time
T1{2 “ 5730 ˘ 40 years.

Archeologists found a piece of wood in the Nile delta which
showed a concentration of 75% of c0. Estimate the age of this
piece of wood. Could Tutankhamen have been sitting in a boat
made from the same tree as the one from which this piece of wood
came? Consider T1{2 “ 5760 years.



Solving ODEs: Matlab
§ Apart from simple cases (like Maltus law) there is little chance

to find explicit solutions of an ODE or of a system of ODEs.
How to proceed then?

§ Use a simulator to numerically integrate the ODEs (e.g.
Matlab, astandard software in all engineering fields)

§ Example: use the Matlab function ode45 to solve the initial
value problem (IVP)

#
dx
dt “ t ´ 3x , t P p0, 3s,
xp0q “ ´1.

.

% Matlab code to solve an IVP with ode45

f = @(t,x) t - 3*x; % function for the ODE

tint = [0 3]; % time interval

x0 = -1; % initial condition

[t, x] = ode45(f, tint, x0);

plot(t, x) % plot the solution

Logistic model

In may cases, exponential growth is not an appropriate model.
Many populations start to grow exponentially but the population
level starts to stabilize when it approaches its carrying capacity K .

Exemple: Paramecium aurelia is a single-celled organism that
abounds in standing water tanks. It was studied by Gregory Gause
in 1932.

Encontre os modelos exponencial e logístico para os dados de Gause. Com-
pare os valores previstos com os valores observados e comente o ajuste.

SOLUÇÃO Dadas a taxa de crescimento relativo k ! 0,7944 e a população inicial P0 ! 2, o
modelo exponencial é 

Gause usou o mesmo valor de k para seu modelo logístico. [Isso é razoável porque P0 ! 2
é pequeno comparado com a capacidade de suporte (M ! 64). A equação 

mostra que o valor de k para o modelo logístico está muito próximo do valor para o modelo
exponencial.]

A seguir, a solução da equação logística na Equação 7 fornece 

onde 

Então 

Usamos essas equações para calcular os valores previstos (arredondados para o inteiro mais
próximo) e os comparamos na tabela a seguir.

Observamos na tabela e no gráfico da Figura 4 que, para os primeiros três ou quatro dias,
o modelo exponencial fornece resultados comparáveis àqueles do método logístico mais
sofisticado. Para t " 5, contudo, o modelo exponencial é muito impreciso, mas o modelo
logístico se ajusta bem às observações.

P!t" !
64

1 # 31e$0.7944t

A !
K $ P0

P0
!

64 $ 2
2

! 31

0 t

P

161284

60

40

20
P= 64

1+31e_0,7944t

P=2e0,7944t

P!t" !
K

1 # Ae$kt !
64

1 # Ae$0,7944t

1
P0

dP
dt #

t!0
! k$1 $

2
64% & k

P!t" ! P0ekt ! 2e 0,7944t

EXEMPLO 3

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 553

t (dias) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

P (observados) 2 3 22 16 39 52 54 47 50 76 69 51 57 70 53 59 57

t (dias) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

P (observados) 2 3 22 16 39 52 54 47 50 76 69 51 57 70 53 59 57

P (modelo logístico) 2 4 9 17 28 40 51 57 61 62 63 64 64 64 64 64 64

P (modelo exponencial) 2 4 10 22 48 106 . . .

FIGURA 4
Os modelos exponencial e logístico 
para a população de paramécios
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Logistic model

Figure: Pierre François Verhulst (1804–1849).

Verhulst Law considers the logistic equation

dx

dt
“ rx

´
1 ´ x

K

¯

that may be written, in an equivalent way, by

dx

dt
“ r1x pK ´ xq , r1 “ r

K
.

Logistic/Verhulst model

dx

dt
“ rx

´
1 ´ x

K

¯
“ rx ´ r

K
x2

The added term ´r{Kx2 can be understood as a competition term
from individuals of the same species.

Exercise 2.6: Prove that the solution for the logistic model is

xptq “ K

1 ` Ce´rt
, C “ K ´ xp0q

xp0q .

Exercise 2.7: Obtain the
following plot, where:

§ r “ 3 (intrinsic rate)

§ K “ 1 (carrying capacity)

§ xp0q “ 0.2

t
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0

0.5

1

1.5
Logistic growth



COVID-19 Portugal: exponential or logistic growth?

COVID-19 Portugal: exponential or logistic growth?



Epidemic model SI (susceptible + infected)

Epidemic model for the spread of an infectious disease (e.g
influenza or covid19)

1. The dependent variables are the number of susceptible
individuals S and the of infected individuals I .

2. The independent variable is time t.

3. We assume that the rate of infection is proportional to the
number of contacts between susceptible and infected
individuals.

Transmission by contact

taxa de aumento de I = ! "/$
growth rate of I “ rS{N, N “ size of the population



Epidemic model SI (susceptible + infected)

Logistic model:

dI

dt
“ r

ˆ
S

N

˙
I “ r I

ˆ
1 ´ I

N

˙

that is equivalent to

dI

dt
“ r1I pN ´ I q , r1 “ r

N
.

COVID-19: normalised cumulative cases (first wave)



Leraning curves

Exercise 2.8: Psychologists interested in learning theory study
learning curves. A learning curve is a graph of a function of Pptq,
the performance of someone learning a skill as a function of the
training time t.

1. What does dP{dt represents?

2. Discuss why the di↵erential equation

dP

dt
“ kpM ´ Pq,

where k and M are positive constants, is a reasonably model
for learning. What is the meaning of k and M? What would
be a reasonable initial condition for the model? Include the
graph of dP{dt versus P as part of your discussion.

3. Make a qualitative sketch of solutions to the di↵erential
equation.

Homework #5: Epidemic model with recovery

Exercise 2.9: We want to describe the spreading of an infectious
disease, which is transmitted at rate ↵ if an infected individual
meets a non-infected one, and from which infected individuals
recover at rate µ. Let P be the proportion of infected individuals
in a population.

1. Obtain the ODE that describes the dynamics of the disease.

2. Draw the phase line diagrams for ↵ ° µ and ↵ † µ. What
follows for the qualitative behaviour? Sketch selected
solutions.

3. Discuss what the two cases mean for the state of health of the
population and the spreading of the disease?


