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PRIMITIVAS IMEDIATAS
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PRIMITIVAGAO POR PARTES

sendo F' uma primitiva de f.

REGRAS PRATICAS

Poténcias de fungoes trigonométricas ou hiperbdlicas

Poténcias impares de senx, cosz, shx ou chxz. Destaca-se uma unidade a poténcia fmpar e o factor
resultante passa-se para a co-funcao através das férmulas fundamentais:

cos? z + sen’x =1, ch?z — sh?z =1.

Poténcias pares de senz, cosz, shx ou chz. Passa-se para o arco duplo através das férmulas:

1 1
sen 2z = 5(1—cos2:1:), cos’z = §(l+cos2x),

1 1
Sh2x:§(ch2x—1), cthzi(cth—}—l).

Poténcias pares e impares de tgx (thz) ou cotgx (cothx). Destaca-se tg2zx (th2x) ou cotg?x (coth?z)
e aplica-se uma das férmulas:

tg?r =sec’x — 1, (th?z =1 — sech?z),

2

cotg 2z = cosec?z — 1, (coth?z =1+ cosech?z).

Poténcias pares de secz (sech) ou cosecz (cosechx). Destaca-se sec? z (sech2x) ou cosec?z (cosech ?z)

e ao factor resultante aplica-se uma das formulas:
sec?z =1+ tg2x, (sech?z =1 — th2z),

cosec’z = 1+ cotg*z, (cosech ?z = coth?z — 1).

Poténcias impares de sec x ( sech z) ou cosec z ( cosech x). Destaca-se sec? z (sech ?z) ou cosec 2z (cosech 2z)

e primitiva-se por partes comegando por esse factor.

Produtos de poténcias de fungoes trigonométricas ou hiperbdlicas

Poténcia impar de senz (shx) por qualquer poténcia de cosz (chx). Destaca-se senz (shx) e passa-se o
factor resultante para a co-funcao através da férmula fundamental:

sen’z = 1 — cos® z, (sh2z = ch?z —1).

Poténcia impar de cosz (chx) por qualquer poténcia de senz (shx). Destaca-se cosz (chz) e passa-se o

factor resultante para a co-funcao através da férmula fundamental:

cos’x =1 — sen’r, (ch?z =1+ sh?z).



Poténcia par de senx (shx) por poténcia par de cosz (chz). Aplicam-se as férmulas:

sen 2z = 2senx cosx, (sh2x =2shzchuz),
2 1 2 1

sen x:§(1—6052m), shex = 5(ch2x—1) ,
2 1 2 1

cos $:§(1+COSQJZ), ch xzi(ch%v—i—l) .

Produtos em que aparecem factores do tipo senmzx ou cosnz (shmz ou chnzx)

Aplicam-se as férmulas:

senxseny = %(cos(l‘ —y) —cos(z +y)), <sha:shy = %(ch (r+y)— ch(x— y))> ,

1 1
COS T COSY = E(cos(x—i—y) + cos(x — y)), (Chxchy = §(ch (r+y)+ ch(x —y))) ,

senzcosy = %(sen(m%—y) + sen (x — y)), <shxchy = %(sh(x+y) + sh(z —y))) .

PRIMITIVAGAO DE FRACGOES RACIONAIS

Consideremos a fraccao féxi onde f(x) e g(z) sdo dois polinémios. Se o grau do numerador for maior
g(z

ou igual ao grau do denominador, efectua-se a divisao de f(x) por g(x). Obtém-se entao

flz R(x)
)= + 1,
g9(z) g9(z)
R(x) . . o ~ [ .
sendo uma fraccao propria. Para primitivar a fraccao prépia procede-se de acordo com os seguintes
X
passos.

Decomposi¢do do denominador da frac¢do prépria em factores. Os factores obtidos sdo da forma (z — a)?,

correspondendo a raizes reais a de multiplicidade «, ou da forma [(az —p)? + qﬂ B, correspondendo as

raizes imaginarias p £+ ¢gi de multiplicidade (.

Decomposicdo da fracgdo prépria numa soma de elementos simples. Cada factor do tipo:

1. (z — a)® dé origem a
A n Az P Aa
(x —a)*  (z—a)*! r—a’

com A;,1=1,...,«, constantes a determinar;
2. [(z—p)+ qQ]’g dé origem a

Pz + Q n Py 4 Qo . P+ Qp
(@ =2+ [(x—p)?+¢}"" (@ —p)?+¢*

com Pj, Qj, j=1,...,0, constantes a determinar.

Determinagao das constantes. As constantes A4;,7=1,...,a,e P;, Qj,7 =1,...,[, podem ser determinadas

conjuntamente pelo método do coeficientes indeterminados. H4, no entanto, uma forma alternativa de

calcular essas constantes, que descrevemos de seguida.

3



1. Caélculo dos coeficientes A;, i = 1,...,a. Seja 1 (z) tal que g(z) = ¥(z)(x — a)®. Se:

(a) =1, temos que o
A= {w«c)]x_;

(b) «a > 1, efectua-se a divisao

o)

dispondo os polinémios por ordem crescente dos seus mondmios, obtendo-se

R(flﬂ'):l —A Ash A ha—l Ra(a+h)
[w(x) - 1+ A2n+---+ Aq +71/J(a—|—h)'

2. Célculo dos coeficientes Pj, Q;, j =1,...,3. Seja ¢(x) tal que g(z) = ¥(x) [(93 —p)? + qﬂﬁ. Se:
(a) B =1, temos que

R(x) ,
Y(x) r=p+qi 7

(b) « > 1, as constantes calculam-se pelo método dos coeficientes indeterminados (as constantes
Py e Q1 podem ser obtidas como em (a)).

[Pla? +Q1 =

Nota: Caso aparecam elementos simples da forma =, estes podem ser primitivados usando

_ o [(z —p)* +¢]
a seguinte férmula de recorréncia:

/<W) " % [in_ 2" [(x—Z);fC]”_l ’ ;Z:;/<[(x—p);+c]”_l> dx} '

PRIMITIVAGAO POR SUBSTITUIGAO

Sejam a, b, c e d constantes reais. A notagao R(...) indica que se trata de uma fun¢ao racional (envolvendo
apenas somas, diferencas, produtos e quocientes) do que se encontra entre paréntesis.

H Tipo de Fungao \ Substituicao H
1
m7k€N,k>l x:atgt
P
() L eN k>1, 8 — dac <0, onde
(ax? + bz + c)F
b
P(z) é um polinémio de grau inferior ou igual a 2k | az + 3= t
P
(f) 570 k€N, k> 1, onde P(z) é um
((z=p)*+¢)
polinémio de grau inferior ou igual a 2k T=p+qt
2h-1 .
m,ké@,k>1 ¥ = at




H Tipo de Funcao

Substituicao

R(a™,a%",...) a™® =t onde m = m.d.c.(r, s, ...)
R(log, x) t =log, x
A +b) = +b
ax a (ax s ax
R =t™ ond = m.m.c.
<m’<ca:+d> ’<ca?+d) ’ ) cx+d onde m = m.m.c.(g, s, ..
P r
R (:r, (ax +b)4, (ax +b)s, ) ax +b=1t" onde m = m.m.c.(q, s, ...)
ya r
R(:E,$Q,$§,...) x = t"™ onde m = m.m.c.(q, s, ...)

R (9:, Va2 — b2x2>

ase to acosto atht
T =-—sentouzxr=— uzxr=-—
b b b

R (x, Va2 + 623:2)

gt % sht
xr = — ouxr—-—S8
b B b

R (3;, Vb2r2 — a2)

R (:1:, VvV, va— baz)

% sect @ eht
r = —sectoux = —=¢
b b

a 2 a 2
x:gsen toux:Ecos t

R (z,\/z,Va+ bx)

a 2
r=—-tg“t
bg

R (x, vV, Vbr — a)

a 9
r = —sec’t
b

R (x, m)

se a > 0 faz-se Vax? +bxr +c=z\/a+t
se ¢ > 0 faz-se Vaz? +bx +c=/c+tx

se az? +bx + ¢ = a(z —r1)(z — r2),

Var? +br +c=(x —r))t ou Var? +bx +c= (x —ro)t

Qs

z™(a + ba™)

m—+1

€ 7 faz-se a + bx™ = t4

n
1
mt +£€Zfaz—sea+b$”:x”t‘1
q

se

se




H Tipo de Funcao \ Substituigao H
R(senx,cosx):
(a) se R(u,v) é impar na variavel u, isto é,
R(—u,v) = —R(u v) cosx =t
(b) se R(u v) é impar na varidvel v, isto é,
R(u,—v) = —R(u v) senx =t
(c) se R(u,v) é par em nas varidveis u e v, isto é,
R(—u,—v) = R(u,v) tgx = t, obtendo entao (supondo x €]0, 7)
t 1
SeNT = ———, COST = ——
L, VIt 1+t
(d) nos restantes casos (e até nos anteriores) tg 5= t, obtendo entao
2t 1— ¢
SenT = ——, CoST =
14127 142
R(senmx, cos mx) mx =t
R(e*, shz, chx) x=Int
R(shz, chx):
(a) R é impar em shz chzx=t
(b) R é fmpar em chz shx =t
(c) R é par em shz e chz thz = t, obtendo entao
1

(d) nos restantes casos (e até nos anteriores)

shx =

t
V12 V1-1¢2

th — = t, obtendo entao
1+t
12

R(shmz, chmz)

Observacao: Quando se efectua uma substituicao, aparece frequentemente uma expressao do tipo

No caso geral tera de se escrever

F2(2).



