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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Para modelar um fenémeno natural, social ou outro, é necessério percorrer um conjunto de tarefas bem
definidas: recolher os dados; compreender como é que o fenémeno em estudo interage com o “resto do
mundo”; escrever, em termos matematicos, um sistema de leis que descrevam o comportamento que dese-
jamos compreender.

No entanto, este procedimento ainda esta longe de estar completo. O estabelecimento, puro e simples, das
leis que descrevem o modelo nao garante que estas possam ser usadas para descrever ou prever o fenémeno
fisico. Uma vez construido o modelo temos que o sujeitar a um considerado “fogo cruzado” de anélise
matemadtica (testar o modelo).

Passado este passo, e tendo ja uma grande dose de confianca em relagdo ao modelo, o objectivo a ter
em conta serd encontrar a sua solugcao exacta ou, pelo menos, ter uma ideia bastante precisa em relacao
a essa solucao. Apesar da andlise matemaética fornecer importantes informagoes qualitativas a respeito da
solugao, esta falha redondamente, na maioria dos casos, na resposta ao nosso objectivo. O proximo passo é
pois a obtencao de um método numérico que permita construir uma solugao aproximada para o problema.
Um método numérico, nestas condicoes, é traduzido por um algoritmo que nao é mais do que um completo
e nao ambiguo conjunto de passos que conduzem a solucao do problema.

1.2 Erro absoluto e erro relativo

’

A introducdo de erros num determinado processo de cédlculo pode ter vérias causas. E nosso objectivo
analisar quais sdo essas causas e estudar mecanismos que nos permitam determinar limites superiores para
os erros obtidos no final do processo de calculo.

Para iniciar o nosso estudo, definamos dois tipos fundamentais de erros.

Defini¢ao 1.1 (Erro absoluto) Seja © € R™ um vector cujas componentes sio desconhecidas e T € R"
um vector cujas componentes sao aprorimagoes para as componentes correspondentes de x. Chama-se erro
absoluto de T e representa-se por e(T) a quantidade

e(T) =x —T.

Na pratica o valor do erro absoluto usa-se, geralmente, em norma pois, para a maioria dos problemas,
nao é relevante saber se o erro foi cometido por defeito ou por excesso. Vamos, entao introduzir o conceito
de norma vectorial.

Definicao 1.2 (Norma) Seja E um espaco vectorial (real ou complero). A aplicagdo |- | : E — R{ que
verifica

1. Vx € E, |zl =0« 2 =0,

2. Vx e E, VA€ R (ou C), |Az|| = [A|llz]],



Preliminares 4

3. Vo,y e B, lz 4yl < el + [lyll;

€ designada por norma.

Como consequéncia da propriedade 3 da definicado anterior temos

lull = flu — v+l < flu = vl + ]
e portanto |ju|| — ||v|| < |[Ju — v||. Logo vale a seguinte propriedade.
Teorema 1.3 Seja E um espago vectorial e ||.| uma norma em E. Entdo

[l = ol < flu = vl|, Vu, 0 € E.

Existem varias fungoes que verificam as trés propriedades das normas vectoriais. Entre elas destacam-se
as dadas no Exercicio 1.5.2.

Defini¢ao 1.4 (Erro relativo) Seja x € R™ um vector cujas componentes sao desconhecidas e T € R"
um vector cujas componentes sGo aprorimacgoes para as componentes correspondentes de x. Chama-se erro
relativo de T e representa-se por r(T) a quantidade

r(@) = e(@)/[«].-

Como na definicao de erro relativo o valor de x nao é conhecido, é usual considerar a aproximagao
lr(Z)|| = |le(Z)||/||Z||. Melhor ainda, atendendo a que

]l = {1zl = lle@)]Il;

podemos considerar o majorante

le@)

Ir@I <T@ = re@m

Observagao 1.5 O erro relativo, atendendo a que € uma quantidade adimensionada, € muitas vezes rep-
resentado sob a forma de percentagem. Note-se também que o erro relativo nos dd uma maior informagao
quanto a precisao da aproximacdo que o erro absoluto.

E com base nas defini¢cbes de erro absoluto e erro relativo que iremos analisar os resultados numeéricos
que aparecerao como aproximacoes a valores que nao conhecemos com exactidao.

1.3 Condicionamento de matrizes

Consideremos um sistema possivel e determinado Az = b e seja b o vector obtido a partir de b considerando
perturbacoes numéricas nas suas componentes. Esta situacao é frequente quando o vector dos termos
independentes representa medigoes. Para analisar de que forma as perturbacoes dos termos independdentes
influenciam o resultado numérico, ha necessidade de introduzir o conceito de norma de uma matriz.

Uma vez que o conjunto das matrizes reais de ordem n, que designaremos por
Msn(R), é um espago vectorial, poderemos definir normas nesse espago.

Definicao 1.6 (Norma matricial) Consideremos ||.|| uma norma definida em R™. Entdo a aplicagdo
[ s Mpxen(R) — R{ tal que, para todo 0 A € Mpxn(R)

|All = sup [|Az]

ll]l=1

¢ designada norma de uma matriz subordinada a norma vectorial ||.||.
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Podemos definir normas matriciais subordinadas as diferentes normas vectoriais dadas no Exercicio 1.5.2.
Consideremos a norma ||.||; para R™. Entao, com A € M, x,(R), tem-se

41 = sup 4]y = sup Z|Zazm|

n n n n

Z|ZCLU$3| ZZ|GU||$§| maX Z|a74]”|$”1
i=1 i

7j=1 7j=11i=1

e portanto, concluimos
141y < max Z\%\

Temos entao que (o méximo é atingido para um vector x € R™ escolhido de forma conveniente)
n
1AL = max > |ay,
]:17"'7n . 1
1=

0 que mostra que a norma anterior é subordinada & norma ||.||;.
Consideremos agora em R" a norma ||| € seja A € M, «,(R). Entéo

[Alloc = sup [[Az]|co-

l[#]loo=1

Atendendo a que

n

n
[Aaloo = max |3 aijo;| < (max 3 layl) max |z,
i=1,...,n =1 z—l,...,nj_l =1
]_ =

’

vem

n

1 Alloe < max 3 Ja].
7'—17"'777/. 1
J]=

Atendendo a que o maximo é atingido para um vector x € R™ escolhido de forma conveniente concluimos
que a norma ||A||s é subordinada & norma vectorial ||.||oc-

Provemos agora alguns resultados importantes referentes a normas matriciais.

Teorema 1.7 Seja ||.|| uma norma em R™. Entao, para A € Myxn(R), tem-se
[Az]| < [[Allljz]l, v € R,

em que ||Al| € a norma de A subordinada d norma |.||.

Demonstracao: Notamos que se a norma ||.|| é subordinada a uma norma vectorial entao, para A €
M xn(R), temos

Ax
1Al = sup [ Az] > 1221,

n7x 7é 07
l2]|=1 =]

e portanto é valido o resultado. O

Teorema 1.8 Para A, B € My, (R), tem-se | AB| < || A|||| B
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Demonstragao: Atendendo a desigualdade demonstrada no teorema anterior, temos

IAB|| = sup [[ABz| < HAH'Sup |1Bz|| = [|Al}BI. O

[l]l=1 |z[=1

Consideremos, de novo, o sistema possivel e determinado Az = b e o vector b obtido a partir de b
considerando perturbacdes numéricas nas suas componentes. Seja e(b) e 7(b) respectivamente os erros
absoluto e relativo de b. Vejamos de que modo este erros influenciam os erros absoluto e relativo de Z, sendo
Z a solucdo do sistema AT = b.

Se o sistema Az = b é possivel e determinado, entdo A é invertivel e portanto x = A~1'b. Consideremos
agora o sistema em que o vector dos termos independentes tem as componentes afectadas de erro, i.e, AT = b.

Temos

~1(1 _ T -1
() = leC@)ll _ [[A7 (= b)[| _ A" e(®)]
(Ea (Ea (Ea
Mas
o]l = [|Az[| < [|All]]=|l

e portanto
[ = A~ [bll-

Utilizando esta desigualdade em r(z), deduzimos

[EE0]

= LA~ YIIAlllr(b)]].
TAT-10] AT AN (O]

Ir(@)Il <

Esta desigualdade permite determinar uma condigao suficiente para garantir que pequenas variacoes nas
componentes do vector dos termos independentes do sistema conduz a pequenas variagoes nas componentes
do vector solugao. Se o sistema apresenta a propriedade anterior dizemos que é um sistema estdvel e a matriz
do sistema diz-se bem condicionada. Se o sistema de equagoes lineares nao é estével entdo diz-se instavel e a
matriz do sistema diz-se mal condicionada.

A ||A7Y|||A|| chamamos nimero de condicio da matriz A e é denotado por cond(A).

Teorema 1.9 Se A ¢ tal que cond(A) < 1 entao o sistema que tem A como matriz € um sistema estdvel.

1.4 O polinémio de Taylor

Seja f uma funcao real definida num intervalo [a,b] C R. Um problema que frequentemente se coloca é o
de determinar uma fungao g definida em [a, b] tal que ||f — g||x < €, com € > 0 uma tolerancia dada, onde
| - |loo é a norma de Chebyshev definida no Exercicio 1.5.10. A existéncia de solugdo para tal problema é
dada pelo Teorema de Weierstrass que apresentamos sem demonstragao.

Teorema 1.10 (Weierstrass) Seja f uma fungdo continua definida em [a,b]. Entdo, para cada € > 0
existe um polindmio p definido em [a,b] tal que

”f _pHoo <e€.

Notemos a grande importancia deste resultado. De acordo com ele, podemos ter a certeza que dada uma
funcao continua f qualquer existe sempre um polinémio p que esta tao préximo de f quanto se queira. Assim
sendo, este resultado legitima a aproximagao polinomial, isto é, a tarefa de, dada uma funcao, procurar um
polinémio que a aproxime.

Notemos, no entanto, que o teorema nao nos diz como podemos construir esse polinémio; ele apenas
garante a existéncia.

Consideremos agora o seguinte teorema, devido a Brook Taylor.
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Teorema 1.11 (Taylor) Se f admite derivadas continuas até a ordem n (inclusivé) em [a,b], isto é, se
f e C™(a,b]), e se f™FD existir em (a,b) entdo, para todo o x,zo € [a,b],

f(z) =T, (x;20) + Ry (x;0), (1.1)
onde "
T (asz0) = Y0 T (0 gt
k=0 ’
¢ (n+1)
Rufaszn) = LB @t e rnaa),

sendo I{x,xzo} o intervalo aberto definido por z e xg.

A (1.1) chamaremos férmula de Taylor sendo T, (x; o) o polinémio de Taylor de f em torno do ponto zg
e R,(x;x0) o resto (de Lagrange) de ordem n (ou de grau n + 1). Se g =0 a (1.1) chamaremos férmula de
Maclaurin.

Atente-se ao grande interesse pratico deste resultado que afirma que, mediante certas condicdes, uma
funcao qualquer poder ser escrita como a soma de um polinémio com um resto. Escolhendo valores de z e
o tais que

lim R, (z;x0) =0. (1.2)

n—-+00

temos que, a partir de um valor de n suficientemente grande, a funcao dada pode ser aproximada pelo
polinémio de Taylor. Assim, qualquer operacao a efectuar sobre a fungao (derivagao, integragao, etc.)
podera ser feita sobre o polinémio. Uma fungao que verifica (1.2) para todo o z € (xg — &, x0+¢€), € positivo
e escolhido de forma adequada, diz-se analitica em x.

Observagao 1.12 A escolha dos valores de x e xg deverd ser feita de modo a que eles pertencam ao intervalo
de convergéncia da série

S (o)
Z T(x - iﬂo)k
k=0 ’
designada por série de Taylor. Neste curso ndo iremos dar énfase a esta questdo.
O objectivo fundamental sera determinar qual menor valor de n que verifica

max |R,(x;xq)| < n,
§€I{I,mo}‘ n o)l <mn

sendo n > 0 uma tolerancia previamente fixada. Obtemos assim a aproximacgao
f(z) = Ty(z;20),
cujo erro nao excede 1. O valor de R, (x;zg), sendo um erro absoluto uma vez que
|f(x) = Th(x;20)| = |Rn(2520)]

¢é também designado erro de truncatura.
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1.5 Exercicios

Exercicio 1.5.1 A equagdo do segundo grau az? + bx + ¢ = 0 é usualmente resolvida pelas férmulas

—b+vb? — 4dac . —b—+vb? — 4ac
- ) 2 = .

1.
2a 2a (1.3)

T

1. Prove que uma solucdo alternativa é dada por

2c 2c

, To = )
—b — Vb? — dac 2 —b+ Vb2 — 4dac

2. Escreva um programa de computador que resolva equa¢des de segundo grau de duas maneiras distintas: (i)
usando as férmulas (1.3); (ii) calculando uma raiz pela férmula de (1.3) em que ndo se subtraem niimeros
do mesmo sinal e a outra raiz pela férmula de (1.4) adequada.

r1 = (1.4)

3. Execute o programa construido em (b) quando: (i) a = 1.0, b = =5.0, ¢ = 6.0; (ii) a = 1.0, b =
12345678.03, ¢ = 0.92.

Exercicio 1.5.2 Consideremos E = R". Prove que as funcdes seguintes s3o normas

n
o ||z||; = Z |z;|, (norma um)
i=1

n
Z |z;|2, (norma euclidiana).
i=1

o llzf2 =

o ||z]|eo = max |z;|, (norma do maximo ou de Chebyshev),
=1,

Exercicio 1.5.3 Mostre que a funcdo estabelecida na Definicio 1.6 é uma norma.

Exercicio 1.5.4 Seja A € M, «x»n(R). Prove que as seguintes aplicagdes verificam as propriedades que carac-
terizam um norma:

o AL = maxj—1,_n ity |aijl;
o |Allcc = max;—1__n Z;'L:1 |agj]-

Exercicio 1.5.5 Seja A uma matriz real, ndo singular e de ordem n. Prove que se A € um valor préprio de A
entao

1
<A< Al
[T
Exercicio 1.5.6 Considere a matriz
2 -1 0
A=| -1 2 -1
o -1 2

Calcule || A1 e [|Al|co-

Exercicio 1.5.7 Ao resolver o sistema de equacdes lineares Az = b, suponha que o termo independente b n3o
¢é exacto, encontrando-se afectado de um erro §b. Qual o erro que vem para x resultante dessa inexactidio?

Exercicio 1.5.8 Como vimos, niimero de condicdo de uma matriz A ¢ definido por cond(A) = || A - [ A7}

1. Mostre que uma medida do ndmero de condi¢do pode ser dada por Aps /A, onde A\jy e Ay, sdo, respecti-
vamente, o maior e menor (em médulo) valores préprios de A.
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2. Mostre que se A é singular cond(A) é infinito e se A é ndo singular cond(4) > 1.
3. Resolva o sistema

2.000112x1 + 1.414215z9 = 0.521471
1.414215z71 4 1.000105z9 = 0.232279

pelo método de eliminacdo de Gauss. Sabendo que a sua solu¢do exacta é
(x1,22) = (607.1248, —858.2826),
explique os resultados obtidos

Exercicio 1.5.9 As matrizes dos sistemas

T —y =1 . T -y =1
xr—1.0000ly = 0 x—0.99999y = 0
sdo aproximadamente iguais. Determine e compare as suas solug¢des.
Exercicio 1.5.10 Num espaco de fungdes podemos também definir uma norma. Consideremos o conjunto das

aplicagdes continuas num intervalo [a, b]. Este conjunto é um espaco vectorial para a soma de fun¢des e produto
de um ndmero real por uma fun¢do. Prove que, em Cla, b], sdo normas as aplicagdes seguintes:

o |[flloo = m[a>l<)] |f(z)|, (norma de Chebyshev);
z€la,

b
o Ifll= / [f(@)]2dz, (norma Ly).

Exercicio 1.5.11 Calcule um valor aproximado de cos 47° utilizando o polinémio de Taylor com resto de grau 3
~ ™ . .~ .
encontrado para a fun¢do f(z) = cosx em torno de z¢ = 1 Indique o grau de precisdo do resultado obtido.

Exercicio 1.5.12 Utilizando o desenvolvimento em série de Taylor de In (1 + z) em torno de zy = 0, calcule

5 .
In (Z) com duas casas decimais correctas.
Exercicio 1.5.13 Obtenha uma aproximagdo com trés casas decimais correctas para In (1.25).
. . o 8 . N .
Exercicio 1.5.14 Pretende-se calcular uma aproximacgdo do real A = — sin 3 com trés casas decimais correctas
T

sinz .
desenvolvendo —— em série de Taylor.
x

1. Determine o menor niimero de termos a tomar naquele desenvolvimento de modo a obter a precisio referida.

2. Calcule A de acordo com a alinea anterior e apresente o erro absoluto cometido.

1,
2 sinx . .
dx com trés casas decimais correctas.

Exercicio 1.5.15 Determine/
0 xr

1 xr
Exercicio 1.5.16 Desenvolva em série de Taylor a fungdo f(z) = —/ e dt e indique um limite superior
T Jo

para o erro de truncatura.



