Capitulo 2

Interpolacao polinomial de funcoes de
uma variavel

2.1 Introducao

Seja f uma funcao real definida num intervalo [a,b] C R e conhecida nos pontos xg,x1,...,z, € [a,b].
Suponhamos ainda, sem perda de generalidade, que esses pontos formam uma particao A do intervalo [a, ],
isto é,

A a=x9<x1 < < Tp_1<xTp =>. (2.1)
Como poderemos calcular o valor de f(z) e x € [a, b], tal que z # x;,i = 0,1,...,n? Este problema pode ser
resolvido por interpolacdo. Em linhas gerais, o conceito de interpolacao consiste em determinar uma funcao

g(x) = a0¢0(x) +ooet+ an(lsn(w% (2'2)

gerada por uma certa familia de fungoes {¢x}}_, por forma a que
flx) = g(axy), 1=0,1,...,n. (2.3)

A funcao g nestas condigoes é designada por func¢do interpoladora de f nos pontos de suporte (ou pontos de
interpolagdo) zg,z1,...,T,. A condigdo (2.3) é designada condi¢do de interpolag3o.

Observagao 2.1 Nada nos garante que o problema da interpolagdo tenha sempre solugdo. Por exemplo,
fazendo ¢o(x) =1 e ¢1(x) = 22, ndo existe nenhuma funcdo g(x) = ag + a1x? que passe nos pontos (1,1) e
(—1,0).

O problema da interpolacao tem uma grande importancia pratica, sobretudo no tratamento de funcoes
para as quais se conhece apenas um conjunto finito de valores. Tal situacao é muito frequente, por exemplo,
no contexto das equacoOes diferenciais. Quando se usam métodos numéricos para aproximar a solucao de
uma equacao diferencial esta fica apenas conhecida num conjunto de pontos. A interpolagao permite assim
encontrar uma funcdo que passa por esse conjunto de pontos e que pode funcionar como uma aproximacao
a solugao da equacao diferencial.

Outra utilidade pratica da interpolacdo consiste na aproximacao de uma funcao com uma expressao
analitica complicada por uma outra fungdo mais simples que coincida com a primeira num determinado
conjunto de pontos. Assim, quando pretendermos operar com a primeira funcdo podemos fazé-lo, de uma
forma aproximada, recorrendo a funcao interpoladora.

2.2 Interpolacao polinomial de Lagrange

Vamos considerar o problema de determinar um polinémio P € P,(R) (espago vectorial dos polinémios de
grau menor ou igual a n com coeficientes reais) que interpole a fungao f nos pontos da particao A. Neste
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Interpolacao polinomial de fungées de uma variavel 11

caso, as funcoes geradoras {¢y}}_, terao de constituir uma base de P,(R), espaco de dimensao n + 1. Um
exemplo é dado pela base candnica

Qbk(l') :xk7 k:0717"'7n' (24)

Observagao 2.2 Iremos escrever Pp(R) = Pp([a,b]) para evidenciar o facto de estarmos a trabalhar no
intervalo [a, b].

Vamos comecar por demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.3 (Lagrange) Seja f uma func¢ao definida nos pontos da particao (2.1) do intervalo [a,b] C R.
Ezxiste um e um sé polindmio P,, de grau menor ou igual a n interpolador de f nos pontos dados.

Demonstragao: Considerando em P, ([a,b]) a base canénica (2.4) temos que P, € P,([a,b]) pode ser
escrito na forma

n
Pn(x) = Z ijn.
=0
Para que este polinémio verifique as condigoes de interpolacao
f(zi) = Pa(z:), 1=0,...,n,

os seus coeficientes serao determinados pela resolucao do sistema linear

1 z9 2% ... ap co f(zo)

1z 23 xy c1 f(z1)

1z 3 xh co | — | f(x2)
1oz, x| | e | | f(zn) |

Como z; # x; para i # j, temos que a matriz deste sistema é uma matriz de Vandermonde invertivel
(Exercicio 2.2.4). Temos que este sistema é possivel e determinado e, como tal, podemos dizer que existe
um e um sé polinémio P, de grau menor ou igual a n que interpola f nos pontos da particdo dada. O

A determinacado do polinémio interpolador por este processo é pouco eficiente e pouco estavel. Quanto
A eficiéncia, note-se que a resolucdo do sistema linear requer (n + 1)2/3 + (n + 1)? — (n + 1)/3 multi-
plicacdes /adicdes (O(n3) operacoes). Quanto & estabilidade, é possivel provar que a matriz de Vandermonde
do sistema é muito mal condicionada: prova-se que o ntimero de condicao da matriz é tanto maior quanto
maior for a sua ordem (dada pelo grau do polinémio). Na pratica verifica-se que este método nao permite
ir além de valores de n da ordem da dezena quando se trabalha em aritmética com 6 ou 7 decimais.

2.2.1 Férmula de Lagrange

Uma forma mais eficiente de determinar o polinémio interpolador de Lagrange de uma funcao f nos pontos
da particao (2.1) é obtida & custa da chamada férmula de Lagrange. Para a definir consideremos o conjunto
{¢;}7_, dos polinémios de Lagrange de grau inferior ou igual a n dados por

n
T —x;
li(z) = L. 2.5
@=117=7 (25)
i
Uma vez que {¢;}'_, constitui uma base de P, ([a, b]) (Exercicio 2.2.5), dado um polinémio P,, € P, ([a,b]),
esse polinémio pode ser escrito na forma

P,(z) = Z cili(z).
i=0
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Para que este polinémio verifique as condig¢oes de interpolacdo (2.3) os coeficientes ¢; terdo que coincidir
com os valores nodais f(z;), i =0,...,n, pois ¢;(x;) = 0; ;, onde ¢; ; representa o simbolo de Kronecker

1 a=g
‘5”‘{0 Y

Assim sendo, o polinémio interpolador de f nos pontos da particdo dada pode ser escrito na forma
n
Po(z) =) flzi)li(z). (2.6)
i=0

As expressoes (2.6) e (2.5) definem a férmula de Lagrange para calcular o polinémio interpolador de f nos
pontos xg, 1, - .., Zn. O polinémio interpolador calculado é muitas vezes chamado polinémio interpolador de
Lagrange de f nos pontos da partigao (2.1).

Notemos que a férmula de Lagrange pode ser escrita na forma

Pale) =3 fla) = (2.7
=0

Dw' ()’
sendo

w(z) = [J(z - ). (2.8)

[en]

<

De facto, atendendo a (2.8) temos que

e como tal @)
w(x
fz(l’) = T N g
(@ — @i)w'(z;)
0 que prova o pretendido.

Na pratica, nunca se deve reduzir o polinémio interpolador de Lagrange a sua forma candnica uma vez
que esta reducao pode implicar perdas de precisao.

Para determinar o esfor¢o computacional necessario & obtencao do polinémio interpolador pela férmula

de Lagrange, note-se que, supondo as constantes

. f(z;)

"W ()

, 1=0,...,n,

calculadas a priori, o calculo do valor do polinémio interpolador num determinado ponto pode ser dado por

Py(z) = w(x) Fo +- 4 i

T — X T — Tn
Este célculo requer n(n + 1) multiplicacoes e n(n +2) adicdes, isto é, O(n?) operacdes, o que torna a férmula
de Lagrange muito mais eficiente que o processo matricial.

A férmula de Lagrange possui, no entanto, o inconveniente de obrigar a refazer os calculos dos polinémios
(2.5) sempre que ocorra uma alteracdo nos pontos de suporte. Na prética esta situagdo acontece com
frequéncia, por exemplo, quando pretendemos passar de P, a P41, pela adigdo de mais um ponto x,4+1 ao
suporte de interpolacao, a fim de estudar o comportamento do erro.
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2.2.2 Férmula de Newton

Consideremos as seguintes funcoes

i1
po(r) =1, @bi:H(ZE—ﬂfi), i=1,...,n.
5=0
Atendendo a que o conjunto {¢;}"_, constitui uma base P, ([a, b]) (prove), existem constantes ¢;,i =0, ..., n,

tais que o polinémio interpolador de Lagrange é dado por

n

Po(z) = ZQ’@(@- (2.9)

i=0
Para determinar ¢y note-se que, se P, (x) poder ser escrito na forma (2.9), temos que

co = Pu(z0) = f(z0).
De forma similar temos que ¢; pode ser determinado calculando P,, no ponto x1. Assim

f(xo) +c1(z —21) = Py(z1) = f(21) = €1 = W.

f(@1)—f(zo)

Denotando por f[xg,z1] a diferenca dividida de primeira ordem ra—

idéntica deduzimos que
f(@2) — f(wo) — flwo, 21](22 — 20)

(z2 — x0)(22 — 71)

que denotamos por f[zg, x1, z2]. Podemos deste modo obter um processo recursivo para a determinagao dos
coeficientes do polinémio se atendermos a seguinte definigao.

e prosseguindo de forma

Cy =

Definicao 2.4 (Diferencas divididas) Seja f uma fungao definida nos pontos da particao (2.1) do in-
tervalo [a,b) CR. A
f(@ivr) — flxi)

Lit1 — X4

flei, ] =

chama-se diferenca dividida de primeira ordem de f relativamente aos argumentos x; e x;11. As diferencas
divididas de ordem superior definem-se recursivamente. Assim, define-se diferenca dividida de ordem k
relativamente aos argumentos x;, Lit1, ... Tirk, cOm t +k <n, por

w1, wigo, o gr] — flos, w1, . i)
Titk — T4

flei g1, . i) =

Usando a definicao anterior pode demonstrar-se que
Ci:f[:E(],...,:Ei], iZl,...,’l’L.
Substituindo este valor na expressao (2.9) que define P, (z) obtemos

Pu(x) = f(xo) + flzo, z1](x — x0) + flwo, 21, 22](x — x0)(x — 21)
(2.10)
+- o+ flro, 1, . xn)(x — xo)(x — 1) - (X — Tp—1),

conhecida por férmula interpoladora de Newton das diferencas divididas. Abusivamente é usual designar por
polinémio interpolador de Newton o polinémio calculado por (2.10).

Um resultado importante respeitante as diferencas divididas é o seguinte.

Teorema 2.5 As diferencas divididas sdo invariantes para qualquer permutacdo dos indices de suporte.
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Demonstracao: Com efeito, tem-se que

flwi, zig1) = ﬂx;ii — i(%) = f(:zz — ifffﬂ) = flziv1, 1.

Por indugao conclui-se facilmente (exercicio) que o mesmo acontece para as diferengas divididas de qualquer
ordem. [O

A demonstragao do teorema anterior poderia ter sido feita atendendo ao seguinte exercicio que se demon-
stra por inducao.

Exercicio 2.2.1 Seja P, o polinémio interpolador de f € C"!([a,b]) de grau inferior ou igual a n nos pontos
da parti¢do (2.1) do intervalo [a,b] e w o polinémio nodal dado em (2.8). Mostre que se verifica a igualdade

flro,x1, ... xn] = Z i/((iz))
=0 ?

Apresentamos trés processos distintos para a construgao do polinémio interpolador de Lagrange de grau
n quando sao conhecidos n + 1 valores de uma dada funcao. Dos processos apresentados aquele que se
mostra menos eficiente é o método matricial pois nao tem uma forma explicita de determinar os coeficientes
do polinémio interpolador. Mais ainda, a determinacao destes coeficientes é feita recorrendo a resolucao de
um sistema de equacoes lineares em que a matriz deste sistema pode ser mal condicionada.

O processo de construcao mais eficiente é o método das diferencas divididas. O calculo do polinémio
interpolador usando (2.10) na forma encaixada (ver Exercicio 2.2.2), supondo calculados os coeficientes
f(xo), flro,x1], - -, flxo,x1,...,2y], requer apenas 2n adigoes/subtracgoes e n multiplicagoes/divisoes, isto
é, O(n) operagoes.

2.2.3 Erro de interpolagao

Por defini¢ao, o polindémio interpolador coincide com a fungao num dado conjunto de pontos de suporte.
Interessa-nos saber, no entanto, se para os outros pontos do dominio da fungdo, o polinémio interpolador
constitui uma boa ou uma ma aproximacao para a funcao. Nesse sentido temos o seguinte teorema.

Teorema 2.6 Seja P, o polinomio de grau menor ou igual a n interpolador da funcdao f mnos pontos da
particdo (2.1) do intervalo [a,b]. Se f € C"([a,b]) entdo, para cada x € [a,b], existe & = £(x) €]a,b| tal

que
_ _ e
onde w € a fungdo nodal dada em (2.8).
Demonstragao: Se x = x;, para algum i o resultado é, obviamente, védlido. Se x # z;, 1 = 0,1,...,n,
defina-se a funcao auxiliar
w(t)

Ora, como F'(t) = 0 possui n+2 raizes distintas em [a, b], uma vez que F(x;) =0,i=0,1,...,n,e F(x) =0,
por aplicacao do Teorema de Rolle, conclui-se que F’(t) = 0 possui pelo menos n + 1 raizes distintas em
Ja,b[, F"(t) = 0 possui pelo menos n raizes distintas em ]a, b[ e, sucessivamente, F("*1)(t) = 0 possui pelo
menos uma raiz em Ja, b[. Seja t = £ essa raiz. Uma vez que

(n+1)!

F(n+1)(t) _ f(n-i-l)(t) N w(x)

(f(z) = Pa()),
substituindo ¢ por £, obtem-se (2.11). O

Note-se a semelhanca existente entre a férmula do erro na interpolacdo e na férmula de Taylor. A
diferenca esta que, enquanto a primeira usa informagao em varios pontos distintos, a segunda recorre apenas
a um tnico ponto.
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Observagao 2.7 Na prdtica a expressao (2.11) nao é muito util uma vez que o valor do ponto intremédio
& nao € conhecido. Vamos sequidamente considerar algumas formas alternativas de expressar o erro.

1. Pelo teorema anterior podemos determinar um majorante para o erro cometido ao substituir f pelo
seu polinémio interpolador de Lagrange de grau n, P,. De facto, de (2.11) sai que

£ oo

_Pn oo<
R e ]

[[w]oo- (2.12)

2. Atendendo a que x,x; € [a,b], temos |x — x| < (b—a) e portanto

£ o

(n - 1)' (b _ a)n—l—l‘

If = Palloo <

3. Atendendo a observacao anterior, podemos determinar qual o grau do polindmio interpolador de La-
grange que satisfaz alguma restricdo de proximidade. De facto, se considerarmos My1q > 0 tal que
Hf(nH)Hoo < My+1 temos que, fizado € > 0, poderemos determinar o valor de n tal que

Mn+1

m(b —a)"" <

Determinado o valor de n, e considerando pontos igualmente distinciados em [a,b], construimos o
polinémio interpolador.

No resultado seguinte é estabelecida uma estimativa mais precisa para o erro cometido ao aproximar
uma fungao pelo seu polinémio interpolador.

Teorema 2.8 Seja f uma fungao definida no intervalo [a,b] onde se considera a parti¢ao (2.1). Seja P, o
polinémio interpolador de Lagrange para a funcao f e seja

h= max |z; —x;—1]|.

i=1,...,n

FEntao
hn+1

R A

(2.13)

Demonstracao: Atendendo as observagOes anteriores, para concluir a estimativa apresentada provemos
que

com w a func¢ao nodal (2.8). Vamos efectuar a demonstragao por indugao.
Para n = 1 temos que w(x) = (x — zo)(z — x1). Assim,

w'(m):0:>x:$0+$1.

2
(- o ()

Suponhamos que (2.13) se verifica para n e provemos a sua veracidade para n + 1, isto é, que

Como tal,

il = ma { (@),

n+1
2 (n + 1)!
max r—r)| { —>
xe[a,b};,l](;| j| 4
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com a = zg € Tpt1 = b. Dado = € [a,b] temos que x € [a,x,] ou z € [x,,b]. Consideremos, sem perda de
generalidade, a primeira hipotese. Entao

n+1

h"+1n' h"+2(n—|—1)!
xrg%]l_[lw—%l— maxH|w—xy||:c—b| (n+)h = ———,

0 que prova o pretendido. O

Na determinacao de uma estimativa para o erro cometido ao aproximar uma fungéo pelo seu polinémio
interpolador de Lagrange é usada a derivada da funcao que estamos a aproximar. Em geral esta funcao é
apenas conhecida pontualmente. Vejamos seguidamente como podemos aproximar as derivadas que figuram
na estimativa do erro utilizando apenas o valor da funcao nos pontos da particao do intervalo.

Teorema 2.9 Seja f uma fun¢do admitindo derivadas até a ordem n+1 continuas em [a, b]. Neste intervalo
consideremos a parti¢ao (2.1) e seja P, o polindmio interpolador de Lagrange para a funcdo f na parti¢ao
dada. Entao para x € [a,b] eziste { = &(x) €]a,b[ tal que

flzo, 1, ... xp]n! = f(”)(f).

Demonstragao: Consideremos o polindmio interpolador de Lagrange (2.10). Temos que, para x € [a, b],
o erro de interpolacao é dado por

i—1

e(2) = f(z) — Po(z) = () - xo+§jfxo,..., NICED)

j=0

A funcao erro tem n + 1 zeros em [a, b], e portanto, pelo Teorema de Rolle, a funcao derivada de ordem n
tem pelo menos um zero. Logo existe & = £(x) €]a, b] tal que e (€) = 0, isto 6,

f(")(f) — flzo, ..., xx]n! =0,

0 que prova o pretendido. O

Observagao 2.10 Pelo teorema anterior, para estimar a derivada de ordem n + 1 que figura em (2.11),
podemos utilizar diferenca dividida de ordem n + 2. De facto, se x € [a,b], existe & = {(x) € [a,b] tal que

f[‘row ey Lgy Ty L1y - e - 7xn](n + 1)' = f(n+1)(§)

e portanto
f(z) — Py(z) ~ flzo,. .., Tiy Ty Tig1, - - ., Tn|w(T).

Vamos agora analisar brevemente o problema da convergéncia do processo de interpolacao. Para isso,
consideremos uma funcao f definida num intervalo [a,b] onde estd definida uma parti¢do uniforme (com
n + 1 pontos) e seja P, o seu polinémio interpolador de Lagrange. Provdamos que

hn+1
_ < || fnt)y 0
1= Palloo < 15 oo s,

em que h = I’_T“. Se existir uma constante positiva M tal que
If® ) < M,  VneN,
entao

(b _ a)"+1

- P <M —F——""—.
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Atendendo a que
] (b _ a)n+1
lim

e P
n—-+o0 4(77, + 1)n"+1 ’

concluimos que
1f = Palloc — 0, n — +00.

Neste caso, o processo de interpolacao é convergente, isto é, o aumento do grau do polinémio implica um
aumento de precisao. Existem, no entanto, funcoes para as quais nao podemos concluir que um aumento do
grau do provoque um aumento da proximidade do polinémio interpolador com a funcao interpolada. Isso
acontece quando nao é possivel encontrar um majorante para as derivadas da funcao. Um exemplo que
ilustra esta situagao foi considerado por Carl Runge em 1901 e é o apresentado no Exercicio 2.2.14. Esse
exercicio ilustra que, para a interpolacao polinomial, podemos ter, em simultaneo, situagoes de convergéncia
e de divergéncia.

2.2.4 Zeros dos polinémios de Chebyshev

Uma questao interessante consiste em saber como diminuir os erro de interpolacao sem aumentar o nimero
de pontos de suporte. A férmula (2.12) mostra que o erro de interpolacio depende tanto de || f*1) || como
de ||w||s (que depende da escolha dos pontos de interpolagao). A questao interessante estd em saber, para
um dado n, qual a escolha dos pontos de interpolacao que minimiza ||w|«. A resposta pode ser dada a
custa dos chamados polinémios de Chebyshev.

Paran =0,1,2,... e x € [-1,1] os polinémios de Chebyshev da grau n sao definidos pela relagao

T, (x) = cos (n arccos x).

Uma forma simples de provar que 7T, é, de facto, um polindmio, é atendendo a férmula de recorréncia (ver
Exercicio 2.2.15)
Thi1(x) = 22T (x) — Tho1(2), n=12....

Observagao 2.11 Da  definicao de polindmio de  Chebyshev  resulta  imediatamente  que
T, (x)] <1, n=0,1,2,.... Assim sendo, como T,(1) = 1, temos que, em [—1,1], ||Tn|lcc = 1. Além
disso, atendendo ao Ezercicio 2.2.16, os zeros dos polindmios de Chebyshev estao todos no intervalo [—1,1].

E ficil provar que o coeficiente do termo de maior grau de T}, é a, = 2"~!. Assim sendo, o polinémio
T, := 2'7"T,, é ménico, isto é, o seu coeficiente do termo de maior grau é igual & unidade. Designemos por

Pn(la,b]) a classe dos polinémios ménicos de grau menor ou igual a n em [a, b].

Teorema 2.12 O polinémio T,, é de todos os polinomios de 75”([—1, 1]) o que tem menor norma, isto é,

1Talloo < IPllocs VP € Pu(=1,1]).

Demonstragio: Sabemos que ||T},[c = 2'~™. Suponhamos que existe P € P,([—1,1]) tal que || P|los <
217" ¢ seja Q = T,, — P. Entéo o grau de QQ é menor ou igual a n — 1. Por outro lado, para os valores de ),
dados no Exercicio 2.2.16,

Qa}) = Tu(xy) — Play) = (=1)F217" — P(x}).

Assim sendo, o polinémio () tem n zeros pois tem sinais alternados em n intervalos e é uma fun¢éao continua.
Logo @ é o polinémio nulo, o que prova o resultado. O

Observagao 2.13 Se considerarmos o intervalo [a,b] em vez do intervalo [—1,1] hd que efectuar a mudanga

de varidvel
a+b b—a
z.

t =
2+2
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Este resultado permite-nos afirmar, atendendo a que w dado por (2.8) é um polinémio ménico, que ||w||oo
¢ minimo quando se consideram os pontos de suporte

a+b b-a (2i+1)m

T = cos , 1=0,...,n.
! 2 T2 2n + 2
Neste caso o erro é dado por
I = Pall < g 1)
O fenémeno de interpolagdo também é muito sensivel a erros dos dados y; = f(z;), i = 0,...,n, e a

escolha criteriosa dos pontos de suporte pode, também neste aspecto, ser importante. Suponhamos que o
calculo do polinémio interpolador é efectuado com os valores

Ui = vi(1+ €), lei] < e.

Assim, os polindmios que passam por (z;,y;) e (x;, ;) sdo dados, respectivamente, por

= yili(z)
i=0
e por
= ili(x)
i=0
Como tal,
p _ < ) )
Pata) = Pule)] < e sy, ol D162

Temos entao que a funcao
n
> Ji(x)
i=0

descreve o factor de amplificacao dos erros dos dados. O seu valor méaximo

A, = max ZM

meab]

é chamado constante de Lebesgue associada aos pontos de interpolacao dados e ao intervalo [a,b]. Esta
constante pode ser calculada numericamente.

2.2.5 Exercicios

Exercicio 2.2.2 Consideremos P, (z) = a,2" + ap_12" "' 4 --- 4 a12 + ag e suponhamos que pretendemos
calcular p(%). Ao usar P, (T) = a,T" + ap 13" ' + - - + a1T + ag efectuamos n adicdes/subtraccdes e 2n — 1
multiplicagdes/divisdes. No entanto, se considerarmos

P.(z) = ap+ z(a1 + z(ag + -+ + x(an—1 + anx))),

designada por forma encaixada do polinédmio, ao calcular p(T) sé efectuamos n adi¢des/subtrac¢gdes e n multi-
plicagdes/divisdes. Esta forma é a base do chamado método (ou algoritmo) de Horner, que consiste formalmente
nas seguintes operagdes: p « ay; p < pT + a;, i =n — 1(—1)0, sendo P, (T) = p.

1. Demonstre a chamada regra de Ruffini: O valor numérico de P,,(Z) de um polinémio P,, em T € igual ao
resto da divisdo de P, (x) por x — T.
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2. Dividindo P, (z) por x — T obtém-se P,(z) = (z — T)gn—1(z) + r, onde g,—1 é um polinémio de grau
inferior ou igual a n — 1 e r uma constante. Usando o algoritmo de Horner construa um algoritmo que
permita determinar r e os coeficientes de ¢,—1 (algoritmo de Ruffini).

3. Calcule o valor de ps(z) = 2° + 2% — 423 — 22 — 12 em T = +1, 42, £3, +4, 46, +12.

4. Quais as solucdes inteiras de um polindmio de grau n de coeficientes inteiros?

Exercicio 2.2.3 Conhecem-se as coordenadas de cinco pontos de uma curva plana, que representa uma regido
de uma peca em corte. Determine o polindmio de Lagrange de grau 4 que interpola a referida curva sabendo
que os pontos de coordenadas conhecidas sdo: P = (1,2), P, = (2,1), P3 = (3,1), Py = (4,2.5) e P5 = (5,4).
Determine ainda valores aproximados para as ordenadas dos pontos cujas abcissas sdo 0, 2.5 e 6.

Exercicio 2.2.4 Sejam xzq,z1,...,Z,, n+ 1 pontos distintos de R. Mostre que a matriz de Vandermonde que
lhe estd associada V' (x, ..., xy) verifica
det V(zg,...,zp) = H (xj — xp).
0<j<k<n

Exercicio 2.2.5 Prove que {/;}" , constitui uma base de P,([a,b]).

Exercicio 2.2.6 Use o polindmio interpolador de Lagrange para determinar log 2.45 sabendo que

T 2.2 2.3 24 2.5 2.6
logz; | 0.34242 0.36173 0.38021 0.39794 0.41497 |

Determine uma estimativa para o erro cometido.

Exercicio 2.2.7 Na seguinte tabela sdo dados diferentes valores para o peso especifico p da dgua a diferentes
temperaturas ¢ (em graus centigados):

t 0 1 2 3
p | 0.999871 0.999928 0.999969 0.999991 |

Usando interpolagdo linear, quadratica e cibica, determine uma aproximacdo para p quando ¢t = 4° C' usando a
férmula interpoladora de Lagrange e de Newton. Compare os resultados obtidos sabendo que o valor exacto é
1.000000.

Exercicio 2.2.8 Escreva a férmula interpoladora de Newton das diferencas divididas usando o algoritmo de
Horner.

Exercicio 2.2.9 Pretende-se construir uma tabela para a fun¢do f(x) = e®, com z € [0,1]. Considere o valor
de e com 5 casas decimais correctas e uma particdo com pontos igualmente distanciados. Determine o didmetro
da particao a considerar de modo que o polinémio interpolador de Lagrange permita obter uma aproximag¢ao para
f com um erro inferior a 1076.

Exercicio 2.2.10 Considere a fun¢do f(z) = In(x + 1), = € [1,3]. Determine o polinémio interpolador de
Lagrange que aproxima f em [1,3] com um erro inferior a 1072,

Exercicio 2.2.11 Determine uma aproximagdo para o instante na da passagem do perigeu da Lua em Margo,
1999, a partir dos valores tabelados para as zero horas de cada dia; indique também a distancia (em raios médios
da Terra) da Terra a Lua nesse instante.

dia 19 20 21
distancia | 57.071 56.955 57.059 |
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Exercicio 2.2.12 Determine uma aproximacdo para a declinacdo aparente de Vénus para o dia 8 de Maio de
1999, as 18h30m4bs, por interpolacdo cibica a partir das Efemérides Astronémicas (onde estd tabelada para
cada dia, as zero horas)

dia 7 8 9 10
& | +5°51747".55  4+6°22'25".20 +6°52'54”.57  +6°23'14".96

Exercicio 2.2.13 O censo da populacdo dos Estados Unidos, entre 1930 e 1980, produziu os seguintes resul-
tados:

Ano 1930 1940 1950 1960 1970 1980
Populagdo (x10%) 123203 131669 150697 179323 203212 226505

Use um método de diferencas finitas apropriado para estimar a populacdo nos anos de 1920, 1965, e 2000.
Sabendo que a populacio no ano de 1920 era de 105711x10%, o que pode inferir quanto 3 precisio das aprox-
imacdes obtidas para os anos de 1965 e 20007

Exercicio 2.2.14 Considere a fungdo (de Runge) f(z) = 1/(1 + 252%), z € [-1,1].

1. Verifique graficamente que
1f = Pslloo < [If = Bslloo;

em que P3 e Py sdo, respectivamente, os polinémios de Lagrange de grau 3 e 8 interpoladores de f em
parti¢des uniformes de [—1,1].

2. Verifique numericamente que, quando se considera a fun¢do de Runge, os polinémios interpoladores P,
divergem em 0.726 < |z| < 1.

Exercicio 2.2.15 Obtenha a férmula de recorreéncia
Thi1(x) = 22T (x) — T (), n=12...,
e conclua que T,, é, de facto, um polinémio.

Exercicio 2.2.16 Mostre que o polindmio de Chebyshev T;, tem os seus zeros localizados nos pontos

2k — )7
xk:cosg, k=1,...,n,
2n
e os extremos localizados em .
s
T} = cos —, k=0,...,n,
n

nos quais T}, (z}) = (—1)*.

Exercicio 2.2.17 Mostre numericamente que, quando se consideram pontos igualmente distanciados no inter-
valo [a, b], se tem
Aop ~ 3 x 104, Ayo =~ 100

e quando se consideram os pontos de Chebyshev

An <3, (n<30), A,<4, (n<100).
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2.3 O polinémio interpolador de Lagrange segmentado

2.3.1 Caso linear

Consideremos um intervalo [a,b] e uma particio A dada por (2.1). Denotemos por PY(A) o conjunto de
todas as fungoes continuas em [a, b] que, quando restringidas a cada um dos intervalos [z;_1,z;], i = 1,...,n,
da partigao, coincidem com um polinémio de grau menor ou igual a um (polinémio que, em geral, varia com
i). Se S1 € PY(A) dizemos que S; é uma fungdo linear por segmentos ou um polinémio segmentado linear (na
particao A).

Observagao 2.14 Note-se que, em geral, nos pontos x; € A as funcoes S1 € P?(A) apresentam descon-
tinuidadas da derivada.

Consideremos agora o problema da interpolagao. Seja f uma funcdo conhecida nos pontos da particao
A do intervalo [a,b]. Pelo que foi visto na sec¢ao anterior, existe um e um s6 polinémio segmentado linear
S; € PY(A) tal que
Sl(ﬂ?,):f(xl), i:O,l,...,n

Nestas condicoes, S7 é chamado o polinémio interpolador (de Lagrange) segmentado linear de f nos pontos de
A. Temos que

SF)(JE) x € [xo, x1]
S§2)(:E) x € [z, 2]
Sip = d : 7
1) SY)(QE) x € 11, x4
SYL)(:E) VS [xn lygjn]

r —x; T — Tj;—1

SY) () = f(wi-1) + f(z:)

Ti—1 — X4 Ti — Ti—1

O que podemos dizer quanto ao erro que se comete ao aproximar f por uma fungdao S; € PY(A)?
Suponhamos que z € [z;_1,x;]. Entéo, pelo que foi visto na seccao anterior, temos que, nesse intevalo,

) f 2,00 3
el = 1 — 5 = _gm () = 57 = WM,
onde (como vimos)
. 1
@ lioo = max (@ —@i-1)(z — )| = = (2 — 21)
’ r€[Ti—1,24] 4

1f P lioo = max  [f@(z)].

T€[wi—1,%4]

Temos entao que, sendo h; = x; — x;_1,

1F i 00 Hzoo

le®1ls,00 = =

Considerando agora o erro no intervalo [a, b],

lelloo == IIf = S1lloo,
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temos que
(2
i [/ oo ;2
lelloo = max [l ];00 = h?,
i=1,...,n 8
com h = max h;. Este limite superior para o erro permite demonstrar que o processo de interpolagao linear
i=1,...,n

por segmentos é convergente. De facto, se f(2) é limitada, & medida que o nimero de pontos da particio
aumenta (h diminui) o erro tendo para zero, ou seja, o polinémio segmentado linear tende para a fungao a
interpolar uniformemente em [a, b].

Observacao 2.15 A interpolagdo linear segmentada possui vantagens em relagao a interpolacao (global) de
Lagrange. Note-se que, se n for muito grande, o cdlculo do polinémio interpolador de Lagrange (global) P,
envolve muito mais operacdes que o cdlculo do polinédmio interpolador linear segmentado Si1. Além disso,
como foi visto, o facto de n aumentar nao implica que o polindmio interpolador de Lagrange P, tenda para a
funcdo a interpolar, mesmo que essa funcao seja infinitamente diferencidvel. A desvantagem que o processo
da interpolacao segmentada linear apresenta relativamente a interpolacao de Lagrange € que o polinémio P,
€ infinitamente diferencidvel enquanto que S1 pode mem sequer possuir derivadas continuas nos pontos da
particao.

Como poderemos construir uma base no espaco 77? (A)? Para responder a esta questao, vamos determinar
as fungoes {¢;}"_, tais que, para todo o S € PY(A),

J=0

Si(z) =Y f(z)0i(2).
j=0

As fungoes {¢;}_, nas condicoes pretendidas terao que ser lineares por segmentos e ser tais que ¢;(z;) = 0; ,

j=0
i,7=0,1,...,n, por forma a que S seja interpolador de f nos pontos de A. Assim, nao é dificil de verificar
que os graficos de ¢;, j = 0,...,n, serao os das fungdes chapéu dadas na Figura 2.1. Como é evidente, estas

fungdes constituem uma base de Py (A).

j=0 j=n
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4
0.2 0.2
X X X1 X X X1 Xn X X X1 X X Xn-1 Xn

j=i,0<i<n

1

0.8

0.6

04

0.2

X X X-1 X X X1 Xn

Figura 2.1: Gréficos das funcoes chapéu ¢;.
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Nao é dificil de ver que as fungoes chapéu tém as seguintes expressoes analiticas (prove):
x_;f;* x € [mi—1, x4
pi(x) = - —x;jibfl x € [T, Tig1] , t=1,...,n—1,
0 T € [a,:ni_l] U [:Ei+1, b]
e
Sz € a, m] 0 x € [a,Tp_1]
¢0($) = ) ¢n($) = 5
0 x € [x1,0] — x € [Tp_1,0]
onde h; = x; — T;—1.
2.3.2 Caso quadratico
Seja PY(A) o conjunto das fungdes continuas em [a,b] que, quando restritas a um intervalo [x;_1,z;], i =
1,...,n, da particio A dada por (2.1), coincidem com um polinémio do segundo grau. Se So € PI(A)

dizemos que S, é uma fun¢do quadratica por segmentos.

Observagao 2.16 Note-se que, nos nés da particao, a funcdo So apresenta, em geral, descontinuidades na

sua derivada.

Seja f uma fungao conhecida nos pontos da particdo A do intervalo [a,b]. Suponhamos ainda que
conhecemos a fungdo nos pontos intermédios x;_1 o €]x;_1,2;[, i = 1,...,n. Assim, existe um e um s6 Sz €
PS(A) que interpola a funcao f tanto nos pontos da particao A como nos pontos intermédios considerados.

Esse polinémio é dado por
S (@) e oo,
Séz) (x) x € [z, 2]

So(z) =4 : :
2() Sél) (x) x € (11, x4

Sén)(‘r) T e [xn—hxn]
onde Séi) pode ser escrita na forma seguinte (férmula de Newton)

Sg)(x) = f(zi-1) + f[xi—hxi—l/z](ﬂf —xio1) + f[xi—laxi—l/%xi](x —zi-1)(@ — @i_1)2),

ou ainda (férmula de Lagrange)

(z — $i—1/2)(33 — ;)
(Tim1 — zi_1y2) (@im1 — 24)

S (z) = flwio)

(@ — xi—1)(@ — Tiy1)
Ti—1/2 — $i—1)(33i—1/2 — ;)

+f(95i—1/2)(

(x —xi1) (2 — 332'—1/2)
(zi — i) (@i — T5-1)2)

+f (i)

Exemplo 2.17 Consideremos a fungdo f(x) = sinnz,x € [%, %], e, neste intervalo a particdo zg = % r; =1
e Xy = % Determine o polindmio interpolador de Lagrange quadratico interpolador de f nos pontos da particdo

e nos pontos intermédios 1/, = % e T3y = %.
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Resolucgao: E imediato que o polinémio pretendido é dado por

R
Sy (z)  we[l,3],
em que
-z -1 3r(z— L)z —1 (x— Lz —3 1
S(l)(x):smz(x oA + sin — 2 +sinm 2 A xe[z,1]
T T Tt B T (= IR
e
~De-3 -3 -3 3
5(2)(33)—51an 1 2)—i-sin—gc 2 4 sin 8 1= rel, o).
: N AR RS E T

O que podemos dizer quanto ao erro cometido que ao aproximar f por S € PY(A)? Tal como foi
efectuado para o caso linear podemos provar que

(3)
llelloo == 1If — S2lleo = ||f ||oo

max 1wl 00,
=1,...,n

com
w®1]s 00 == pehax [(z = zim1) (@ — 21 p0) (7 — 75)].
Como é que poderemos construir uma base para o espacgo 778 (A)? Vamos responder a esta questao
determinando as fungoes {¢; };L:O e {pj_1/2 };;:1 tais que, para todo o Sy € PY(A),

Sa(z) = f(wo)go(x +Z zi_1/9)Pj-1/2(x) + f(x)di(x)) .

Consideremos ¢;, j = 0,...,n como Sendo a funcdo quadratica por segmentos que toma o valor 1 em
x = x;j e 0 nos restantes nés da particao bem como nos pontos intermédios. Para j = 1,...,n, consideremos
¢j—1/2 como sendo a fungdo quadrdtica por segmentos que toma o valor 1 em z = x;_1/5 e se anula nos
restantes pontos intermédios bem como nos pontos da particao. Assim, nao é dificil de verificar que os
graficos de ¢j, j =0,...,n, € ¢j_1/3, = 1,...,n, sdo os das chamadas funcdes bigode, dadas nas Figuras
2.2 e 2.3, respectivamente. Como PY(A) é um espaco vectorial de dimensio 2n + 1 (prove) temos que estas
fungdes constituem uma base de PY(A).
Tal como para o caso das fungoes chapéu, prova-se facilmente que as func¢des bigode tém as seguintes
expressoes analiticas:
(z=zi-1)(@—2i—1/2)
(@i—zi—1)(zi—Ti_1/2)

T € [:Ei_l, l‘l]

pi(x) =4 — ((fi__?;ll//22))((“’;:f;+ii)l T € (75, Ti41] , i=1,...,n—1,
0 z € [a,xi1] U [wit1,b]
(x—1/9)(z—21)
(@o—a1/2)(@o—21) v € [a, 1]
(b()(x) — 1/2 7
0 x € [z1,b]
0 T e [CL,{L‘n_l]
(an(x) - ( 1)( 9
LT~ Tn— m_xn71/2)
(-’En_mnfl)(fﬂn—mnil/z) T € [xW/—la b]

(z—xi—1)(x—24)
(Tim1/2=mi-1)(Ti-1/2—Ti)

x € [mi—1, x4
Gi—1/2(x) =

0 x € [a,:ni_l] U [l‘i+1, b]
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j=0 j=n
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4
0.2 0.2
X]Vl Xi-Xi-12 X Xi+1 Xie1 Xn-¥n-12%n X12 X X-Xi-12 X Xi+1 X1 XnVl 2%

j=i,0<i<n

1

038

0.6

0.4

02

X12 X1 X 12X X«Vl Xn-¥n-12%n

Figura 2.2: Gréficos das funcoes bigode ¢;.

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 2.3: Graficos das fungoes bigode ¢;_y/o-

Xo X12 X1 Xi—1Xi-12 Xi Xir1 X1 Xn-¥n-12X%n

25
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2.3.3 Caso geral
Consideremos, de novo, a funcao f definida num intervalo [a, b]. Neste intervalo consideremos a particao A
dada em (2.1) e ainda os pontos intermédios

Ti—(m—1)/m < Tim(m-2)/m < " < Ti—2/m < Ti—1/m;

pertencentes ao intervalo |x;_1,z;[, i = 1,...,n. Pelo que foi visto anteriormente, podemos concluir que
existe um e um s6 Sy, € PY,(A) — conjunto das fungdes continuas em [a, b] que coincidem com um polinémio
de grau m quando restritas a um intervalo [z;_1,%;], i = 1,...,n, da particao A — tal que

Sm(xi) = f(x4), i=0,...,n, (2.14)

Sm(a:,-_(m_j)/m) :f(a:,-_(m_j)/m), 1= 1,...,n, j = 1,...,m— 1, (2.15)
dado na forma
Sw'(@) € [wo,1]
S (x) x € [z, 23]

S, (z) = D : 7
(@) Sy(,? () x € [Ti—1, x4

Sy(r?) (x) x € [Tp_1,Tn]

onde S,(fb) pode ser escrita na forma seguinte (férmula de Newton)
SW(@) = f(@im1) + flei, @i 1y m(@ — xim1)

s f[xi—laxi—(m—l)/m7 con (T —wig) (@ — xi—(m—l)/m) (@ — 952‘—1/m)-

O que poderemos dizer relativamente ao erro cometido ao aproximar a funcao f pelo polinémio interpo-
lador de Lagrange segmentado S,(x)? Atendendo ao que foi feito para os casos anteriores, é facil concluir
o seguinte resultado.

Teorema 2.18 Seja f uma fungdo com derivadas continuas até a ordem m + 1 em la,b[, com m € N.
Consideremos a particdo A dada em (2.1) e ainda 0s pontos T;_(;m—jy/j, j = 1,...,m—1, em cada intervalo
|zi—1,7[, i=1,...,n. Nestas condi¢ées, se Sy, € PO (A) verifica (2.14)—(2.15) entdo

£ | @)

If — Smlleo <
com
1wl 00 = I;llaf%]l_[!w i (m—j) fm-

2.3.4 Exercicios

Exercicio 2.3.1 Mostre que a transform¢3o linear S; — (S1(z0),...,S1(xn)) que aplica PY(A) em R™F! ¢
bijectiva e conclua que PY(A) é um espaco vectorial de dimensdo n + 1.

Exercicio 2.3.2 Determine o polindmio interpolador de Lagrange segmentado linear para a funcdo f tal que

; 0 025 05 0.75 1
fy |1 125 1 15 1
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Exercicio 2.3.3 Calcule o polinédmio interpolador de Lagrange segmentado quadratico para a funcdo do ex-
ercicio anterior.

Exercicio 2.3.4 Determine o polindmio interpolador de Lagrange segmentado linear para uma fun¢do f supondo
que esta é conhecida nos pontos
a=z9<x1 <xT9=>0.

Exercicio 2.3.5 Particularize o resultado do exercicio anterior para a fungdo f(z) = cosz, x € [0, 7| e aproxime
cos(20°), indicando um majorante para o erro cometido.

Exercicio 2.3.6 Determine o polinémio interpolador de Lagrange segmentado de grau 2 para uma funcdo f
que se conhece nos pontos

a=1x9 <xyp <T1 <Tyjy <To < Tz <x3=0>.

Exercicio 2.3.7 Particularize o exercicio anterior para

fa) = —

= m, T € [—1, 1]

Exercicio 2.3.8 Determine o polinémio interpolador de Lagrange segmentado cilbico para uma funcdo f
supondo que esta é conhecida nos pontos
a=1z9 <xy3 <3 <1 <Ty3<T53<T2=D>0

Exercicio 2.3.9 Particularize o resultado do exercicio anterior para a fun¢do f(x) = sinz, = € [0, 27, indicando
um majorante para o erro cometido.

Exercicio 2.3.10 Prove que se
. Tl T
i—1/2 — 2
o limite superior para o ero cometido na interpolagdo quadratica segmentada é dado por
1 Ploo 7z, 5
-5 < ————V3h7,
If = Salloe < H2V3

comh=|z;—x;—1|,i=1,...,n.
Exercicio 2.3.11 Considere a seguinte tabela de valores da gravidade especifica do dcido fosférico como funcdo
da percentagem de H3PO,.

H3PO4(%) Grav. esp. H3PO4(%) Grav. esp.
0 1.0000 35 1.216
1 1.0038 40 1.254
2 1.0092 45 1.293
4 1.0200 50 1.335
6 1.0309 55 1.379
8 1.0420 60 1.426
10 1.0532 65 1.475
12 1.0647 70 1.526
14 1.0764 75 1.579
16 1.0884 80 1.633
18 1.1008 85 1.689
20 1.1134 90 1.746
22 1.1263 92 1.770
24 1.1395 94 1.794
26 1.1529 96 1.819
28 1.1665 98 1.844
30 1.1805 100 1.870
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1. Aproxime os dados usando interpolacdo polinomial. Comente os resultados obtidos.

2. Use a funcdo determinada por interpolacdo para tabelar a gravidade especifica obtida para percentagens
de 0,5,10,...,100 de H3POj.

Exercicio 2.3.12 Durante a sedimentacdo da reacdo de saponificacido entre quantidades equimolares de hidréxido
de sédio e acetato de etilo, a concentracdo ¢ (g mole/litro) de cada reagente varia com o tempo ¢ (min) de
acordo com a equagao

1 1

- = — + kt,

C Co
onde ¢y é a concentragdo inicial e k (litro/g mole min) é a constante de reacgdo. Foram obtidos os seguintes
resultados em laboratério a temperatura de 77° F:

1/c | 24.7 324 384 450 523 65.6 87.6 102 154 192
t 1 2 3 4 ) 7 10 1220 25 |

1. Obtenha uma estimativa para a concentracao inicial.

2. Obtenha uma estimativa para a concentracdo ao fim de 15 minutos e compare-a com a solucdo obtida em
laboratério (ao fim de 15 minutos obteve-se 1/c = 135).

2.4 Interpolacao de Hermite

O objectivo da interpolacao de Hermite é o de representar uma funcao f por um polinémio que seja interpo-
lador de f em alguns pontos do seu dominio e que a sua derivada seja interpolador da derivada de f nesses
mesmos pontos. Isto é, supondo que f é diferencidvel, vamos procurar um polinémio H tal que

fx;) = H(xy) .
f,(xz) :H,(QZ‘Z) ’ Z—O,l,...,n. (216)

Quando tal situagao acontece dizemos que f e H sao fungoes que 2-osculam (osculam 2 vezes) os pontos z;,
i1=0,1,...,n, ou que H é um polinémio 2-osculador de f nos pontos z;, : =0,1,...,n.
2.4.1 Existéncia e unicidade

O proximo teorema estabelece a existéncia e unicidade do polinémio de grau inferior ou igual a 2n + 1 que
verifica (2.16). Além disso, indica-nos um processo que permite a sua determinagao.

Teorema 2.19 Seja f € C?*2([a,b]) e xg,21,...,T, pontos distintos em [a,b]. Erxiste um e um s6
polinémio Hopni1 de grau menor ou igual a 2n + 1 que verifica (2.16).

Demonstragao: Atendendo as condi¢Oes impostas, o polindmio terd que ser de grau inferior ou igual a
2n + 1. Para provar a sua existéncia vamos considerar as fungoes

hi(x) = [1 — 20(z;) (z — x;)]s(2)? e hi(z) = (z — z)¢;(x)?, 1=0,...,n,
com {;, i =0,...,n, os polinémios de Lagrange (2.6). Como se pode verificar facilmente

h,(x]) :5i,j7 h;(acj):O, i,j:O,...,n,

- = .
hz(l’]) :0, hl(l’]) :(51'73', 1,7 :0,...,1’L.
Assim, o polinémio

n

Hop1(x) = Y [f(@i)hi(x) + f'(@i)hi

=0

>
=

5
—
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tem grau inferior ou igual a 2n + 1 e verifica (2.16).
Falta apenas provar a unicidade. Seja (2,41 outro polinémio de grau inferior ou igual a 2n + 1 que
verifica (2.16) e

Rony1(2) = Hopy1(x) — Qang1 (7).
Como Rop41(x;) = R’Qnﬂ(xi) =0, parai=0,...,n, temos que este polinémio de grau inferior ou igual a
2n+1 tem 2n 4+ 2 zeros o que implica que tera que ser o polinémio nulo. Assim sendo, provamos a unicidade
pretendida. O

O tnico polinémio de grau menor ou igual a 2n + 1 que verifica as condigoes (2.16) é também chamado
polinémio interpolador de Hermite de f nos pontos xg, x1, ..., Ty.

Observagao 2.20 Note-se que, tal como na interpolacdo de Lagrange, se m for o mumero de condicdes
impostas para a determinacao do polinomio interpolador, o seu grau € m — 1.

A obtengao do polinémio interpolador de Hermite pode ser feita de varias maneiras. Vamos apresenta-la
neste curso numa forma que generaliza o polinémio interpolador de Newton das diferencas divididas.
Consideremos a mudanga de varidvel zg = xq, 21 = g, 220 = X1, 23 = T1, - - -, 22n = Tp, 22n+1 = Tp. Uma
vez que
20i = 22i+1 = X, i1=0,...,n,

nao podemos definir as diferencas divididas
flz2i, 22i11] = flzi, w4).

No entanto, atendendo a que

lim flx,z;] = lim M

T—; Tz T — X

= f/(xi)7
podemos definir as diferencas divididas generalizadas para pontos nao distintos na forma

flai, zi] == f(x).

Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange generalizado podemos ainda definir

ARED
r+1 vezes

Com esta notacao pode verificar-se facilmente que o polinémio interpolador de Hermite de grau 2n + 1
nos pontos da particao (2.1) é dado por (verifique para n = 1)

2n+1 i—1
Hypgr(x) = f(z0)+ Y fleo, 21,0z [ (2 = 2)
i—1 j=0

= f(zo) + f'(x0)(x — x0)
+ flxo, o, 21](x — 10)? + flwo, 20, 71, 1] (T — 20)* (2 — 21)

+e 4+ f[x()v:ﬂ(]v v ,I’n,ﬂjn](l? - ;170)2(33‘ - $1)2 U (:E - xn—l)z(:n - :L'n)

O polinémio interpolador de Hermite pode assim ser determinado recorrendo a tabela das diferencas
divididas generalizadas, tabela essa onde cada ponto aparece repetido duas vezes.

Exemplo 2.21 Determine o polinémio interpolador de Hermite de grau minimo para a fun¢do f(z) = sinz em
0.3].
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Resolugao: Temos

Ty f(:EZ) f[v] f[v)] f[)v)]

0 0
1

0 0 4;2#
2 _ 16+4m
s 3

;| %
0

5 1

Logo
_ 4—-2r o 16447 , T, T
Hs(z) =z + o - (x 2) = z[1 + 2[—0.231 — 0.921(z 2)]]

2.4.2 Erro de interpolacao

O estudo do erro na interpolacdo de Hermite consiste na generalizacao do estudo efectuado para a inter-
polacao de Lagrange de acordo com o seguinte teorema.

Teorema 2.22 Seja Honi1 0 polinémio, de grau menor ou igual a 2n + 1 interpolador de Hermite da
funcdo f nos pontos distintos xg,x1,...,T, € [a,b]. Se f € C*"*2([a,b]) entdo para cada = € [a,b] existe
¢ =¢&(z) €la,b] tal que

FeA©
e(z) = f(z) — Hant1(z) = o (2), (2.18)
onde w € a fungao dada por (2.8).
Demonstracao: Se z = x;, para algum ¢ o resultado estd provado. Se x # x;, i = 0,1,...,n, definamos
a funcao auxiliar
w(t)?

F(0) = S0 = Honsa (1) = o5 (@) = Hona ().

Como F(t) = 0 possui 2n + 3 raizes (n + 1 zeros duplos z;, i = 0,...,n e uma raiz simples x) temos, por
aplicacao do Teorema de Rolle generalizado, que F (2n+2) (t) = 0 possui, pelo menos, uma raiz em |a, b. Seja
& essa raiz. Uma vez que

2n + 2)!

FEnH2)(3) = et ) ( wla)? (f(z) = Hopy1(x)),

substituindo ¢ por £ obtém-se o resultado pretendido. [

Observagao 2.23 Tal como no caso da interpolacdo de Lagrange podemos efectuar as sequintes observagaes.

1. Pelo teorema anterior, podemos determinar um majorante para o erro cometido ao substituir f pelo
seu polindmio interpolador de Hermite de grau n, Hapi1. De facto, de (2.18) sai que:

£+ |

2
@n o 1l

Hf - H2n+1”oo <

2. Atendendo a que x,x; € [a,b], temos que |x — zj| < (b—a) e portanto

742 e

_ O g lleo
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3. Uma vez que

com h = max (z; —xi—1), temos que
i=1,...n
h2n+2(n!)2

Observamos que dependendo do comportamento de || f (2n+2) |loc podemos, ou nado, concluir que o aumento

do grau do polinémio interpolador de Hermite implica uma diminuicao do erro cometido ao aproximar a
funcao por este polinémio. Uma forma de minimizar o erro consiste na utilizacado de polinémios interpo-
ladores de Hermite segmentados.

2.4.3 Interpolacao de Hermite segmentada

Consideremos um intervalo [a,b] e uma particdo dada por (2.1). Designemos por polinémio segmentado
cibico (ou fungdo clibica por segmentos) na parti¢ao A dada por (2.1), uma fungao S continua em [a, b] que,
quando restringida a cada um dos intervalos [x;—_1,x;], 7 = 1,...,n, da partigdo, coincide com um polinémio
de grau menor ou igual a trés. Neste caso, dizemos que S € Pi(A).

Seja f uma funcao conhecida nos pontos da parti¢cao (2.1). Como se sabe, existe um e um s6 polinémio
segmentado cubico Sy tal que

Sulwi)=fla:)
Sho(zi) = fl(z) © LT O

Nestas condigoes, Sy é chamado o polinémio interpolador (de Hermite) segmentado cuibico de f nos pontos
de (2.1). Temos que

SS)(:E) x € [xo, x1]
Sg) (x) x € [z, 2]
Sy = : 7
#(@) Sg)(x) x € 11, x4
ng) (x) T € [Tp_1, Ty

onde Sg) pode ser escrita na forma seguinte
(@)= fleim) + fl(@im)(@ — zim1) + flwiot, zio1, @i (@ — 2im1)?

+f[xi—17 Xi—1,Ti, xz](iﬂ - 11%—1)2(:17 - xz)

O que foi feito para Sy € Pi(A) poderia ser generalizado para Sy € P4, +1(A), desde que se conhecesse
a fungdo f e a sua derivada nos pontos de A e nos pontos intermédios x;_(y,—j)/m €]Ti—1, [, com j =
1,...,m—1,i=1,...,n. (Determine a expressao analitica de Sy € P21m+1(A) nas condicoes descritas.)

Vamos agora estudar o erro que se comete ao apoximar f por Sy € Pi +1(A) apresentando o seguinte
teorema do erro, cuja demonstragao resulta imediatamente do Teorema 2.22.

Teorema 2.24 Seja f uma fung¢ao com derivadas continuas até a ordem 2m + 2 em ]a,b[, com m € N.

Consideremos a particdo A dada em (2.1) e ainda 0s pontos T;_(;m—jy/j, j = 1,...,m—1, em cada intervalo
|zi—1, 2], i =1,...,n. Nestas condigoes, se Sy € 7721m+1(A) oscula duas vezes com f os pontos de A bem
como o0s pontos intermédios T;_(;m—jzy/j, J =1,...,m —1,i=1,...,n, entao
f(2m+2) )
17 = Silloe < o0 a2y

(2m +2)! i=1,..n |
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com
m

[ lioe = max ]|z = 2i—gn-j)ml>

xe [{Ei,1 ,{Ei] j:()

Como é que poderemos construir uma base para o espaco P%(A)? Para responder a essa questao,
comecemos por notar que P?}(A) é um espaco vectorial de dimensao 2n + 2. Determinemos agora as fungoes
{(bj}?zo e {qﬁj}?:l tais que, para todo o Sy € Pi(A),

n
Su(z) = Z (flzi)pi(z) + f'(zi)di(x)) -

i=1
Consideremos ¢;, ¢; € Pi(A), i = 0,...,n, tais que, para todo i,j = 0,...,n, ¢;(x;) = &j, ¢i(z;) = 0,

oi(zj) =0, Ei(x]) = &;;. Prove que as fungdes ¢;,¢; € Pi(A), i = 0,...,n, pretendidas tém as seguintes
expressoes analiticas (prove):

(mi_(ggg;ifg)c;2l()sﬂ3—wi) (w _ xi—1)2 T € [xz’—ly xl]
di(x) = (mi_glf;‘;+21()‘g_xi) (z — @iy1)? T € (i, Tit1] ’ P beened
0 x € [(1,5171'—1] U [33724—17 b]
GommSem (o p 2 g fo,0
Po(z) = 7
0 x € [21,0)]
Pn(x) = ’
=) R LT Y
e 2
% x € [Ti—1, 24
oi(z) = % T € [Ti, Tiy1] ’ (= heon=l
0 x € [(1,5171'—1] @] [ZEi—l—l) b]
z—x0)(z—21)?
Bolx) = s eclal]
0 — M
0 x e [flfl,b]
O () =
w T € [xn—lvb]

2.4.4 Polinémios osculadores

Para finalizar esta seccao vamos generalizar o raciocinio efectado na obtenc¢ao do polinémio interpolador de
Hermite para determinar polinémios que osculem os pontos de suporte mais do que duas vezes.

Suponhamos que, dada uma funcao f suficientemente diferencidvel, queremos determinar um polinémio
Hpy que verifique
& f d'Hy . .
w(:@)zw(ml), i=0,....,n, j=0,...,7. (2.19)
Quando tal situagao acontece dizemos que f e Hy sao fungoes que r;-osculam (osculam r; vezes) o ponto x;,
1=20,1...,n. Apresentemos o seguinte teorema sem demonstracao.
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Teorema 2.25 Existe um unico polinomio Hy, de grau menor ou igual a N, com

N:’I’L—I-En:rj,
=0

que satisfaz (2.19).

A determinagao do polinémio referido no teorema anterior pode ser feita de forma andloga & do polinémio
interpolador de Hermite. Nao iremos considerar o caso geral mas sim um exemplo elucidativo.

Exemplo 2.26 Seja f uma fun¢3o definida num intervalo [a, b] e suponhamos s&o dados os valores f(a), f(b), f'(a), f('b)
e f”(a). Determine o polinémio Hy(z) que verifica

Hy(a) = f(a), Hy(b) = f(b), Hy(a) = f'(a), Hy(b) = f'(b), H{(a) = f"(a).

Resolugao: O polinémio Hy(x) vai petencer ao espago dos polindmios de grau menor ou igual a 4. Neste
espaco as fungdes
1, (‘T - a)7 (‘T - CL)2, (‘T - a)37 (‘T - a)3(ac - b)7

sdo linearmente independentes e portanto
Hy(z) = Co+ Ci(x — a) + Co(x — a)® + Cs3(z — a)® + Cy(x — a)®(x — b).

Determinemos as constantes atendendo as condi¢des impostas a este polinémio. Atendendo a que Hy(a) =
f(a) vem Cy = f(a). Atendendo a que Hj(a) = f’(a) obtemos C; = f’(a) = fla,a]. Atendendo a que
f"(a) = HJ(a) vem Cy = f"(a)/2 e que pode ser representado por f[a,a,al.

De facto, comecemos por notar que

fla+h,a+h+k]— fla,a+ ]

fla,a+h,a+h+k] =

Wtk
flat+h+k)— flath)
- hik ’
e portanto
f(a+h+k]z—f(a+h) B f(a+h2—f(a) = fla,a+hya+h+ k)(h + k).
Mas,

fla+h) = f(a) = f'(a)h + hO(h), fla+h+k)— fla+h)=f(a+ h)k+ kO(k),

em que O(h) e O(k) denotam quantidades que convergem para zero com h e k respectivamente. Substi-

tuindo vem
fla,a+h,a+h+E|(h+k)= f'(a+h)+ Ok) — f'(a) — O(h).

Consideremos, na igualdade anterior o limite quando h — 0,k — 0. Existindo este limite, em particular
existe quando h = k e deduzimos

1/
lim lim fla,a+ h,a+h+k] = fa)
h—0k—0 2
e portanto podemos considerar
1
f[av a, (I] = fT@

De H,(b) = f(b) deduzimos uma expressdo para C3 e, facilmente se obtém,

Cs = fla,a,a,bl.
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Considerando H)(b) = f'(b) vem

O = f'(b) — fla,a] — 2f|a,a,a)(b — a) — 3fl|a,a,a,b)(b — a)?
4 (b—a)3 )

e, tem-se
Cy = fla,a,a,b,bl.

Substituindo, vem finalmente
Hy(x) = f(a)+ fla,a](z — a) + fla,a,d](x — a)?

+fla,a,a,b](x — a)® + fla,a,a,b,b)(x — a)®(z —b).

O polinémio anterior pode ser construido utilizando a tabela das diferencas divididas para os seguintes
pontos (y;,9(yi)),i =0,...,4, com

Yo = a,Yy1 = a, Y2 = a,yYs :bay4:b

9(vo) = 9(y1) = g9(y2) = f(a), g(ys) = g(ya) = f(b)

e atendendo a que

glyo,y1] = fla,a] = f'(a)
glvo.y1,92] = fla,a,a] = f"(a)/2

glye,ys] = f[b,b] = f'(b) '

glys,yal = f[b,b] = f'(b)

De acordo com o efectuado no exercicio anterior, apresentamos, de seguinda, um exemplo numeérico.

Exemplo 2.27 Determine polinémio interpolador de uma fungdo f para o suporte f(0) = —1, f/(0) = —

F(1)=0, f'(1) =10 e f(1) = 40.

Resolugao: O polindmio pretendido pode ser determinado com a ajuda de seguinte tabela

T f(:L'Z) f[7 ] f[7 K ] f[7 R ] f[7 REE) ]
0 -1
—2
0 -1 3
1 6
1 0 9 5
10 11
1 0 20
10
1 0

Assim

Hy(z) = —1 -2z +32° + 62%(x — 1) +52%(x — 1) = —1 + 2[-2+2[3+ (x — 1)[6 + 5(z — 1)]]].
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Observagao 2.28 Note-se que o polindmio de Maclaurin de f de grau n oscula, com f, n + 1 vezes a origem.
De facto, sendo o polinémio de Maclaurin de f dado por

£ (0)

n!

P(z) = £(0) + f/(0)z + - +

Y

temos que
- £(0) = Po(0)
f'(0) = F,(0)

F(0) = P (0)

A questdo natural que se coloca é a seguinte: poderemos determinar um polinémio segmentado que
apresente as derivadas de primeira e segunda ordens continuas nos pontos da particao A, isto é, poderemos
determinar S € P2 (A), com m € N, interpolador de f nos pontos de A? A resposta & questdo anterior é
afirmativa. De facto, considerando apenas o caso em que S € 7752(A), temos que o polinémio que verifica as
condicoes

S(xi) = f(xi), S'(xi) = f'(zs), S"(xs) = f"(3),

é dado por
SO(z) =z € [zg,x1]
S(2) () x € [x1,29]
S(:E) = S(l)(;p) x € [ZEi—l)xi] ,
S(”) (.Z') T € [wn—lawn]
com

SO(x) = flxo) + f'(xo)(x — o) + L (2 — 2p)?
+ f[xo, o, To, T1](x — x0)® + f[x0, %0, T0, T1, 1] (T — T0)3 (T — 1)

+f 0, T0, 0, 1, 71, 21] (T — T0)3 (2 — 1)

O grau minimo para o polindémio segmentado que apresenta primeira e segunda derivadas continuas nos
pontos da particao é 5. Sera, no entanto, que existe um polinémio de grau 3 que tenha as derivadas de
primeira e segunda ordens continuas nos pontos da particao? Esta questdo é o alvo de estudo da seccao
seguinte.

2.4.5 Exercicios

Exercicio 2.4.1 Construa um algoritmo para determinar o valor do polinémio interpolador de Hermite num
determinado ponto do seu dominio.

Exercicio 2.4.2 Determine o polinémio interpolador de Hermite de grau minimo para a fun¢do f(x) = sinz
quando se considera x € [0, 7/2].

Exercicio 2.4.3 Determine, de dois modos distintos, o polindmio interpolador de Hermite para os dados

x 0 025 05
fz) 075 1 025
fl(x;) 1025 05 0.75

Exercicio 2.4.4 Considere a funcdo f(z) = 3we® — e**. Determine uma aproximacdo para f(1.03) usando o
polinémio interpolador de Hermite considerando os pontos zg = 0 e 1 = 1.05. Determine uma estimativa para
o erro cometido.
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Exercicio 2.4.5 Considere f(x) = e*. Determine o polinédmio interpolador de Hermite de grau 5 — Hs — usando
os pontos g = 0, 1 = 1 e 9 = 2. Compare H5(0.25) com f(0.25) e com P»(0.25) em que P, é o polinémio

interpolador de Lagrange de grau 2, para a funcdo f, determinado nos mesmos pontos.

Exercicio 2.4.6 Determine o polinémio de grau minimo que faca a concordancia entre a recta

1
y=—-2+ 5(8 —x), no ponto (8,—2),

e a circunferéncia

(x -1+ (y+2)? =1, no ponto (1,—1).

Nota: Duas curvas dizem-se concordantes de tiverem a mesma tangente no ponto de unigo.

Exercicio 2.4.7 Considere f(z) = e*. Determine o polinédmio interpolador de Hermite de grau 5 — H5 — usando
os pontos g = 0, 1 = 1 e 9 = 2. Compare H5(0.25) com f(0.25) e com P»(0.25) em que P, é o polinémio

interpolador de Lagrange de grau 2, para a fun¢do f, determinado nos mesmos pontos.

Exercicio 2.4.8 Mostre que o erro que se comete ao aproximar f € C*([a,b]) pelo seu polinémio interpolador

segmentado de Hermite cuibico na particdo (2.1) é dado por

My 4
— < —
mmeﬁfé]]f(w) Sp(z)| < 384h ,

onde

Vi = e |10

e h= max (x; —x;_1).
i=1,....,n

Exercicio 2.4.9 Considere as fun¢bes f e g das quais se conhecem os valores

1. Determine o polinémio P que oscula com f duas vezes o ponto zg = 0 e trés vezes o ponto x1 = 1.

2. Determine o polindmio P que oscula com g duas vezes os pontos xg = 0 e x1 = 0.25.

Exercicio 2.4.10 Determine o polinémio interpolador de Hermite segmentado clibico de f sabendo que

T 0 1 T; 0 0.25
Flan | -2 10| J(z) | 025 0.5
() 40 g"(x;) 1 025 0.5

z | 0 025 05
Flz) |05 1 05
flz) |05 0 —05

Exercicio 2.4.11 Suponha que conhece uma fun¢do e a sua derivada nos pontos
xo < T1/2 < < T3/2 < T9.

Determine o polinémio interpolador de Hermite segmentado de grau 5 de dois modos distintos.

Exercicio 2.4.12 Particularize o exercicio anterior para a fun¢do f(x) = cosx considerando os pontos

T T 51
zo =0, Ty2 = =, T =7, T3/9 = —

4 5 4, Tr9 = T.
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2.5 Interpolacao com funcoes spline

2.5.1 Abordagem classica

O termo inglés spline pode ser traduzido pelo vocabulo “virote”. Um virote é um instrumento usado pelos
desenhadores para unir um conjunto de pontos do plano.

Seja f uma funcao definida num intervalo [a, b] onde consideramos a partigao A dada por (2.1). Matem-
aticamente, o problema de unir pontos do plano com um virote pode ser traduzido da seguinte forma:
determinar a fungao S : [a,b] — R, com a = z, b = x,, que satisfaz:

[S2] S € C2([a,b));

[S3] o principio de Maupertius da energia minima, isto é,

b b
[ " @pas < [ (g @)
para toda a fungao g que satisfaz [S1] e [S2].
Temos os seguinte resultado.
Teorema 2.29 Sejam S, g : [a,b] — R duas fungdes que verificam [S1] e [S2]. Suponhamos que
S"(b)[g'(b) — S'(b)] = S"(a)lg'(a) — S'(a)]

e que S ¢é um polinémio de grau 3 em cada sub-intervalo da particao dada. Entdo temos que
b b
[ " @par< [ (6@,
a a
Demonstragao: Temos que

b b b b
/ (¢" (@))% — / (8" (2))?da = / (¢"(x) — 8"(x))2da +2 / §"(x)(g"(x) — 8" (x))dx.

Mas, integrando por partes o ultimo integral do segundo membro vem
/b §"(@)(g"(z) = §"(x))dz = S"(b)lg'(b) — S'(b)] — S"(a)lg'(a) — '(a)]
[ e - )
i=1 v %i-1
Ora, atendendo as hipoteses do teorema,

b
/ §"(2)(g" (x) — 8" (x))de = 0

a

e, como tal,
b b b
/ (5" (2))%de = / (¢" (2))2dz / (¢ () — §"(x))2da,

0 que permite concluir o pretendido. O

Este teorema mostra que os candidatos & resolugao de [S1]-[S3] sdo as fungoes pertencentes a C2([a, b])
que sao polinémios de grau 3 em cada intervalo da particao, isto é, sao funcoes S € Pg(A). Essas fungoes
serao designadas por funcdes spline cibicas.



Interpolacao polinomial de fungées de uma variavel 38

Defini¢ao 2.30 (Spline) Uma fungdo spline de ordem m € wum polindmio segmentado de grau m — 1
continuamente derivavel até a ordem m — 2. Por outras palavras, dada uma particao A da forma (2.1), S
¢ uma funcio spline de ordem m se S € Pﬁ:f(A), ou seja, se

com SO (z) = S(z), x € [xi_1,x),i=1,...,n.

As funcoes spline mais populares sdo as cubicas (m = 4). Pelas razoes apresentadas, serdo essas que
iremos considerar.

Note-se que, em cada intervalo [z;_1, 7;] a funcdo S € P3(A) que interpola f nos pontos da particio (2.1)
é um polinémio de grau 3 e, como tal, é definido & custa de 4 parametros. Assim, para determinar S de forma
unica temos que especificar 4n paramteros. Para isso teremos que definir 4n equacgoes. Atendendo & definicao
de funcao spline temos impostas as seguintes equacoes: n + 1 equagtes de interpolacao; n + 1 equagtes de
ligacao de S; n + 1 equagoes de ligacao de S’ e n + 1 equagoes de ligacao de S”. No total temos assim
4n — 2 equacgoes. Para determinar S temos que considerar mais duas condigoes suplementares. As formas
mais usuais de definir essas condigdes sao as seguintes: S’(a) = f'(a) e S’(b) = f'(b) (Spline completa);
S"(a) = f"(a) e S"(b) = f"(b) (Spline natural); S”(a) = 0 e S”(b) = 0 (Spline livre); S'(a) = S'(b) e
S"(a) = S"(b) (Spline periddica).

O seguinte teorema, que apresentamos sem demonstragao, establece a existéncia e unicidade da funcao
spline ctibica interpoladora.

Teorema 2.31 Seja f uma fungdo definida em [a,b]. A funcao spline cubica completa (natural, livre,
periddica) interpoladora de f nos pontos da particio A dada em (2.1) existe e é unica.
2.5.2 Funcoes de base

Seja f uma funcao definida num intervalo [a, b] onde consideramos a particao A dada por (2.1). Suponhamos
que os pontos da particdo s@o igualmente espacados e seja h = z; — x;_1, @« = 1,...,n. Consideremos os
seguintes pontos auxiliares

r_1=a—h,x_9s=a—2h,x_3=a—3h

Tn4+1 = b + h,$n+2 = b+ 2h,xn+3 = b+ 3h

Os polinémios segmentados
(z —zi-9)° T € [xi_2, 1]

h3 4+ 3h%(x — xi_1) + 3h(x — 2;1)? — 3(x — 2;-1)3, T €]Ti 1, 24]

Bi(z) = % h3 4+ 3h%(zip1 — o) + 3h(wip1 — 2)? — 3(xit1 — 2)3, T €]y, Tiv1]
(Tig2 — ) T € [@it1, Tito]
0 nos restantes casos
em que i = —1,...,n+ 1, sao designadas por funcdes spline-B.

Teorema 2.32 As funcoes By, i = —1,...,n+ 1, sdo tais que B; € C*([a,b]) e

Ti—2 Ti—1 T Tit+1 Ti+2
B; 0 0 1 4 1 0 0
Bg 0 0 3/h 0 —3/h 0 0
B! 0 0 6/h? —12/h? 6/h? 0 0
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Demonstracao: Fica ao cuidado do aluno. O

O espago gerado pelas fungoes B;, i = —1,...,n+ 1, serd denotado por B3(A). Este espago é constituido

por polinémios do tipo
n+1

S(z) = > CiBi(x),

i=—1

em que C denotam constantes, e portanto as fungoes de B3(A) sdo polinémios segmentados ciibicos e que
tém no intervalo [x;, ;11| a seguinte expressao

S(x) = C;i1Bi1(x) + CiBi(x) + Ciy1Bit1(x) + Cig2Biya(),

ou seja,
1
S(x) = ﬁ [Ci_1($i+1 — .Z')g

+Ci(h? + 3h(zip1 — 2)* + 3h% (2141 — 2) — (2441 — 2)°) (2.20)
+Cip1(h® + 3h(x — 2;)* + 3h%(z — ;) — 3(z — 3)?)

+Ciyo(x — xz)?’] .

Pretendemos determinar um polinémio em B3(A) que seja interpolador para a func¢ao f nos pontos da
particao. Este polinémio é designado spline cibico interpolador. Comecemos por notar que as condigoes
de interpolagdo S(x;) = f(x;),i = 0,...,n, para a determinagdo das constantes que definem o spline
cubico interpolador sao n + 1 e portanto necessitamos de mais dua condicoes. No resultado seguinte estao
especificadas duas condigoes que permitem definir o spline cubico interpolador.

Teorema 2.33 Seja f uma funcgao definida em [a,b] onde considerado n+1 pontos igualmente distanciados

2t =0,...,n, em que v; = x;—1 + h,i = 1,...,n,290 = 0, h = (b — a)/n. Seja B o espago gerado pelos
splines cibicos B;,i = —1,...,n+ 1. Dados f(x;), i =0,...,n, f'(a) e f'(b) existe um e um sd polindmio
S(z) em B que satisfaz a

S(x;) = f(z:),i=0,...,n, S'(a) = f'(a),S'(b) = f'(b). (2.21)

Demonstracao: O polinémio spline ctibico interpolador pertence a B e portanto existem constantes c;, j =

—1,...,n+1, tais
n+1

S(x) =Y C;Bj(x).

j=—1

Estas constantes Cj sao determinadas atendendo as condigoes (2.21). De facto, atendendo a estas condigoes
temos

n+1
fila) = Y CjBj(ao)
j=—1
n+1
flz) = Z CjBj(z;), i=0,...,n
j=—1
]n—i-l

F1b) = > C;Bj(m).

j=—1
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Atendendo as propriedades dos splines ciibicos, o sistema anterior é equivalente a

f'(a) = B (x0)Co+ B{(xo)Co + Bi(xo)Ch
f(zi) = Bi—1(x;)Ci—1 + Bi(z;)Ci + Bix1(zi)Cit1, i=0,...,n
') = B, y(xn)Cnr + By (2n)Cn + By (20) O,
ou ainda, a
flla) = —2Co+0Cy+2Cy

f(x;)) = 101 +4C; +1Ci41, 1 =0,...,n

') = —2Cu_1+0C, + 2Ch41.
Uma vez que a matriz do sistema

- 5 ;
-5 0 3 0 0 0
1 4 1 0 O
0 1 4 0 0 0

B = : . : )

0 0 0 4 1 0
0O 00 ... 1 41

0 00 ... =2 0 3%

é nao singular concluimos que existe um e um sé spline cubico interpolador que verifica as condigoes
(2.21). O

A determinacao o spline ctibico que verifica as condigdes (2.21) é feita resolvendo o sistema BC' = F em
que B estd definida na demonstracao do teorema anterior e

_ C—l - _ f/(a) -
Co f(a)
C f(z1)
Cn—l f(xn—l)
Cn f(b)
L Cn-i—l i L f/(b) _

O spline ctibico S(z) é interpolador para f nos pontos da partigdo e ainda interpola f’ nos extremos
do intervalo. Conhecidos os coeficientes do spline ciibico interpolador ficamos com S(z) determinado nos
intervalos da partigao e em [z;, z;+1] temos que S(z) é dado por (2.20).

Exemplo 2.34 Determine o spline ciibico para a fun¢do f dada pela tabela

T 2.2 24 2.6
f(zi) 0.5207843 0.5104147 0.4813306
() —0014878 —0.1883635

Resolugao: Consideremos os pontos auxiliares z_1 = 2,29 = 1.8, 23 = 2.8,24 = 3, e sejam B;(z),i =
—1,...,3, os splines cibicos. O sistema que permite determinar os coeficientes do spline ctibico interpolador

S(l’) = C_lB_l(:L') + C()BQ(:L') + ClBl(l’) + CQBQ(J)) + Cng(:L’)
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=15 0 15 0 0 Cq —0.014878
1 4 1 0 0 Co 0.5207843
0 1 4 1 0 Ch = 0.5104147 |,
0 0 1 4 1 Cy 0.4813306
0 0 —-15 0 15 Cs —0.1883635

que tem por solucio

C_-1 = 0.0856896, Cy = 0.087376 C'; = 0.0855905, Cy = 0.0806768, C3 = 0.0730329.

Em [2.2,2.4] temos

S(z) (0.0856896(2.4 — x)3 + 0.087376(0.23 + 3 x 0.22(2.4 — )
3x0.2(2.4 —2)? - 3(2.4 — 2)?)0.0855905(0.2% + 3 x 0.2%(z — 2.2)
3 x0.2(x —2.2)% — 3(z — 2.2)%) + 0.0806768(x — 2.2)3)/0.23
—1.19371 + 1.768062 — 0.54394522 + 0.04296252>.

=+ 4+l

e em [2.4,2.6]
S(z) (0.087376(2.6 — )% + 0.0855905(0.2% + 3 x 0.22(2.6 — )

3% 0.2(2.6 — )% — 3(2.6 — 2)) + 0.0806768(0.23 + 3 x 0.2%(x — 2.4)

3% 0.2(x —2.4)% — 3(z — 2.4)3) + 0.0730329(x — 2.4)3)/0.23

—1.28754 + 1.88534x — 0.59281522 + 0.0497523.

=+ 4+l

O spline cubico interpolador, é, como vimos, deduzido exigindo que este polinémio seja interpolador
da func@o em todos os pontos da particdo e que seja interpolador da derivada nos extremos do intervalo.
Estas duas ultimas condic¢bes permitiram construir o spline ciibico interpolador e podem ser substituidas por
condigoes na segunda derivada do polinémio interpolador. No teorema seguinte é estabelecida a existéncia de
spline interpolador que interpola a funcao e a sua segunda derivada nos extremos do intervalo. Este polinémio
interpolador é designado spline ciibico natural. Se admitirmos as seguintes condigoes S”(zg) = S”(z,) = 0
entao este spline é designado spline cubico livre.

Teorema 2.35 Seja f uma funcgao definida em [a,b] onde considerado n+1 pontos igualmente distanciados
2t =0,...,n, em que v; = x;—1 + h,i = 1,...,n,290 = 0, h = (b — a)/n. Seja B o espago gerado pelos

splines cibicos B;,i = —1,...,n+ 1. Dados f(x;),i = 0,...,n, f"(a) e f"(b) existe um e um sJ polindmio
S(z) em B que satisfaz a
S(w;) = f(2:),i=0,...,n, S"(a) = f"(a),S"(b) = f"(b). (2:22)

A demonstracao do teorema anterior é analoga & do Teorema 2.33. Notamos que a matriz que permite
determinar os coeficientes do spline ciibico interpolador S(x) é

z B 2 0 0 0 ]7CaT T fla) ]

1 4 1 0 0 0 Co f(a)

0 1 4 0 0 0 Ch fxy)

0 0 0 4 1 0 Cn—l f(:l?n_l)
0 0 1 4 1 C, £(b)

0 0 0 Z -5 2| LGl L ) |
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2.5.3 Estudo do erro

O spline cubico interpolador de uma funcao coincide com a funcao nos pontos da particao e a sua derivada
coincide com a derivada da funcao nos extremos do intervalo de particao. No resultado seguinte, estabelecido
sem demonstragao, é apresentado o comportamento do erro que se comete ao aproximar uma fungao pelo
seu spline cibico interpolador.

Teorema 2.36 Seja f uma funcgao definida em [a,b] onde considerado n+1 pontos igualmente distanciados
2,0 =0,...,n, em que x; = x;—1 + h,i=1,...,n,20 =0, h = (b —a)/n. O erro cometido ao aproximar f
pelo seu spline cubico interpolador verifica a

o

(4) 4

2.5.4 Exercicios

Exercicio 2.5.1 A estrela S da Ursa Maior apresenta uma variacdo para a sua magnitude aparente m, em
fun¢do do dngulo de fase 6 (em graus), de acordo com os dados da seguinte tabela:

0 | —60 —20 20
m | 940 11.39 10.84

Usando um spline cuibico livre, determine uma aproxima¢do para o angulo de fase pertencente ao intervalo
[—20,20] em que a magnitude aparente da estrela é maxima.

Exercicio 2.5.2 Pretende-se interpolar a fungdo f definida por f(z) = Inz, com z € [2,2.5], por um spline
ciibico completo S numa malha uniforme.

1. Calcule o nimero minimo de pontos a usar para garantir que ||f — S||lo < 0.5 x 1074,

2. Determine uma aproximag¢do para f(2.3) usando o spline cibico completo interpolador de f nos pontos
obtidos na alinea anterior.

Exercicio 2.5.3 Deslocando-se um receptor de GPS num veiculo ao longo do eixo de uma estrada, em Angola,
obtiveram-se as coordenadas locais:

latitude ¢ 26'56".1 26'50".4 2702”7 26'58".3
longitude \ | 5'36" 5 56" 6’ 16" 6’ 36"

Aproximando o eixo da estrada por um spline natural determine:
1. a latitude da estrada quando a longitude é \ = 6¢';

2. as coordenadas da estrada no ponto mais perto do equador, supondo que isso acontece entre 6’ 16” e 6’ 36”
de longitude.

Exercicio 2.5.4 1. Usando um spline cibico livre, determine uma aproximac¢do para a declinagdo aparente
de Vénus para o dia 9 de Maio de 1999, as 18h30m45s, a partir das Efemérides Astronémicas (onde estd
tabelada para cada dia, as zero horas)

dia 8 9 10
0; | +6°22'25".20 +6°52'54".57 +6°23'14".96

2. A partir da func3o obtida na alinea anterior, determine uma aproximacao para o instante em que a declinacdo
aparente de Vénus no dia 9 de Maio de 1999 foi mdxima.

Exercicio 2.5.5 Um carro percorre uma rua, em linha recta, tendo sido efectuados os seguintes registos:
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tempo (t) em segundos 0] 5] 10
distancia (d) em metros 0 | 90 | 150
velocidade (v) em km/hora || 40 40

Usando o spline clibico completo interpolador da fun¢do distancia nos pontos dados, indique, justificando, uma
aproximac¢ao para:

1. o primeiro instante em que o carro excedeu o limite de velocidade permitido dentro das localidades;

2. o instante em que o carro atingiu a velocidade maxima nos primeiros 5 segundos.

2.6 Derivacao numérica

Acontece frequentemente sermos confrontados com a necessidade de determinar valores da derivada de uma
fun¢ao num conjunto de pontos conhecendo o valor da funcao apenas nesses pontos. Na impossibilidade de
obter esses valores de forma exacta, vamos considerar a sua aproximacao através do valor da derivada do
polinémio interpolador da fungao nos referidos pontos.

Para o estudo que iremos efetuar nesta seccio, consideremos uma funcao f € C"**([a, b]) conhecida num
conjunto de pontos da particdo uniforme

a=zo<x1 << Ty =D>, (2.23)

com x; —x;—1=h,t=1,...,n.

2.6.1 Aproximacao da primeira derivada

Queremos aproximar a derivada de f num dos pontos zx, k € {0,1,...,n}, da partigao (2.23). Usando a
férmula interpoladora de Lagrange temos que, para x €|a, b|,
n
_ FARRI(S
f(x) = Zz:% f(@i)li(x) + mw(m),
sendo ¢;, i = 0,...,n, os polinémios de Lagrange dados por (2.5), w a fun¢ao dada por (2.8) e £ €la,b[ um

valor que depende de x. Derivando esta expressao obtemos

n (n+1) '
P =3 faiio) + (ﬁw(m)) .

Podemos, assim, considerar a aproximacao

com erro dado por

/

(1 )~ EE) (@)
e(x) == < i) w(:n)) BTSN w(z) + nt 1)!]0( D (&)

Ora, como se sabe,

n—1 n-—1
W(@) =3 ] @)

1=0 j=0,5#l
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a dificuldade reside no célculo de ( f (”“)(f)),, uma vez que £ depende de x. No entanto, para um ponto
x=uxg, k€{0,1,...,n}, da particao (2.23) temos que w(xg) = 0 e como tal

n (n+1)
= ; f(@i)ti(wr) + "Enfl(i)w’(a;k), (2.24)

Como zp, — x; = (k — j)h temos que a férmula que nos permite aproximar a derivada é

o> flaok A+ (i — k)h) G (), (2.25)
i—=0

e o erro cometido é dado por

n

1
(xk)—h” :_1 Z H k ,7

=0 j=0,j#1

Podemos entao concluir que
le(zk)| < Crgrh™,

onde Cj,+1 é um valor que nao depende de h. Por este facto dizemos que a férmula usada para aproximar a
derivada da funcao é de ordem n. E também usual usar a notagao e(zy) = O(h").

Observagao 2.37 Se existir uma constante positiva C' tal que
Cht+1 < C, Vn € N,

concluimos que o aumento do nimero de pontos de interpolacdo implica uma diminuicdo do erro cometido
na aproximagaio (2.25).

Atendendo a que, pela férmula interpoladora de Newton das diferencas progressivas, o polinémio inter-
polador de f nos pontos da particao (2.23) é dado por

Z Zlhz H x_xj

resulta que a férmula (2.25) pode ser escrita na forma (prove)

Af 1'0 i—1 -1
f’(xk)zz o >IT * . (2.26)
i=0 1=0 j=0,5#l

A férmula de diferencas finitas (2.26), convenhamos, nao é nada simpéatica. Vamos particulariza-la deduzindo
varios férmulas de diferencas finitas para aproximar a derivada de uma fungao f.

Foérmulas com dois pontos

Usando a férmula interpoladora de Newton temos que, para = € [zg, 2xy1], K =0,...,n — 1,
x _ T "
7o) = fon) + LIy T e — ), € ol

Derivando sai que

f/(xk) _ f(:Ek) _hf(xk—i-l) _ hf”2(£), € E]xkaxk-i-l[a

f(@rg) = fa) _hf(xkﬂ) + hf 2(6) £ €lay, Tppl.
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Obtemos assim duas férmulas de diferencas finitas de primeira ordem para aproximar a primeira derivada
de uma fungdo num ponto. A
f@x) — f(@h)

far) = .

¢é usual chamar férmula de diferencas progressivas e a

flxp—1) — f(xx)
h

far) =

costuma chamar-se férmula de diferencas regressivas.

Foérmulas com trés pontos

Para obter férmulas mais precisas para aproximar a primeira derivada de uma fun¢do num ponto, vamos
considerar férmulas com mais pontos. As férmulas de diferencas progressivas, centradas e regressivas com
trés pontos sao as seguintes:

2

L £/) = 5 37 (@) + 4 (k) — flons)] + 1)

2
L b ) 4 )] — 2 p(e):

2. f(xy) = oh 5

2
3 f(on) = 5 F(on-2) = 4 () + 3 on)] + 5 £ (€2)

Vamos s6 deduzir a segunda férmula. Assim, temos que

F@) = flapon) + A= (o -y )+ A=) () (@ - )
+ 88 @z )@ - e (@ - zp), & Elan o
Derivando sai que
flar) = Af(flk—l) 4 A2f2(;f§71) (24 — z_1) + (25 — 73)]
+%($k — T—1)(Tk — Thet1), &1 €lop_1, Tpya()-
Atendendo a que
i f () Af(xi) A f ()
rp—1 | f(zr_1)
f(og) — f(op-1)
Ty f (k) f(@eg1) = 2f (zn) + f(@p-1)
f(@ps1) — f(2r)
Try1 | f(Trg1)

temos
Flag) = fxr) —hf(wk—l) L f@e) — 2f2(;€k) +f(@e1) o f ((351),
com & €]xg_1,Tki1[, Ou seja
Fan) = gel-Faenn) + Fanl - R 6 ey mnl

Exemplo 2.38 Considere os seguintes valores da fun¢do f(x) = ze®:

Z; 1.8 1.9 2.0 21 2.2
f(z;) | 10.889365 12.703199 14.778112 17.148957 19.855030 [
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Aproxime o valor de f/(2.0) = 22.167168 usando as férmulas de diferencas finitas dadas no exercicio anterior e
compare os erros cometidos.

Resolugao: Vamos considerar as trés férmulas separadamente.

e Férmula progressiva de segunda ordem com h = 0.1.
1
f(2.0) ~ 0—2[—3f(2.0) +4f(2.1) — f(2.2)] = 22.032310.

O erro cometido é aproximadamente 1.35 x 1071

e Formula regressiva de segunda ordem com h = 0.1.
1
f'(2.0) ~ O—Q[f(1.8) —4f(1.9) + 3f(2.0)] = 22.054525.

O erro cometido é aproximadamente 1.13 x 1071.

e Formula centrada de segunda ordem com A = 0.1.
1
f'(2:0) = 551F(21) - f(1.9)] = 22.228790.

O erro cometido é aproximadamente —6.16 x 1072.

Note-se que o erro cometido quando se usa a férmula de diferencas centradas.

2.6.2 Aproximacao da segunda derivada. Algumas férmulas

Queremos aproximar a segunda derivada de f num dos pontos zx, k € {0,1,...,n}, da particao (2.23).
Poderiamos, tal como para a primeira derivada, usar o polinémio interpolador na deducao das férmulas
para a segunda derivada. A obtencdo de estimativas para o erro é, no entanto, mais complicada. Um
processo alternativo para a dedugao das férmulas de derivacao (e respectivo erro) faz uso da série de Taylor
da funcao.

Desenvolvendo f em série de Taylor em torno do ponto xj temos:

h? h3 ht
f(@rg1) = flag) + f'(zr)h + Ef”(:ﬂk) + Ff”/(:ﬂk) + ﬂf(4)(£1), &1 €lwg, Tpgr[;

h? h? Rt
k1) = flax) = F@i)h+ = ") = ") + 57 /D (&), & o, il

Se adicionarmos estas duas expressoes obtemos
1 h?
1"(en) = 1 f s = 20 () + Fnin)] - 57 (FOE) +19(&)
Admitindo que f® ¢ continua em [€g_1,Tk+1], 0 Teorema de Bolzano permite concluir que existe um
€ €lxp_1, 241 tal que

196 =5 (1) + 1)
Assim . 2
f"(wx) = 55 F (1) = 20 () + fwr)] = 5 7). (227)

Esta férmula é conhecida como férmula de diferencas centradas de segunda ordem para aproximar a segunda
derivada. Por um raciocinio semelhante poderiam ser obtidas outras férmulas de diferencas finitas para
aproximar a segunda derivada, nao sé centradas como também progressivas e regressivas.

Exemplo 2.39 Considere, de novo, os valores da fun¢do f(x) = ze” dados na tabela do Exercicio 2.38.
Aproxime o valor de f”(2.0) = 29.556224 usando a férmula de diferencas finitas centradas de segunda ordem.

Resolugao: Temos que

f"(2.0) ~ ﬁ[f(lﬂ) —2f(2.0) + f(2-1)] = 29.593200.

O erro cometido é aproximadamente —3.7 x 1072.
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2.6.3 Aproximacao de derivadas de ordem superior

O estudo efectuado pode ser generalizado para obter férmulas de diferencas finitas para aproximar derivadas
de ordem superior. Essas formulas podem ser obtidas quer por interpolagao quer recorrendo a série de Taylor.
Um algoritmo para obter férmulas de diferencas finitas de qualquer ordem para aproximar qualquer derivada
de uma fungao pode ser visto em Fornberg (1988).

2.6.4 Exercicios

Exercicio 2.6.1 Elabore um algoritmo que permita obter o valor aproximado da primeira derivada de uma
funcdo num ponto a custa da férmula 2.26.

Exercicio 2.6.2 Num circuito eléctrico com voltagem aplicada E(t) e inductancia L, a primeira Lei de Kirchoff
da-nos a relagdo
E(t) = LI'(t)RI(t),

onde R ¢ a resisténcia no circuito e I(t) a corrente no instante t. Suponhamos que medimos a corrente para
varios valoresde t =t;, i = 1,...,5, obtendo

173 1.00 1.01 1.02 1.03 1.04
I(t;) | 3.10 3.12 3.14 318 324

onde tempo é medido em segundos, a corrente em amperes, a inductdncia é uma constante dada por L = 0.98
henries e a resisténcia é 0.142 ohms. Aproxime a voltagem E nos valores de ¢ dados na tabela.

Exercicio 2.6.3 Mostre, a partir do polinémio interpolador de Lagrange da fun¢do f nos pontos xg, 1 € x2,
tais que 1 — xg = h e 9 — x1 = ah, que

M 2 T z T

Verifique que quando o = 1 se recupera a férmula das diferencas centradas.

Exercicio 2.6.4 Prove que

1

4
= oz (@k—2) + 16 (2x-1) = 30f (k) + 16 (w11) = f(wpr2)] + g_of(4)(5)’

f/l(l,k)
com £ € (Tg—2, Tp42)-

Exercicio 2.6.5 Prove que:

2
1 f"(xy) = 2_}113 [—f(zr_2) +2f (xr—1) — 2f (xky1) + f(xkao)] — hzf(5)(§1);

2
2. fW(ay) = ! [f(zr—2) = 4f (wk—1) + 6f(zi) — 4f (Tp11) + f(h12)] — %f(ﬁ)(é’z)-

i



