Capitulo 3

Interpolacio de funcgées definidas em R?

3.1 Introducao

No capitulo anterior tratdmos o problema de interpolacdo para uma funcado definida num intervalo real e
consideramos varios tipos de aproximacoes dependentes do tipo de regularidade desejada para o polinémio.
Neste capitulo iremos considerar a determinacao de um polinémio de duas varidveis que seja interpolador
de uma funcao conhecida num conjunto de pontos de R2.

Seja Q = [a,b] x [c,d] um subconjunto de R?. No intervalo [a, b] consideremos a particio

a=20<21<...<x; < ...<Tp_1<Tp=2"b

e em |[c,d]
c=yYo<y1 <...<yY;<...<Tp_1 < Ty =d.

As duas partigoes anteriores induzem em §2 o seguinte conjunto de pontos
{(zi,y;),i=0,...,n,j =0,...,m}, (3.1)

que designamos rede rectangular.
Seja f uma funcao definida em €2 e suponhamos que f é conhecida nos pontos da rede rectangular
definida. O nosso objectivo é determinar um polinémio P de duas varidveis que verifique as condigoes

P(xlvy]):f(l'lvy])v izO,...,n,ij,...,m.

3.2 Polinémio interpolador de Lagrange

Por polinémio em z e y queremos designar uma funcao do tipo

Zn: i b,-jaciyj, (z,y) € R2.

i=0 j=0

As condigoes a que o polinémio P deve verificar sdo (n + 1) X (m + 1) e portanto se pensarmos num
polinémio em z e y que permite resolver o problema anterior ele poderd apresentar (n + 1) x (m + 1)
coeficientes.

Consideremos as funcoes ¢;(x) e ¢;(y) definidas considerando as particoes em [a,b] e [c,d]. Com estas
funcoes definamos ¢;;(x,y) = ¢;(z)¢;(y), i =0,...,nj =0,...,m, que verificam a

1 k=t
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O papel desempenhados por estas fungoes é analogo ao das fungoes da base candnica considerada quando
introduzimos o polinémio interpolador de Lagrange para uma funcao definida num intervalo real. Consid-

eremos o seguinte polinémio de grau n em x e m em y

P(z,y) = > flany)lij(z,y)

i—0 j=0
= f(zo,y0) + f(x1,y0)l1(x) + ... + f(zn,y0)ln(2)

+  f(@o,y1)l(y) + fl@1,y1) 0 (@) (y) + .. + f(@n, y1)n ()01 (y)

+ A [0, Ym) i (y) + f(@1, ym) (@) () + - -+ [ (@, Ym) ln (2) b () (2, ) € Q.

Atendendo as propriedades das funcées ¢;;(z,y), o polinémio P(x,y) satisfaz a

P(:E/wyt) = f(:Ekvyt)v

e, além disso, é o Unico polinémio de grau n em x e m em y que resolve o problema de interpolacao que nos

proposemos resolver. De facto, seja

Qz,y) =D bya'y’

i=0 j=0

um poliémio de grau n em x e m em y que verifica a Q(z;,y;) = f(x;,y;). Fixemos y; na particao de [c, d]

e consideremos o polinémio em x

Qlz,y) =YD bya'yl =) gua’
=0

i=0 j=0

em que
m
qit = g bijyi -
=0
Atendendo as condigoes para (), os coeficientes deste polinémio devem satisfazer a

n
Zq%xﬁg:f(:ﬂk,yt), ]{7:0,...,71,
=0

isto é, o seguinte sistema

[ 1 o :Eé :L"§ ) qot f(zo,yt)
1 z :17% :17% ¥ q1t flx1,ye)
1 mo x5 xy ... Ty gt | = | flz2,y)
i x 3:.2 3:.3 :L"" q f(:z:. )
i n n no ot n | L nt ] L ny Yt |

Atendendo a que este sistema é possivel e determinado, existe para cada ¢, uma inica solucao ¢;;,7 = 0, . ..

Finalmente, para os coeficientes b;; e para cada i = 0,...,n, temos o seguinte sistema

n
Sbgyl =, t=0,...,m,
7=0

isto é, ) o ) ) )
1oy w2 v ...y bio qio
Loy yi oy ... oyl bi1 gi1
Loy y3 oy -y || b2 | = | @2 |,
1 Y Y Ui ym | bim || dim |

, 1.



Interpolacao de funcées definidas em R? 50

que é também um sistema possivel e determinado. Provamos deste modo a unicidade do polinémio inter-

polador P(z,y). Este polinémio é designado polinémio interpolador de Lagange. Provdmos entao o seguinte
teorema.

Teorema 3.1 Seja f uma fungdo definida no rectingulo @ = [a,b] X [¢,b] onde consideramos a rede rect-
angular {(x;,y;),i =0,...,n,j =0,...,m}. Dados f(x;,y;),i =0,...,n,5 =0,...,m, o nico polinémio
P(x,y) de graun em x e m emy que verifica P(x;,y;) = f(xi,y;),i=0,...,n, j=0,...,m, € o polinémio
interpolador de Lagrange

P(z,y) = Z Z f(@i,yj)lij (@, ).

i=0 j=0

Exemplo 3.2 Consideremos a funcdo f(z,y) = exp —(2? +y?) com (x,y) € [~2,2]z[-2,2]. Considere o
rectdngulo [0,0.1] x [0,0.12]. Em cada um dos intervalos [0,0.1] e [0,0.12] definamos as particess de pontos
igualmente distanciados e de espacamentos, respectivamente, h = 0.05 e k = 0.04. Utilizando a rede rectangular
induzida no rectngulo [0,0.1] x [0, 0.12] pelas particBes anteriores definamos o polinémio interpolador de Lagrange
de grau 2 em x e 3 em y,

N e e (R
S SRS
+£(0.1,0.04) (;0%;)55)$> e 8:83)0(1@/28_ =
(0,008 E=ETHE= (005,008 7550
P
N <f(07 0.12)% = 0'8?())355” —0U | 0.5, 0.12)%
1 2) o

Estimemos seguidamente o erro cometido ao aproximar uma fungao f definida em [a, b] X [¢, d] pelo seu
polinémio interpolador de Lagrange. Em [a, b] X [c,d] consideremos a rede rectangular (3.1) e sejam

hm = max (l’l — l’i_l),
i=1,...,n

hy = max (y; —y;j-1)-

lev"'vm

Seja p(z,y) o polinémio interpolador de Lagrange de grau n em = e m em y que é interpolador de f na rede
rectangular anterior. O nosso objectivo é determinar uma estimativa para

If = Plloo =

max

(z,y)€[a,b]x]c,

Notemos que R
If = Plles < ||f = P|

em que

=0

’f(l',y) - p(w,y)!.

d]

oo + 1P = Plloo, (3.2)

i, Y)li(z).
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Entao,
an—l—lf
- (n,y
_p xn-i—l
flz,y) = P(z,y) = EES H T —
e portanto
5 pntl 8n+1f
_PpP <
17 =Plloe < 3571y ‘ oz ||

Relativamente a segunda parcela do segundo membro de (3.2), notamos que

p(xmy) - P(‘Tay) = Z xw Zf xz,y] &(az)
1=0 Jj=0
1 m n gm+1
= 74(7” 1) E(y Y;) ZZ:; W(l’i,m)&'(l’)
1 m gm+l1 n.gmtl
am—i—lf
_W(xiﬂh)}
m gmtl 1 Hm+1)(n+1)
B m + 1 }30 Y- y] [ m-+1 (‘TUTIQ) + 4(7’L + 1)' 8$"+1ym+1 (7717772)

Logo, temos

R pmtl m+1 B+l (m+1)(n+1)
1P = Plloo < —2— || .2 |2 !
4(m+ 1) 8ym+1 - 4(n + 1) axn—i-lym—i-l
Substituindo em (3.2) obtemos
pntl 8n+1f h;n—i—l gm+1 pntl 8(m+1)(”+1)f
— Plls < & .
If | 4(n+1) ‘ dantl|| o 4(m+1) H oymtli| o 4(n+1) || Qantlymtl

Provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.3 Seja f uma funcdo que tem, em [a,b] X [c,d], as sequintes derivadas parciais continuas

o+l o+l 8(m+1)(n+1) f

aym-‘rl’ oxn+l’ 8xn+lym+1 '
Em [a,b] x [¢,d] consideremos a rede rectangular (3.1) e sejam

hy = max (z; —xi—1), hy= max (y; —yj-1).
i=1,...,n 7j=1,...m

Se P(x,y) € o polinémio inetrpolador de Lagrange de graun em x e m em y que verifica
P(xlay]):f(xluy])u i:O,...,n,jZO,...,m,
entao

8n+1f
danth||

h;n—l—l
4(m +1)

hg+1
4(n+1)

8(m+1)(n+1)f
8xn+1ym+1

hn+1
If — Plloe < ‘

4(n+1)

H 8m+1
aym—l—l ~

J
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3.3 Interpolacao de Lagrange segmentada

A interpolacao de fungoes de duas variaveis, tal como para fungoes de uma variavel real, é particularmente
vantajosa quando é feita considerando polinémios de grau baixo. De modo andlogo ao caso de funcoes de
uma variavel, o polinémio interpolador de Lagrange para funcoes de duas varidveis pode ser considerado
por “segmentos”, isto é, com expressoes diferentes em subrectangulos do dominio [a, b] X [c, d], surgindo de
modo natural o chamado polindmio de Lagrange segmentado.

Consideremos em 2 = [a, b] X [¢, d] a rede rectangular (3.1) em que n e m sao divisiveis, respectivamente,

por ny e my. Seja f uma funcao definida em € e suponhamos que conhecemos f(z;,y;),i = 0,...,j =
0,...,m. Chamamos polinémio interpolador de Lagrange segmentado de grau nj em x e m; em y ao polinémio

PO,O(:Evy) T € [$07$n1] X [Z/anml]

Pro(z,y) T € [Ty, Tany ] X [Y0s Yy ]

P%—l,O(:an) T € [xn—n1a$n] X [y07ym1]

PO,l(:an) T € [$07$n1] X [ym1yy2m1]

Pl,l(:E?y) T € [mn17$2n1] X [ym17y2m1]

S(z,y) = )

P%—l,l(:nvy) WS [wn—n1v$n] X [ym1yy2m1]

PO,%—l(:Evy) WS [$07$n1] X [ym—mlyym]

Pl,%—l(:nvy) T < [$n17$2n1] X [ym—mlaym]

Pi—l ﬂ—l("an) T € [xn—n17$n] X [ym—m17ym]

ny 7 mq

em que F;; é o polindmio de Lagrange de grau n; em x e m; em y para a rede rectangular do rectangulo

[wim’x(i—i-l)nl] X [yjml,y(j+1)m1] para 1= 0, PPN nil — 1, j = 0, RN ﬂl — 1.

Exemplo 3.4 Considere a fungdo f definida num rectdngulo [a, b] X [¢, d] onde consideramos a rede rectangular
{(xi,v;),i=0,1,2,5 = 0,1}. Entdo o polindmio interpoalador de Lagrange segmentado linear em z e em y é
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dado por
r— T — X y—u
f(x0,v0) + f(z1,%0) >
— T 1 —%o/ Yo — Y1
r— T T — To Y—1Y0
(f(ﬂimyl) + f(z1,91) > (z,y) € [0, z1[x [y0, 1],
Ty — X1 1 —2o/ Y1 — Yo
S(z,y) = T2 =21/ Yo — Y1

(f(iﬂl,yl) Sl + f(z2,91) Ton > v o (z,y) € [z1,22] X [yo, 1],
Y1 — %Yo

x—:c1> Y — Y2
Y1 — Y2

I — 22 T2 — I

+f(!172,y1)
r — Ty — 1

+
(f(fchyo);l__z + f(@a, y0) > -
_|_
_|_

— 22 T—T1 \ Y-
+ f (22, y2) > (z,y) € [r1,22] X [y1,y2].
— T2 T2 —T1/) Y2 — Y1

A determinagado de uma estimativa para o erro cometido ao aproximar uma fungdo pelo seu polinémio
interpolador de Lagrange segmentado é feita de modo andlogo caso unidimensional.

Seja S(x,y) o polinémio interpolador de Lagrange segmentado de grau n; em x e m; em y para uma
funcao f definida num rectangulo Q = [a, b] X [c, d] onde consideramos a rede rectangular (3.1) em que n e
m sao divisiveis, respectivamente, por ni e m;. Atendendo a que

—S|lo = max — P, 3.3
I =Sl =, max,If =Pl (33)

7y ) 7 my

e, pelo Teorema 3.3, vale a seguinte estimativa,

hn—l—l 8n+1f
— P <
”f 7/7]”00 Tl+1 “axn+1 Y
hm-i—l gm+1 hpn+1 8(m+1)(n+1)f
x
m + 1 H aym—i-l Ny 4(n + 1) axn—i-lym—i-l N
7 m727-]

Considerando a ultima desigualdade em (3.3) obtemos a seguinte estimativa

hn+1 an—l—lf
~ Sl <
1f = Slleo o ,,;—L_nf,?xo, Py ' 9 |
hm—i—l 8m+1 hn+1 a(m—l—l)(n—l—l)f (34)
T
m + 1 H 8ym+1 Ny 4(71 + 1) axn—i-lym—i-l N
7 w7l7-7

Demonstramos o seguinte resultado.

Teorema 3.5 Seja f uma fungdo que tem, em [a,b] X [c,d], as sequintes derivadas parciais continuas

o+l o+l 8(m+1)(n+1) f

aym—l—l’ 8$n+1’ 8$n+1ym+1 :

Em [a,b] X [¢,d] consideremos a rede rectangular (3.1) e sejam

hy = max (x; — 1), hy = max (y; — yj—1)-
71:17"'7” ]:17"'77”

Se S(x,y) € o polindmio interpolador de Lagrange segmentado de grau ny em x e my em y para uma fungdo
f em que n e m sao divisiveis, respectivamente, por ny e my, entao € vdlida a estimativa (3.4).
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3.4 O polinémio interpolador de Hermite

O polinémio interpolador de Lagrange é uma funcao continua que coincide com a funcao e as suas derivadas
parciais pode nao coincidir com as correspondentes derivadas de f. O polinémio interpolador de Lagrange
segmentado nao tem, em geral, as derivadas parciais continuas. Vamos generalizar o polinémio interpolador
de Hermite estudado no caso unidimensional para funcoes de duas varidveis.

Seja f uma funcao definida num rectangulo [a, b

X [¢,d] onde consideramos uma rede rectangular (3.1).
Suponhamos que conhecemos

0 0 0?
f(xzay])7 8_£(‘7:27yj)7 8_£(x27yj)7 Wé};(xlay])

nos pontos da rede rectangular. O polinémio

H(zy) = Y>> fl@iy)hi(@)h;(y)

i=0 j—O
Y Y R+ S Ls )
1= 0] 0 =0 j=0
+ chf)xa ,,yjﬁ()ﬁ()
=0 j=0
em que
i(x) = [1 = 2(z — @)l (x:)]li(2)?,
hily) = [1—2(y — y;) ¢ (y;)]t; (y)?,
hi(z) = (x — 2;)bi(x)?,
hi(y) = (y — y;)(y)?,

f=0.ki 8 Tk k=0.oi 93— Yk
é designado polinémio interpolador de Hermite de grau 2n+ 1 em z e 2m + 1 em y. Este polinémio verifica
as seguintes propriedades, parai=0,1,...,ne j=0,1,...,m
oOH af
oOH of
0’H 0’ f

m(%,yj) = m(ﬂfi,yj)'

Tal como para o polinémio interpolador de Lagrange, o polinémio interpolador de Hermite pode ser
considerado segmentado. Consideremos em ) = [a,b] X [c,d] a rede rectangular (3.1) em que n e m sao

divisiveis, respectivamente, por nq e m1. Seja f uma funcao definida em €2 e suponhamos que conhecemos

oy OO L
f(xhyj)? 8x($27yj)7 ay(xlay])v 8xay($wyj)7 1= 07"'a J= 07"'>m'
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Chamamos polinémio interpolador de Hermite segmentado de grau n; em x e m; em y ao polinémio

( HO,O(x7y) T € [330733%1] X [y()vyml]
Hio(z,y) T € [Ty, Tany ] X [Y0, Yy ]
H%—l,O("an) T E [xn—npxn] X [y(]ayml]
H0,1($>y) T e [$0y$n1] X [ym17y2m1]
Hl,l(gj>y) T e [ﬂi'nl,l’in] X [ym17y2m1]
S(z,y) = ;

H%—l,l(‘fay) T € [wn—m’xn] X [ym1yy2m1]
HO,mﬂl—l(:Evy) T € [l’o,l’nl] X [ym—mpym]
Hl,mﬂl—l(‘fay) T € [$n17$2n1] X [ym—mlyym]
Hi—l,mﬂl—l(‘ﬁay) T € [ﬂi'n_nl,ﬂj‘n] X [ym—mpym]

ny

em que H;; ¢ o polindmio interpolador de Hermite de grau 2ny + 1 em x e 2m; + 1 em y para a rede
rectangular definida no rectangulo [Zin,, T(i4-1)n, ] X [Yjma> Y(j+1)m, | PaTa i =0,..., n_n1 -1,j=0,..., mﬁl —1.



