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Chamamos polinémio interpolador de Hermite segmentado de grau n; em x e m; em y ao polinémio

( HO,O(x7y) T € [330733%1] X [y()vyml]
Hio(z,y) T € [Ty, Tany ] X [Y0, Yy ]
H%—l,O("an) T E [xn—npxn] X [y(]ayml]
H0,1($>y) T e [$0y$n1] X [ym17y2m1]
Hl,l(gj>y) T e [ﬂi'nl,l’in] X [ym17y2m1]
S(z,y) = ;

H%—l,l(‘fay) T € [wn—m’xn] X [ym1yy2m1]
HO,mﬂl—l(:Evy) T € [l’o,l’nl] X [ym—mpym]
Hl,mﬂl—l(‘fay) T € [$n17$2n1] X [ym—mlyym]
Hi—l,mﬂl—l(‘ﬁay) T € [ﬂi'n_nl,ﬂj‘n] X [ym—mpym]

ny

em que H;; ¢ o polindmio interpolador de Hermite de grau 2ny + 1 em x e 2m; + 1 em y para a rede
rectangular definida no rectangulo [Zin,, T(i4-1)n, ] X [Yjma> Y(j+1)m, | PaTa i =0,..., n_n1 -1,j=0,..., mﬁl —1.



Capitulo 4

Interpolacao de curvas paramétricas

4.1 Interpolacao paramétrica

Nenhuma das técnicas usadas no Capitulo 1 permite gerar curvas que nao possam Ser expressas como uma
funcao real de varidvel real. Por exemplo, a curva expressa na Figura 4.1 néao é o grafico de nenhuma funcao
uma vez que, por exemplo, para a abcissa © = 0 correspondem trés pontos sobre a curva.

_

Figura 4.1: Curva paramétrica.

A forma de contornar o problema consiste em escrever a curva C, de coordenadas (z,y), na sua forma

paramétrica
x = xz(t)
. te[to,T).
12 o, 7]
Poderemos considerar, sem perda de generalidade, [to, 7] = [0, 1].
A aproximacdo da curva que une os pontos (zo, o), (€1,¥1), ---» (Tn,Yn), pOr esta ordem, é feita

considerando uma partigdo do intervalo [0, 1], geralmente uniforme,
O=thi<thi < - <tp1<tp,=1,

tal que

€Tr; = :E(tz) .
, 1=0,1,...,n,
{ yi = y(t)

e calculando os polinémios (globais ou segmentados) P e Q tais que P(t;) = z(t;) e Q(t;) = y(t;), i =
0,1,---,n.

Exemplo 4.1 Usando interpolacido de Lagrange, determine uma aproximacg3do para a curva dada na Figura 4.1.
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Resolugao: Com os dados da figura e considerando a parti¢do ¢; = 0.25¢, i = 0,1, 3,4, podemos construir a
tabela:

¢ 0 1 2 3 4
t; 0 025 05 075 1
1
-1

1 05 O

o

Yi

A curva de equagdo paramétrica { * i z(t)

y(t)
(o x = P(t) . <
paramétrica y = Q) t € [0,1], com P e @ calculados usando interpolacdo de Lagrange.

t € [0, 1], pode ser aproximada pela curva de equagdo

Iremos calcular apenas o polinémio P deixando o calculo de ) ao cuidado do aluno.

Comecemos por considerar a seguinte tabela de diferencas finitas.

t; P(t;) AP(t;) A2P(t;) A3P(t;) AYP(t;)
—1
1
0.25 0 0
1 -2
0.5 1 -2 6
~1 4
0.75 0 2
1
1 1

Assim, temos que

p(t) = —1 + 4¢(1 + 16(t — 0.25)(t — 0.5)(—1/3 + (¢ — 0.75))).

4.2 Interpolacao ciibica de Hermite segmentada

Em muitas situagoes (em computacao grafica, por exemplo), é necessirio gerar rapidamente curvas suaves
que possam ser modificadas de forma facil. Alm disso, a alteracdo de uma porcao dessas curvas nao deve
afectar as restantes partes da curva.

Uma das escolhas mais usuais para gerar curvas paramétricas sao os polinémios cubicos de Hermite
segmentados. Como foi visto, cada porcao desses polinémios é determinada pela especificacao dos seus
pontos extremos e das derivadas (tangentes a curva) nesses pontos.

Suponhamos que queremos calcular a curva que passa nos pontos P; = (x;,v;), i = 0,1,...,n, usando
polinémios cubicos de Hermite segmentados. Para isso teremos que, para cada ponto P;, especificar os
valores de T; = (2/(t;),y'(t;)), 1 = 0,1,...,n, onde z; = z(t;) e y; = y(t;).

Vamos simplificar o problema. Pretendemos determinar a curva (polinémio cibico) que passe pelos
pontos Py = (zo,y0) = (x(t0), y(to)) e Pr = (x1,y1) = (x(t1),y(t1)) e tenha tangentes (inclinagoes)

d
_y(o) = ap em (o, ¥o),

dx
¢ d
M) =ar  em (a1,y1).
Esta curva é chamada curva de Ferguson-Coons. Como
dy y'(0) dy v _y(1)

zV=70 ° Y=o
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temos que ap e a1 nao sao alterados se multiplicarmos 2/(0) e y'(0) pelo mesmo parametro A e 2/(1) e y/'(1)
pelo mesmo pardametro p. A multiplicagdo por um pardmetro néo altera as tangentes a curva mas altera a
sua forma. Iremos ver, com um exemplo, que, a medida que o parametro \ cresce a curva aproxima-se da
tangente & curva em Py (o mesmo para pu e Pp).

Exemplo 4.2 Determinar a curva que passa pelos pontos Py = (z,y0) € P1 = (x1,y1) com tangentes oy =
a1 = 1.

Resolugao: Podemos construir a tabela:

t 0 1
T i) I
Yy Yo W1
D N
Yy A —p

A curva que iremos calcular é da forma , t € 10,1]. Iremos calcular apenas o polinémio x
deixando o calculo de y ao cuidado do aluno.

Comecemos por considerar a seguinte tabela de diferencas finitas.

ti :L'(tl) :L'[v] 33‘[',','] 33‘[',',',-]
0 i)

A
0 o I —xo—)\

xr1 — X9 A—p+2(xg —x1)

1 1 —u—x1+ X0

—H
1 1

Assim, temos que

z(t) = xo +t(A+t(z1 — 20— A+ (A= p+2(zo — x1))(t — 1))).

4.3 Curvas de Bézier

Consideremos, de novo, o problema de calcular a curva de Ferguson-Coons que passa pelos pontos Py =
(o, 90) = (z(to),y(to)) e P1 = (1,y1) = (x(t1),y(t1)) sendo dados os valores

A especificacao dos valores dos declives g e a1 pode nao ser ébvia. Em computacao grafica essa especificacao

é feita, de forma simples, através de dois pontos auxiliares (pontos de guia), tal como indicado na Figura
4.2.

Assim, dados dois pontos auxiliares P, e P3, vamos considerar

{ To APy —Po) { (2'(0),4'(0)) = A2 — 20,2 — ¥0)
T Y

w(Pr — P3) (1) = w1 — 23,91 —y3)
com A e i factores de normalizacdo. No que se segue vamos considerar A = . Assim, a curva de Ferguson-

Coons ¢é dada por
x = z(t)
, t e [0,1],
{y = y(t) 0. 1]
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Figura 4.2: Curva de Ferguson-Coons obtida a custa de dois pontos de guia.

com (prove)

l‘(t) =g+ t()\($2 — l‘o) + t(l‘l —To— )\($2 — l‘o) + (t — 1)()\(—$3 + X0+ 11 — iL‘o) — 2(1131 — :Eo))))

y(t) = yo + t(AMy2 — yo) + t(y1 — Yo — AMy2 — vo) + (t = D)(A(—ys + 32 + y1 — v0) — 2(y1 — %0))))-

Uma propriedade importante para o controlo da curva de Ferguson-Coons reside no facto dessa curva
estar contida no invélucro convexo definido pelos pontos Py, Py, Py e P se e s6 se A € [0, 3].

1 / 1 / 1.5

/ / 1

o5 7 o7

/

1% < 55 T =

/ -0.5

-0.5 // -0.5 // .

/ /
1 / -1 / 1.5

Figura 4.3: Gréficos das curvas de Ferguson-Coons com A = 1,3, 15.

O invélucro convexo de um conjunto de pontos é definido como sendo o menor convexo que contém esses

pontos. Sabe-se que um ponto P pertence ao invélucro convexo definido pelos pontos Py, ..., P, se e s0 se
P puder ser escrito como uma combinagao linear convexa desses pontos, isto é, se

n

i=0
com ¢; > 0,7 =0,...,n, ey ¢ =1 Tal facto resulta imediatamente dos Exercicios 4.4.2 e 4.4.3.

Quando A = 3 a curva de Ferguson-Coons também se chama curva de Bézier.
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4.4 Exercicios

Exercicio 4.4.1 Considere a carta dada na Figura 4.4. Usando curvas de Bézier:

Figura 4.4: Carta topografica.

1. aproxime a estrada Cruz Alta - Bucaco desde o seu inicio até ao quarto entroncamento;

2. aproxime a curva de nivel de 500 m.

Exercicio 4.4.2 Mostre que a curva de Ferguson-Coons se pode escrever na forma

{ x(t) = ¢0(t)$0 + ¢1(t)x1 + ¢2(t)x2 + ¢3(t)x3 ‘e [0 1]
y(t) = oot)yo+ d1(t)y1 + d2(t)ye + ¢3(t)ys T
com

po(t) = 263 — A3 —3t2 +2X2 — At + 1,

p1(t) = =263+ M3 — M2 + 342,

Ba(t) = A2 — 202 + M,

Pp3(t) = =3+ A2

Exercicio 4.4.3 Mostre que, dada a curva de Ferguson-Coons tal como no exercicio anterior, ¢;(t) > 0,
i=0,1,2,3, t €[0,1], se e sé se A € [0,3].



