Capitulo 5

Observacoes e minimos quadrados

5.1 Introducao

Consideremos uma determinada entidade que pretendemos medir. Para determiar a medida em questao
fazemos, em geral, vérias observacoes ou medigoes e portanto somos conduzidos a uma diversidade de
valores para a medida dessa entidade. A variabilidade dos resultados da medicao sao originados por varios
factores e portanto os valores obtidos, sdo em geral redundantes. Deveremos possuir um critério que nos
permita a partir dos valores observados, determinar um valor inico para a medida da entidade. O critério
que iremos estuadar é o critério dos minimos quadrados e, ao usar tal critério, diremos que estamos a proceder
ao ajustamento dos valores observados.

Neste capitulo os termos “observagao”’e “medicao”irao ser usados com o mesmo significado. As medicoes
sao caracterizadas pelo seguinte conjunto de propriedades:

1. o acto de medir/observar, que designamos por medigao/observagao, significa sempre a realizacao de
uma operacao fisica ou uma série de operagoes;

2. o resultado numérico obtido por medicao é usado para representar a medida do objecto e transporta
consigo todas as circunstancias do processo pelo qual foi obtido;

3. as medigoes sao sempre efectuadas com a ajuda de objectos (excepto a operagao de contagem simples);

4. ao medir estamos a estabelecer uma comparacao com um padrao estabelecido por convencao vindo,
portanto, o resultado da medida expresso em unidades;

5. as medigoes referem-se a conceitos teéricos ou abstragoes geométricas (tais como comprimento, area,
amplitude de um angulo, etc) que sdo usadas para caracterizar uma determinada entidade mas nao
tém significado fisico;

6. o resultado numérico obtido por medigao s6 tem significado quando esta associado ao conceito tedrico
a que a observacao diz respeito.

Consideremos, por exemplo, um tridngulo para o qual pretendemos determinar a medida da sua &rea.
Para o efeito deveremos determinar a medida do comprimento da base e da altura. A medicao é efectuada
com o auxilio de uma régua. Ao dizermos que o lado mede 0.10 m estamos a estabelecer uma comparacao
do comprimento do lado com o metro padrao. Dizer que o lado mede 0.10 m é um abuso de linguagem:;
deveriamos ser precisos e afirmar: “a medida do comprimento do lado é 0.10 m”.

5.2 Modelo matematico e modelo estocastico

Consideremos um rectangulo [ABC D] para o qual pretendemos determinar a medida da érea. Sabemos que
a medida da drea ¢ dada por {4 = l45l5s, sendo {45 e {57, respectivamente, as medidas dos lados AB e
BC. Atendendo ao seu caracter aleatdrio, cada observacao realizada é encarada como uma concretizacao de
uma varidvel aleatéria. Assim teremos as varidveis aleatérias (v.a.) Xa, X545 e Xpg, que estao definidas
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no universo ) = {observagoes}, também chamado espago fundamental ou conjunto dos acontecimentos, e que
assumem valores reais. As duas ultimas v.a. sdo concretizadas, por exemplo, n e m vezes respectivamente,
obtendo-se duas amostras. Estas amostras permitem definir duas varidveis estocdsticas (ou estatisticas)

a5 {01,...,0n} €Q — {275, Ta5,,}

i Tolk {01,... ,Om} eN— {xBiC,l"" ,xﬁ’m}.

As observacoes efectuadas nao sdo mais do que concretizacées da mesma v.a.. Atendendo a este facto
podemos admitir que:

1. as observagoes sdo independentes (umas nao influenciam as outras);
2. as observagoes sao efectuadas com igual precisao (com o mesmo instrumento de medida).

Na determinacao da medida da area do rectangulo foi definido um modelo matematico, isto é, um sistema
tedrico de conceitos abstractos — medida da area, medida do comprimento dos lados — que descreve uma
entidade fisica — a drea de um rectangulo. Neste sistema tedrico distinguem-se, claramente, duas partes: a
primeira (modelo funcional) é constituida pela expressao matematica envolvendo as varidveis do modelo e
descreve as propriedades deterministas da entidade em estudo; a segunda (modelo estocdstico) é constituida
pelo conjunto de hipdteses que sao estabelecidas sobre as observagoes efectuadas.

O modelo estocdtico surge uma vez que as observacoes sao concretizagoes de variveis aleatoérias. Por
definigao, diz-se que um fenémeno é estocdstico ou conjectural sempre que os seus casos particulares depen-
dem do acaso e a respeito dos quais s6 é possivel enunciar probabilidades.

5.3 Alguns conceitos probabilisticos

5.3.1 Distribuicoes unidimensionais

As v.a. podem dividir-se em dois grupos: discretas e continuas. As discretas podem tomar um conjunto
discreto de valores x1,xs,...,Ty,..., finito ou nao. Isto é, se X, for uma v.a. discreta temos que

Xd 0 — {a:l,azg,...,xn,...}.

As v.a. continuas podem tomar quaisquer valores num intervalo real ou mesmo em toda a recta real. Assim,
se X, for uma v.a. continua
X.: Q0 — R

Comecemos por considerar o caso discreto. Seja Xy uma v.a discreta e sejam x;,i = 1,2,. .., valores que
X4 pode tomar. Seja € o universo de X;. Consideremos os acontecimentos

A ={w e Q: Xy(w) = z;}, i=1,2,...,
e seja p; a probabilidade de cada um destes acontecimetos ocorrer, isto é,
p; = P(A;) = P(Xyq = z;), i=1,2,...,
emque0<p;<led  p =1
Definicao 5.1 (Funcao de probabilidade) Seja X4 : Q — {z1,22,...,2p,...} uma v.a. com P(Xg =

x;) = pi. A fungao
f:R — R

e tw={f 070

¢ designada funcido de probabilidade da v.a. Xg.
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No caso continuo, esta defini¢do nao tem significado, sendo substituida pela de funcao densidade de
probabilidade. Porém, antes de definir esse conceito, vamos apresentar a definicao de funcao de reparticao
(ou de distribuigao) que é vélida tanto no caso discreto cono no caso continuo.

Defini¢ao 5.2 (Fungao de repartigao) Seja X uma v.a. (discreta ou continua). A fungao

F:R — R
x — F(r)=P(X <x)

€ designada funcio de distribuicdo ou funcdo de reparticdo da v.a. X.

Notamos que, no caso discreto,

F(r) = P(Xg<zx)
= P({w e Q: Xy(w) < 7})
= P(Uig,<o{w € Q: X4(w) = 2;})

- 'Z P({w € Q: Xgq(w) = ;})

Vamos agora considerar a definicao de funcao densidade de probabilidade. Seja X. uma v.a continua,
ie. Xo:Q — R em que €2 denota o espago fundamental.

Definicao 5.3 (Funcgao densidade) Dizemos que f : R — R € a fun¢do densidade (de probabilidade) da
v.a. continua X. se f € nao negativa e fR f(z)dz = 1. Nesse caso tem-se que

Fla) =P <) = [ o

A definicao anterior poderia ter sido usada para definir v.a. continua. Assim, uma v.a. X, é continua
se a sua fungado de reparticdo admitir a representacéo expressa na defini¢do anterior.

Observagao 5.4 Antes de prossequir, facamos uma pequena reflexao sobre o significado da designacdo de
fungdo densidade introduzida na defini¢ao anterior. Considere-se, uma vez que P(X € R) = 1, uma unidade
de probabilidade distribuida (ou repartida) por todo o eizo real de tal forma que a quantidade de probabilidade
atribuida ao intervalo (—oo, x| seja igual a F(x), qualquer que seja x. Nestas condi¢oes, a quantidade de
probabilidade no intervalo (x, x+¢€| € dada pela diferenca F(x+€)—F(z). Logo, o quociente (F(z+€)—F(z))/e
¢ a quantidade média de probabilidade nesse intervalo. O limite 113%(F(x +¢€)— F(x))/e = F'(x), se existir,

representa a densidade de probabilidade no ponto x. No entanto, nos pontos onde F'(x) existe tem-se que,
pela defini¢ao anterior, F'(x) = f(x). Assim, convencionando escrever f(x) =0 nos pontos onde F'(xz) nio
existe tem-se que a funcao densidade determina univocamente a funcdo de reparticao.

O facto de P(X = z) = F(z)—F(z—0), ver Exercicio 5.3.1, permite concluir que se a funcao de reparticao
F for continua em todo o x € R, entdao P(X = x) = 0, i.e., todos os pontos de R tém probabilidade zero
(no entanto X = z néo é um acontecimento impossivel).

Se a funcao de repartigdo tem uma descontinuidade num ponto x € R, entdo P(X =) = F(z) — F(z —
0) > 0, isto é, o salto de fungao é a probabilidade da v.a. assumir o valor x.

As fungoes de densidade e de repartigao de uma v.a. sao determinadas (e caracterizadas) por um conjunto
de parametros que sao uteis para a compreensao do seu comportamento. O primeiro desses parametros
expressa a ideia intuitiva de média e é designado por esperanca ou valor esperado ou ainda valor mais provavel
da v.a.. Este valor serd “o mais provavel de ocorrer”quando se considera a concretizagao da v.a. em causa.
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Definicao 5.5 (Esperanga) (i) Seja X4 uma v.a discreta que pode tomar os valores z;,i =1,2,..., e seja
f a sua fungao de probabilidade. Chamamos esperan¢a (média, ou valor mais provavel) de Xy a

E(Xy) = Z zi f ().

(ii) Seja X. uma v.a continua de fun¢ao densidade f. Chamamos esperanga (média, ou valor mais provavel )
de X, a
E(X.) = / xf(x)dx.
R

Um outro parametro importante é a varidncia pois déa-nos informacao relativamente & dispersao dos
valores da v.a. em torno do seu valor mais provavel.

Defini¢ao 5.6 (Variancia e desvio padrao) Seja X uma v.a. de espera¢a E(X). Ao valor de E[(X —

E(X))?] chamamos variancia da v.a. X que é denotada por 0%. A raiz quadrada da varidcia da v.a. X

chamamos desvio padrdo de X e € representado por ox.

Note-se que:
1. se X4 é uma v.a. discreta que pode tomar os valores z;,7 = 1,2, ..., e f a sua funcado de probabilidade,
entao
ox, = D (@i — B(Xq))* f(z:);
i

2. se X, é uma v.a. continua de funcao densidade f, entao
7. = [ (o~ B0 (@)
R

A variancia de uma v.a. também pode ser definida por 0% = E(X?) — E(X)?. De facto,

0% = EBE(X - E(X))}) = E(X? -2XE(X) + E(X)? = E(X?) — E(X)%

5.3.2 Distribuicoes bidimensionais

Em intimeras situacoes o estudo probabilistico ou estatistico envolve k£ > 1 propriedades ou caracteristicas
qualitativas dos elementos w do espaco fundamental 2. Nesses casos, faz-se corresponder a cada ponto
w € Q um ponto (z1,...,xx) de R¥, isto é,

w— (Xy(w),..., Xkp(w)) = X(w).
Quando para todo o ponto (z1,...,xx) de R* o conjunto
{fwe: Xi(w)=a;,i=1,...,k}

é um acontecimento, diz-se que X (w) é um vector aleatério ou uma varidvel aleatéria k-dimensional. Daqui
por diante o vector X (w) escreve-se X = (Xq,..., Xg).

As v.a. bidimensionais sao suficientemente importantes para justificar o seu estudo particular. Neste
caso (quando k = 2), em vez de (X7, X2) escreveremos, na maior parte das vezes, (X,Y).

Dada uma v.a. bidimensional (X,Y’) a probabilidade de se obter um ponto na regido do plano R? definido
pelas desigualdades X <z eY <y,

PX <2,V <y)=P({w e Q: X(w) <2,Y(w) <y}),

existe sempre (por definigdo) e permite introduzir uma fungao real de duas varidveis reais de acordo com a
seguinte definicao.
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Defini¢ao 5.7 (Funcgao de repartigao) Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional. A fung¢ao

FZR2 — R
(x,y) +— F(z,y)=PX <2,Y <y)

¢ designada fungdo de reparticdo (ou distribui¢do) da v.a. bidimensional (X,Y).

Sejama < b, c<de

Entao

Por outro lado

P(A) = F(a,c),
F(b,c¢) = P(B)+ F(a,c) = P(B) = F(b,c) — F(a,c),
F(a,d) = P(C)+ F(a,c) = P(C) = F(a,d) — F(a,c)

Substituindo obtemos
Pla< X <b,e<Y <d)=F(b,d)+ F(a,c) — F(b,c) — F(a,d).
Provamos assim o seguinte teorema.

Teorema 5.8 Seja (X,Y) um v.a. com func¢do de reparticao F. Se a <b e c < d entdo

Pla< X <be<Y <d)=F(b,d)+ F(a,c) — F(b,c) — F(a,d).

Vamos agora apresentar a nogao de funcao de probabilidade (para v.a. discretas) e a de fungao densidade
(para v.a. continuas). Seja (X,Y) uma varidvel que pode tomar os valores {(z;,y;),i=1,...,7=1,...} e
sejam p;; valores nao negativos tais que

P(X =2, =y;) = pij,
com ZZpij = 1.
(]

Definicao 5.9 (Funcgao de probabilidade) Seja (X,Y) uma v.a. discreta que pode tomar os valores
{(zi,y;),i=1,...,5=1,...} e sejam p;; as probabilidades

P(X = l‘i,Y = yj) :pij-

A funcao
f:R — R

_ i (zy) = (23, y5)
(:Evy) = f(xay) - { 0 (m,y) 75 (xiayj)

¢ designada por fun¢do de probabilidade de (X,Y).
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Esta nogao permite concluir que, quando se consideram v.a. discretas, a funcao de reparticao é definida

por
F:R — R

(@,y) = Flay=PX<zY<y=> > flaiy) -

T <x Yj <y

Consideremos agora o caso continuo e a no¢ao de funcao densidade.

Definigao 5.10 (Funcao densidade) Seja (X,Y) um v.a. com func¢do de reparticio F. Dizemos que
uma fungao f(x,y) ndo negativa, integrdvel e tal que

| fepdzdy =1
]R2

€ a funcdo densidade da v.a. se

F(x,y) :/_g; /_: f(t,w)dtdu.

Se a fungao de reparticao admitir a representagdo anterior, dizemos que (X,Y) € uma v.a. continua.

5.3.3 Distribuicoes marginais

Quando consideramos um vector de duas v.a., (X,Y), podemos estar interessados em estudar o que se passa
com cada uma das varidveis isoladamente. Poderemos pretender

P(X<z2)=PHweQ: X(w) <z,Y(w)qualquer}) = P(X < z,Y < +00).

Para isso, vamos definir a fungao
Fi(z):= lim F(z,y)
Yy——+00

A esta fung@o chamaremos funcdo de reparticdo marginal da v.a. X. De igual modo, a funcao

F(y) := lim F(z,y)

Tr——400

é designada por funcdo de reparticdo marginal de Y.

Consideremos o caso em que (X,Y’) é uma v.a. discreta que pode tomar os valores {z;;,i =1,2,...,j =
1,2,...} e seja f a fungdo de probabilidade desta v.a. bidimensional. Assim, as fungdes de repartigao
marginais sao dadas por

Fi(x)=P(X<z) = PHweQ: X(w) <z Y (w)qualquer})

= P(X <uzY < +400)

= > flany)

T ST Yj
Fy(y)=P(Y <y) = P{we Q: X(w)qualquer,Y < y})

= P(X <+00,Y <y,)

= Z Z f(@i,y;)-

T Y; <Y

Estas funcoes podem ainda ser representadas em termos das chamadas fungoes de probabilidade marginais
que sdo definidas, para o caso da v.a. discreta em causa por

fl(x)Z{ Ozyjf(x,yj) i;zz :
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designada por funcdo de probabilidade marginal de X, e

designada por fun¢do de probabilidade marginal de Y. Com estas definigoes temos que

2= hlw)

T, <x

= falyj)-

Yi<y

Consideremos agora (X,Y’) uma v.a. continua com f a sua fungao densidade. Entao

:/_;/Rf(t’y)dydt:yETm/_;/_iOf(t,U)dudt,
— /_:/Rf(a:,t)dtdy = Jim /_io /:O F(t,w)dtdu,

sdo as fungoes de reparticdo marginal de X e Y respectivamente.
Estas fungoes podem ainda ser representadas em termos das chamadas funcoes de densidade marginais
que sao definidas, para o caso da v.a. continua em causa por

fl(w)le d/ /ftydydt /fxydy,

designada por funcdo de densidade marginal de X, e

fz(y)——Fz /fx y)d

designada por funcdo de densidade marginal de Y. Com estas definicoes temos que

0= OO fi(t)dt
= /_io fa(u)du

5.3.4 Independéncia

Comecemos por considerar a seguinte definicao.

Definicao 5.11 (Independéncia) Consideremos o vector aleatorio (X,Y). Dizemos que X € independente
de Y se, para todo (x,y) € R?, os acontecimentos

A={weN: X <z2,Y < +oo}, e B={weQ: X <+400,Y <y}

forem independentes, isto é, se P(ANB) = P(A)P(B).
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Seja F' a fungao de repartigdo conjunta da uma v.a. (X,Y). Entao, se X e Y forem independentes,
tem-se que, para (z,y) € R?,

Flz,y) = P(X<z,Y <y)
= PH{X <z,Y <400} N{X < +400,Y < y})
= PHX <z,Y <+4o00})P{X < +00,Y <y})

= Fi(z)F(y)

e portanto a funcdo de distribuigdo conjunta é o produto das distribuicdo marginais. Reciprocamente,
se as distribuicao conjunta é o produto das funcées distribuicoes marginais entdo as v.a. X e Y sao v.a
independentes. Provamos assim o seguinte teorema.

Teorema 5.12 Sejam X e Y duas v.a. e seja F a funcdo de distribuicdo conjunta do vector aleatorio
(X,Y). Asv.a. X eY sao independentes se e s se

F(z,y) = Fi(2)R(y),  (z,y) €R?

em que Fy e Fy sao as funcao de distribuicao marginal de cada uma das componentes.

Vamos agora demonstrar duas condigoes necessarias e suficientes para a independéncia de v.a., uma para
o caso discreto e outra para o caso continuo.

Teorema 5.13 Seja (X,Y) uma v.a. discreta que podem tomar os valores
{(:Ei,yj),i = 1,2... ,j = 1}
Aswv.a. X eY sdo independentes se e s6 se
(@i, y;5) = fi(@i) f2(y;5),
em que f € a funcao de probabilidade conjunta do vector aleaorio (X,Y) e f1, fa sdo as fungdes de proba-
bilidade marginais de X e Y respectivamente.
Demonstragao: Suponhamos que X e Y sdo independentes. Entao
P(X =z;,Y =y;) = P(X =2;,Y < 400)P(X < 00,Y =y;),

ou seja
(i y;) = fi(xi) f2(y;)-
Suponhamos agora que f(x;,y;) = fi(x;)f2(y;) e provemos que X e Y sao independentes. De facto,

%

M~

P(X <z,Y <vyj) = P(X =24, = yi)

~
Il
—
e
Il
—

Il
Ms.
M~

f(xe, yn)

~
Il
—
£
Il
—

Il
Ms.
M~

J1(ze) fo(yr)

o~
Il
—
T
Il
—

(2

J
= f1($z)> (Z f2(yk))
/=1 k=1

= P(X <2;,Y <4+00)P(X < +00,Y <yjy).

0 que prova o pretendido. O
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Teorema 5.14 Seja (X,Y) um vector aleatdrio continuo e seja f a sua fun¢do densidade. Sejam fi e fo
as funcoes densidade marginais. As v.a., X eY sdo independentes se e so se

f(z,y) = fi(z) f2(y), (z,y) € R

Demonstragao: Suponhamos que X e Y sao independentes. Entao
F(z,y) = Fi(z)F(y)
e portanto
0? 0 0
Z F - 2B (1) —

0 que permite concluir que

f(z,y) = fi(2) f2(y).

Suponhamos, reciprocamente, que as fungoes densidade verificam f(z,y) =

F(z,y) = /r /y f(t,u)dtdu
= / / f1(t) fa(u)dtdu
— [ swa [

= Fi(x)F(y)

e portanto as v.a. X e Y sao independentes. [

5.3.5 Funcoes de variaveis aleatdrias

fi1(x) f2(y). Entao

Seja X uma v.a. com fungao de reparticdo Fx e consideremos g : R — R. Admita-se que Y = g(X) é a
v.a. que assume o valor y = g(z) quando X = z. Pretende-se determinar a fungao de reparticao Fy da v.a.

Y. Vamos comegar por considerar o seguinte exemplo.
Exemplo 5.15 Consideremos dois casos.
1. Seja g(x) = ax + b. Entédo
Fy(y) = P(Y <y)

Se a < 0 entdo

e para y < 0, tem-se Fy (y) = 0.
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No caso geral, se X for uma v.a. continua temos que
FY(y) = P(Y < y) = P(X € g_l(] - oo,y]),

onde g~1(] — c0,y]) representa a imagem reciproca por g do intervalo | — oo, y]. Nos casos mais correntes,
g~ 1(]—00,%]) é um intervalo ou uma unido de intervalos donde resulta que a probabilidade do tltimo membro
se pode exprimir facilmente em termos de Fx.

Se a v.a. for discreta, a v.a. Y = g(X), com g uma funcao real de varidvel real, é também discreta.
Neste caso, o nosso objectivo pode ser atingido se determinarmos a func¢ao de probabilidade fy da v.a. Y a
partir da funcéo de probabilidade da v.a. X, que denotamos por fx. Assim, se X for uma v.a. discreta que
pode tomar os valores D = {z;,i = 1,2,...}, av.a. Y = g(X) toma valores g(D) = {y; = g(x;),i = 1,2...}.
Entao a funcao de probabilidade da v.a. Y é dada por

friy) =P =yj) =PuX)=y)= > fx(x)

zi:g(xi)=y;
e, para y # y;, fy(y) = 0.

O que poderemos dizer quanto a esperanca da v.a. Y = g(X)? No caso discreto, se X é uma v.a. que
pode tomar os valores {z;,i = 1,2,...} e f é a sua fungao de probabilidade, entao a esperanca de Y é

E(Y) = Zg(xi)f(xi)'
T
No caso continuo, se f for a funcdo densidade de X, a esperanca de Y é

E(Y) = /R g(2) f ().

5.3.6 Esperanca matematica de um vector aleatdrio

Definicao 5.16 (Esperanca) Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional, E(X) a esperanca de X e E(Y) a
esperanga de Y. Ao wvector (E(X),E(Y)) chamamos esperangca matematica ou valor esperado do wvector
aleatério (X,Y) e que é denotado por E(X,Y).

Se (X,Y) uma v.a. discreta que pode tomar os valores {(z;,y;),i = 1,2,...,5 = 1,2,...} e f é a sua
funcao de probabilidade conjunta entao

E(X,Y) = Z z f1(i), Z Y;.f2(y;5)
T Yi

= Zinf(xi,yj),ZZyjf(xivyj)

Ti Yj Ti Yj

Se (X,Y) uma v.a. continua e f é a sua fungao densidade conjunta entao

BX,Y) = ( [ eh@s. [ yfz(y)dy>

_ </R/Rxf(x,y)dydx,/R/Ryf(a:,y)dwdy>.

Consideremos agora a funcao g, real de duas varidveis reais, e a v.a. Z = g(X,Y’) que assume o valor
z = g(x,y) quando (X,Y) = (x,y). Temos entao que

B(Z) = [ gl f@.)dady.
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Se (X,Y) é uma v.a. discreta que pode tomar os valores {(z;,y;),t =1,2,...,j=1,...} e f é a funcao de
probabilidade conjunta entao
T Yy

No caso continuo temos que, se f é a funcao densidade da v.a. X, entao

B(Z) = /R oz 9) (. y)ddy.

Vamos demonstrar alguns resultados importantes.
Teorema 5.17 Seja (X,Y) uma v.a. e Z=X +Y. Entao E(Z) = E(X)+ E(Y).

Demonstragao: Vamos fazer a demonstracao apenas para o caso continuo. O caso discreto fica como
exercicio. Temos, sucessivamente, que

BX+Y) = [ (@t y)day
= /:Uf(sv,y)d:rder/ yf(z,y)dzdy
RZ ]R2

= EX)+E®Y),

0 que prova o resultado. [

Teorema 5.18 Seja (X,Y) uma v.a. e Z = XY. Entao, se X e Y forem independentes E(Z) =
E(X)E(Y).

Demonstracao: Vamos fazer a demonstragao apenas para o caso continuo. O caso discreto fica como
exercicio. Temos, sucessivamente, que

E(XY) = /Rz zy f(x,y)dxdy.

Como X e Y sao independentes, temos que

/ vy f (@, y)dedy = / 2 f1(2) foly)dedy.
]R2 RZ

Logo E(X,Y) = E(X)E(Y), o que prova o pretendido. [

5.3.7 Variancia, covariancia e coeficiente do correlacao
Sejam X e Y duas v.a.. Se X é independente de Y entao F(XY) = E(X)E(Y). Consideremos a diferenca
oxy = E(XY) - E(X)E(Y).

Esta diferenca é nula se as v.a. sao independentes (o reciproco pode nao ser verdadeiro, i.e. pode suceder
que a diferenga seja nula sem que haja independéncia das v.a.). Temos ainda que

oxy = E((X — E(X))(Y — E(Y)).

Consideremos um referencial com origem no ponto (E(X),E(Y)) e a quantidade definida por (z —
E(X))(y — E(Y)). Esta quantidade é positiva se x e y estiverem no primeiro e terceiro quadrantes e é
negativa se x e y estiverem no segundo e quarto. Assim, se a probabilidade de ocorrerem valores de X e Y
acima das respectivas médias ou abaixo das médias é grande entdao oxy é positivo e tem um valor elevado.
Por outro lado, se a probabilidade de ocorrerem valores de X acima (ou abaixo) da média e de Y abaixo (ou
acima) da média é grande entao oxy é negativo mas é, em valor absoluto, grande. Deste modo concluimos
que o coeficiente oxy mede a dependéncia das v.a. bem como o seu desvio em relacao a média.



Observacgoes e minimos quadrados 72

Defini¢ao 5.19 (Covaridncia) Sejam X e Y duas v.a. de esperancas E(X) e E(Y). O coeficiente
oxy = El(X — E(X)(Y — B(Y))]
¢ designado por covaridncia entre X e Y e também é denotado por cov(X,Y).
Vamos demonstrar o seguinte resultado.
Teorema 5.20 Sejam X e Y duas v.a. e Z =X +Y. Entao

0% = a§( —I—O'%/ +20xy.

Demonstracao: Temos, sucessivamente, que
o} = E|Z-E(2))
= E[(X - E(X))?+ (Y - E(Y))* +2(X — E(X))(Y - E(Y))]
= E[(X - BE(X))!] + E[(Y — E(Y))?] + 2E[(X))(Y — E(Y))]
= 0% +0% +20xy,
0 que prova o pretendido. O
A matriz

2

2

chamamos matriz de covaridncia da v.a. (X,Y).

Os conceitos apresentados para v.a. bidimensionais poderiam ser generalizados para v.a. de dimensao
n € N. Vamos apenas, para ja, generalizar o conceito de matriz de covariancia.

Definigcao 5.21 Consideremos n v.a. X; ei=1,2,...,n. A matriz
- -
0x, 0X1Xs 0X1X3 " 0X1X,
2
0X2X, e 0X>X3 " O0XoXy,
2
0X3X; O0X3Xo e T 0X3Xn
2
| 0X, X1 O0X,X2 O0X,X3 --- o,
¢ designada por matriz de covaridncia do vector aleatério (X1,...,X,).

Para finalizar, vamos definir um conceito de grande interesse pratico. Consideremos a quantidade

oXY
O'XO'Y,

PXY =

em que oxy, 0x € Oy sao, respectivamente, a covariancia de (X,Y’) e os desvios padrao de X e Y, respec-
tivamente. A pxy chamaremos coeficiente de correlagdo da v.a. (X,Y’). Como é evidente, se as v.a. X e Y
forem independentes oxy = pxy = 0. Neste caso, e sempre que o coeficiente de correlagao for nulo, dizemos
que as variaveis X e Y sao ndo correlacionadas. Por outro lado,

lpxy| < 1.
De facto, uma vez que, pela desigualdade de Holder,
oxy = E(X — E(X))(Y = E(Y))) < [E(X — EX))]'?E((Y = E(Y)))]'? = oxoy.

Temos que pxy é méaximo, em valor absoluto, quando oxy = oxoy. Neste caso (quando o coeficiente de
correlagao pxy = £1, ou préoximo desse valor) dizemos que X e Y sao fortemente correlacionadas.
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5.3.8 Exercicios

Exercicio 5.3.1 Seja F' uma func3o de reparticido. Mostre que os seguintes resultados.
1. Para todo o z € R tem-se que 0 < F(z) < 1.
2. A funcao F é n3o decrescente.

3. F(—00) = lim F(z)=0e F(+00):= lim F(z)=1.

Tr— —00 r——400

4. Para valores de a e b finitos tais que a < b, tem-se que P(a < X < b) = F(b) — F(a).

5. A fungdo F' é continua a direita, i.e., F(x 4+ 0) := lim+ F(z+e¢) = F(x).
e—0

6. P(X =2)=F(z)— lim F(z+e¢):=F(x)— F(z —0).

e—0~

Exercicio 5.3.2 Seja F' uma func3o de reparticio. Mostre que os seguintes resultados.

1. P(X < z) = F(z) (por definicio).

2. P(X <x)=F(z—0)

3. P(X >2)=1—F(2)

4. P(X >z)=1—F(z —0).

5. P(a < X <b) = F(b) — F(a) (exercicio anterior).
6. Pla< X <b)=F(b—-0)—F(a)

7. Pa<X<b)=F0b-0)—F(a—0)

8. Pla< X <b)=F(b)— F(a—0)

Exercicio 5.3.3 Um determinado estabelecimento comercial tem capacidade de vender entre zero e quatro
teodolitos num més. Seja X a v.a. que indica o niimero de teodolitos vendidos num més e

k o0 1 2 3 4
_ 1 1 5 3 1 -
PX=k|{ L & &

1. Determine a fun¢do de distribuicdo da v.a. X.

2. Qual probabilidade do estabelecimento vender entre 1 e 3 teodolitos num més?

Exercicio 5.3.4 A duracido, em milhares de horas, da componente de um tipo de radar, é uma v.a. X com
fungdo densidade f tal que f(z) = 0.1e7%1% se x > 0, e f(z) = 0, caso contrdrio. Pretende-se determinar a
probabilidade para que uma componente escolhida ao acaso: dure menos de 4 x 10% horas; dure entre 5 x 103 e
10 x 10? horas; dure mais de 15 x 103 horas.

Exercicio 5.3.5 Seja (X,Y’) uma v.a. cuja fungdo de probabilidade é dada na tabela

s Y ‘ 2 4
1 02 03
2 0.1 0.1
3 0.2 0.1

1. Determine a fun¢3o de distribui¢do da v.a. (X,Y).
2. Calcule P(X <3,Y <4),P(X<3,2<Y <4)eP(1<X<3,2<Y 4.
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Exercicio 5.3.6 Seja (X,Y) uma v.a. que tem por funcdo densidade

~@) (@,y) €]0, +00[x]0, +oo
_ (& 9 x7y ’ o0 ’ o0 ’
f(z,y) = { 0, caso contrario.

1. Determine a fungdo de distribuicdo da v.a. (X,Y).
2. Caleule P(X <3,V <4), P(X <3,2<Y <4) e P(1< X <3,2<Y < 4).

Exercicio 5.3.7 Seja (X,Y) uma v.a. cuja fun¢do de probabilidade é dada na tabela

wy‘O 1

1 4
L1
1 15

1. Determine a funcdo de probabilidade das distribuicdes marginais de X e Y.

2. Determine a funcdo de distribuicdo marginal de X e Y.

Exercicio 5.3.8 Vai ser atribuido a uma familia, através de um sorteio, um apartamento num edificio com trés
andares, havendo dois tipos de apartamentos em cada andar (tipo A e B). Pretendendo o dono do edificio que
a referida familia fique, de preferéncia, com um no primeiro andar e do tipo A, viciou o sorteio de modo que a
funcdo probabilidade fosse a seguinte:

| 12 andar 22 andar 32 andar

apartamento do tipo A % % %
apartamento do tipo B L = =

1. Determine as distribuicdes marginais das varidveis em quest3o.

2. Qual é a probabilidade de sair um apartamento do tipo A? E qual é a probabilidade de sair o primeiro
andar?

3. Diga se as varidveis sdo dependentes ou independentes.
Exercicio 5.3.9 Seja (X,Y) uma v.a. e g e h duas fun¢des reais de duas varidveis reais. Mostre que
E(ag(X,Y) + Bg(X,Y)) = aB(g(X,Y)) + BE(g(X.Y)), afeR.
Exercicio 5.3.10 Considere a v.a. (X,Y’) que tem por fun¢do densidade

_ [ r+y, (zy) €0,1[x]0,1],
flzy) = { 0, caso contrario.

1. Determine a esperanga do vector aleatdrio (X,Y).
2. Determine E(X), E(X?), 0% e oxy.

3. Diga se v.a. X e Y s3o ou ndo independentes.
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5.4 Alguns conceitos estatisticos

5.4.1 Introducao

A estatistica é a ciéncia que se preocupa com a colecta, andlise, interpretacao e apresentacao dos dados e
tem como objectivo fundamental o estudo de uma populacao. Pode dividir-se em das disciplinas: a estaistica
decritiva que se preocupa com a colecta, andlise, interpretacao dos dados estatisticos; e a estatistica indutiva,
também chamada amostral ou inferencial, que é aquela que, partindo de uma amostra, estabelece hipdteses
sobre a populacao de origem e formula previsoes, fundamentando-se na teoria das probabilidades.

Pode dizer-se que os objectivos da teoria das probabilidades e da estatistica indutiva sao, de certo modo,
inversos: na primeira, parte-se de um determinado esquema ou modelo e procura calcular-se a probabilidade
de certos resultados ou observagoes; na segunda, parte-se dos resultados ou observagoes e procura saber-se
alguma coisa sobre o esquema ou modelo.

O nosso objectivo nesta seccao serd, dada uma v.a. X, calcular a sua média e matriz de covariancia.
Pelo que foi visto, estes parmetros s6 podem ser determinados se conhecermos a sua fungao de probabilidade
(no caso discreto) ou a fungao densidade (no caso continuo). Nao sendo o caso, o processo usado para tal
fim consiste em considerar varias concretizagoes da v.a. X e construir o que chamamos uma amostra de
tamanho relevante. Esta amostra permite construir uma varidvel estatistica e o seu estudo permite inferir
uma caracterizagao para a v.a. a que a amostra diz respeito.

5.4.2 Distribuicao de frequéncias

Consideremos uma v.a. X e uma amostra de tamanho n relativamente grande. Sejam z;, ¢ = 1,2,...,n, 08
valores observados, i.e., seja A = {z; : i = 1,...,n} uma amostra. A frequéncia absoluta de x;, F(z;), é o
nimero de vezes que x; ocorre nos n valores observados na amostra A. A frequéncia relativa de z;, F.(z;), é
igual ao quociente entre a frequéncia absoluta e o tamanho da amostra, i.e.
F.(z;) = —=, i1=1,...,n.
n
A distribuicao das frequéncias relativas permite determinar aproximagoes para a probabilidade de um de-
terminado acontecimento. Suponhamos, por exemplo, que pretendemos calcular P(X = xz;). Este valor é
aproximado por F,(z;). Se pretendermos calcular P(X < x) entdo tomamos para este valor a aproximagao

Suponhamos agora que possuimos uma v.a. bidimensional (X,Y’) e uma amostra de tamanho n + m
{(xi,y5),i = 1,...,n,5 = 1,...,m}. Sejam F,.(z;,y;) as frequéncias relativas de (z;,y;), para todo o i

e todo o j. Tal como no caso unidimensional, P(X = z;,Y = y;) = Fr(z;,y;) e P(X < z,Y < y) =
> wi<e Zyj <y Fr(i,yj). No entanto, para calcular P(X = z;,Y € R) ou P(X € R,Y = y;) necessitamos de

determinar as frequéncias relativas marginais. Assim, para i = 1,...,n, temos que
m
Fr,x(xi) = Fr,l(xi) = E Fr(xiayj)
j=1
é a frequéncia relativa marginal de x; e, para j =1,...,m,

Foy(y;) = Fra(y;) = ZFT(xivyj)

¢ a frequéncia relativa marginal de y;. Entao:
o P(X =u;,Y =y;) = Fy(i,9;);
P(X SY) R D gico oy, <y Fr(@isy5);
P(X =xz;,Y € R) = F.1(x;);
P(X eR,Y =y;) = Fra(y));
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e P(X<z,Y eR)m Y o Fru(z);

o P(X2 < y) ~ Zngy Fr,Z(yj)-

76

Os dados da amostra podem ser classificados de acordo com alguma propriedade dando assim origem a
classes ou categorias. Por exemplo, na contagem das alturas da populacao portuguesa pode ser conveniente

agrupar os dados em classes com, por exemplo, cinco centimetros de amplitude.

A frequéncia absoluta de cada classe € igual ao nimero de elementos dessa classe. A frequéncia relativa

de uma classe é o quociente entre a frequéncia absoluta da classe e o nimero total de observagoes.

A

distribuicao de frequéncias relativas para dados classificados pode ser dada graficamente por um grafico de
barras onde no eixo das abcissas se consideram as classes e no eixo das ordenadas as frequéncias relativas

da classe. Este grafico é designado por histograma.
Suponhamos agora que temos uma amostra de uma v.a. bidimensional (X,Y"),

A={(zs,y5),i=1,...,n,5=1,...,m}
e que os dados estao agrupados por classes
[:Eal ) :EaQ [7 [:Baz ’ :Eag [7 cety [Ill'ap, xap+1]7

[yb1 y Yby [7 [ybz y Ybs [7 R [ybq ) ybq+1]'
Seja
Paiybj = FT([xawxaiH [x [ybj7ybj+1 D

Tal como no caso unidimensional, a distribuicdo de frequéncias relativas das diversas classes pode ser

dada pelo histograma.

Suponhamos que pretendemos determinar a frequéncia relativa (marginal) da classe [rq4;,%q,,,[ ou da

classe [ybj,ybj 1 |- Temos entdo que definir frequéncias relativas marginais. Assim

Fr71([ﬂi‘ai,$ai+1 D = FT([xllm xfli+1 [XR) = Zpai,bj
J

é designada por frequéncia relativa marginal da classe [z, Zq,,, [ €
FT’,Q([ybj b ybj+1 D = F?“(l:ybj7ybj+1 [XR) = Zpai,bj
i

é designada por frequéncia relativa marginal da classe [ybj,ybj+1 [.

Podemos assim determinar a distribuicao de frequéncias relativas de uma classe [z4;,%,,,,| sabendo
que o valor observado para Y estd na classe [ybj,ybj 1|+ Esta distribuicao de frequéncias é designada por
distribuicdo de frequéncia relativa condicionada e pode ser usada para medir o grau de dependéncia das v.a..
Esta distribuicao pode ser determinada considerando apenas a coluna da distribuicao de frequéncias relativa

em que j é fixo.

5.4.3 Meédia, variancia, covariancia e coeficiente de correlagao de uma amostra

Seja X uma v.a. e consideremos a amostra de tamanho n, {x;,i =1,...,n}. A
n
_ 1
r = — E xX;
n-
=1

chamamos média (aritmética) da amostra.

Vejamos se este valor é ou nao uma boa aproximacao para a esperanca da v.a. X. Consideremos as n

v.a. X;, i =1,...,n, com a mesma distribuicao de X e, com estas v.a., definamos

_ 1 &
X:E;Xi.
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Como ¢é evidente, esta nova v.a. pode tomar como valor a média da amostra . Mais ainda,

e, portanto, X é um estimador céntrico para E(X) e, como tal, qualquer valor que esta varidvel assumir pode
ser tomado como estimativa para E(X). Por este motivo podemos dizer que X é também um estimador
consistente para E(X) uma vez que, para € > 0, arbitrariamente pequeno,
lim P(|X - E(X)|<e)=1
n—-4o0o
e, portanto, quando n — +o0o, a probabilidade de X tomar um valor na proximidade de E(X) é aproxi-

madamente igual a 1. Como T é um valor que X pode tomar, para n suficientemente grande, Z é uma boa
aproximacao de E(X).

Outro parametro importante a calcular é varidncia de uma amostra. Para isso, vamos definir a variancia
(corrigida) da amostra na forma
1
2 _ 2
2= E (x; — @)%,

=1

onde T é a média da amostra e n o seu tamanho.

A razdo de usarmos s2 em vez de

n

n
1=1

pode ser justificada se mostrarmos que a esperanca da v.a.

§2= L 3 (x, - X2,

n—1
i=1

com X o estimador céntrico da esperanca e X;, ¢ = 1,...,n, uma v.a. com a mesma distribuicao de X, é
igual & variancia de X, isto é, E(S2) = 0%. Neste caso dizemos que S? é um estimador céntrico da variancia
de X e, deste modo, que a variancia da amostra s2 é uma estimativa céntrica ag(.
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Temos sucessivamente

B2 = —=B) (%~ %)
=
= - i 1E[§;((XZ - E(X)) - (X - E(X)))?]
- iE[(XZ- ~ B(X))?) - 2B[(X; = BCO))(X ~ B(X))
+ —E[(X - B(X))]
- X~ P K BN - BOY)
+ o EIX - B(X))’)
-~ L Z %~ BX  BOOY)+ - B((X — B(X)))
= k- R - B
= ok - —=El(X - B(0))

e, atendendo a que as v.a. sao independentes,

BIX = BCOP) = Bl Y Xi— B(XP)

= Y B - B(X)Y

i=1

N % Y B[(Xi - B(X)(X; — B(X))]
i#]
L

e portanto
E(S}) = 0%

Observagao 5.22 A estimativa 52, embora sendo uma estimativa consistente com a variancia da v.a. a
que a amostra diz respeito, ndo € uma estimativa céntrica para este parametro.

Consideremos agora uma v.a. bidimensional (X,Y) e, para esta v.a., uma amostra A = {(x;,y;) : i =
1,...,n}. As médias T e 7 sao estimativas céntricas, repectivamente, para E(X) e E(Y). Mais ainda, as
variancias das v.a. marginais X e Y sdo estimadas considerando s2 e 82. Atendendo a que se trata de um
vector aleatorio poderemos estar interessados estudar a covaridncia existente entre X e Y devendo-se para
este efeito calcular oxy .

Consideremos a v.a.

Svy =
XY n_1
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em que

X =

S
S

n n
YoXi, Y=->7Y.
i=1 1=1

Exercicio 5.4.1 Prove que Sxy é um estimador céntrico para a covaridncia entre X e Y, isto é, prove que
E(Sxy) =oxy.

Como a v.a. Sxy pode tomar o valor

Sgy = ﬁ Z(% —T)(yi — ),

i=1
concluimos que s, ¢ uma estimativa céntrica para a covariancia e portanto este valor ¢ uma boa estimativa
para aquele parametro. A s;, chamamos covaridncia da amostra.
Finalmente, temos que uma estimativa céntrica para o coeficiente de correlagdo pxy pode ser dado por
Sy

538y

sendo sz, a covariancia da amostra A e s, e s, sao, respectivamente, os desvio padrao das amostras {xz; :
i=1,...,n}e{y;:i=1,...,n}.

5.4.4 Exercicios

Exercicio 5.4.2 Mediu-se vdrias vezes a altura de um poste com uma fita de aco obtendo-se os seguintes
resultados:

N2 da medicdo | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Valor obtido | 31.29 31.24 31.27 31.26 31.36 31.25 31.26 31.27 31.28 31.24

Determine a média da amostra recolhida bem como a sua variancia e desvio padrdo.

Exercicio 5.4.3 Determine a capacidade esperada de um depdsito cilindrico, sabendo que se fizeram vdrias
medicoes, todas nas mesmas condicoes e independentes, da sua altura h e do raio da base r, tendo-se obtido os
seguintes resultados (em metros):

altura h | 10.30 10.33 10.31
raio da base r | 3.62 3.60 3.64

Exercicio 5.4.4 Para determinar o comprimento de uma linha poligonal mediram-se independentemente os
seus trés segmentos tendo-se obtido os seguinte resultados (em metros):

z; | 1.00 1.12 1.01 1.25 1.10
yi | 3.00 3.36 3.03 3.75 3.50 .
z; | 4.00 436 4.03 4.75 4.50

Determine uma estimativa para o comprimento da linha poligonal e para o seu desvio padrao.

5.5 Propriedades dos erros de observacao

5.5.1 Os tipos de erros de observacao

Quando se efectua uma medi¢ao/observagao podemos distinguir 3 fases: calibragem do objecto usado na
medicao; colocacao do objecto em posicao dese efectuar a medicao; observacao do valor marcado no objecto.
Associados a este processo aparecem, inevitavelmente, erros. As teoria cldssicas apresentam os erros como
sendo de trés tipos.
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1. Erros acidentais ou ocasionais. Tém origem em acidentes ou descuidos aquando da medig¢ao. Por
exemplo, apontar ao alvo errado, engano na leitura do resultado, etc. Sao erros, em geral, de valor
significativo e podem ser minimizados atendendo a cuidados simples que podem passar por: planear as
observacoes com cuidado; efectuar varias medicGes; usar técnicas simples de validacao dos resultados
(l6gica e bom-senso); testar (e conhecer bem) o material utilizado; repetir a experiéncia com técnicas
diferentes.

2. Erros sistemdticos. S&o os erros que se repetem sempre que a medicao é efectuada nas mesmas condigoes
fisicas. Nao podem, por isso, ser detectados pela repeticao sucessiva de experiéncias. Pode dizer-se
que quando existem apenas erros sistematicos nao ha nada de errado no processo de observacao. Estes
erros podem ter origem no observador (problemas de visdo, etc), na mé calibragem do objecto usado
na medicao (cada vez menos frequentes), nas condicoes fisicas ou na ma escolha do modelo. Neste
ultimo caso, o modelo pode ser “corrigido”no sentido de se ter em conta os erros. Para isso, os estudos
efectuados na disciplina de Andlise Numérica I poderao ser tuteis.

3. Erros aleatdrios. Sdo os erros que permanecem quando sdo eliminados os erros pertencentes aos dois
primeiros grupos. Sao de pequena amplitude e tém origem desconhecida. Apresentam um comporta-
mento analogo ao das v.a..

Como ja foi dito, ao efectuar uma medicdo, o nosso objectivo é determinar um valor que caracteriza
a entidade em estudo. Atendendo ao caracter aleatério da observacao, a medicao que se realiza é a con-
cretizacao de uma v.a. que esta associada ao conceito tedrico que se pretende quantificar. Uma vez que
o valor pretendido (valor mais provédvel da v.a.) é desconhecido realizamos, em geral, véarias observacoes e
construimos uma amostra. A média da amostra é uma boa estimativa para a esperanca da v.a. e a variancia
da amostra é um bom indicador do erro cometido ao substituir o valor mais provavel da v.a. pela média da
amostra.

Como é evidente, a construgao da amostra é fundamental para a determinacao das estimativas anteriores.
A construcao dessas amostras € feita realizando um conjunto de observacoes que podem ser de trés tipos.

1. Directas. O conceito tedrico em estudo a que estd associada uma v.a. é quantificado por observacao
directa da entidade a que o conceito se refere (por exemplo, determinacao da amplitude de um angulo,
determinagao da medida do comprimeto de um lado de um triangulo, etc.).

2. Indirectas. O conceito tedrico que se pretende quantificar estd associada uma v.a. que é funcao
de outras v.a.. Os conceitos tedricos que est@ao subjacentes a estas ultimas v.a. sdo quantificados
por observacao directa. Assim obtemos para o primeiro conceito tedrico um valor determinado por
observacao indirecta (por exemplo, mede-se o valor da velocidade e determina-se o deslocamento.).

3. Condicionadas. Sobre as observagoes realizadas existem relagoes de compatibilidade que séo traduzidas,
em geral, por relagbes matematicas. Assim, estas observagoes sao condicionadas pela referida relagao
matematica (por exemplo, observacao da amplitude dos angulos internos de um tridgulo existe uma
relacdo: a soma das amplitudes é igual a 27.).

5.6 Precisao: cofactor e peso

Seja X = (Xi,...,X,,) uma v.a.. Em geral, a sua média F(X) é tomada em substituicdo de qualquer
valor que a v.a. possa tomar. Ao efectuar essa aproximacao, a matriz de covariancia (ou a variancia, no
caso unidimensional) dd-nos um indicador do erro cometido. O conhecimento das estimativas para os erros
cometidos é importante para avaliar da precisao do resultado e também para proceder a ajustamentos.

A variadncia de uma v.a. e a covariancia entre duas v.a. sdo valores que tém significado relativo pois
dependem da v.a. a que dizem respeito. Atendendo a este facto, quando se consideram ajustamentos, é
geralmente introduzida uma normalizagdo dessas quantidades que é efectuada a custa de uma quantidade
denominada varidncia de referéncia, que serda denotada por 08 (a raiz quadrada da variancia de referéncia é

chamada desvio padrdo de referéncia). Surge assim a nogao cofactor.
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Consideremos um vector aleatério (X1,...,X,) e seja 0;; a covariancia entre X; e X (se i = j entao
consideramos a variancia). Seja o2 a variancia de referéncia. A
_ T
dij = —
99
chamamos cofactor entre X; e X; e & matriz
1 2
Q = Ca
o0

sendo C' = [0;;] a matriz de covariancia, chamamos matriz cofactor. Se a matriz cofactor for invertivel, a sua
inversa é designada matriz peso e é denotada por W, isto é,

W = [w,-j] = Q_l = O'%C_l.
Observacgao 5.23 Atendendo as definigcoes anteriores, podemos fazer as observacoes sequintes.

1. O termo “peso” deve-se ao facto de, em geral, um peso “grande” significar “grande precisao” e um
peso “pequeno” significar “pouca precisao”. Este facto so € totalmente verdade se as matrizes peso e
cofactor forem diagonais.

2. Se nada € dito em contrdrio, tomamos a variancia de referéncia igual a 1.

3. Atendendo a que a matriz de covaridncia € uma matriz simétrica entdo a matriz cofactor e a matriz
peso (se existir) sao também simétricas.

4. Se as v.a. sao nao correlacionadas entao a matriz de covariancia € uma matriz diagonal e, como tal,
eriste a matriz peso, que € também uma matriz diagonal, de elementos da diagonal principal iguais ao
produto da variancia de referéncia pelo inverso da variancia de cada v.a., isto €,

g
Wi = —-
o1l

5. Se as v.a. tém coeficientes de correlagdo iguais a +1 entao a covariancia € calculada facilmente (basta
calcular os desvio padrao) e portanto facilmente podemos determinar a matriz cofactor e matriz peso.

5.7 Propagacao da média, da variadncia e covariancia

Seja X = (Xj,...,X,,) umav.a. para a qual se conhecem as suas propriedades estocésticas (fungao densidade
ou fungao de probabilidade) e Y = (Y7, ...,Y},) uma v.a. que depende de X pela relagao funcional Y = g(X).
O nosso objectivo consiste em determinar as propriedades estocasticas da v.a. Y.

Em aplicacOes praticas este problema surge, geralmente, de forma mais simplificada. Nesses casos,
consideram-se trés situacoes: propagacao das médias, isto é, determinar F(Y') conhecendo E(X); propagagao
dos erros aleatérios, isto é, determinar a matriz de covariancia de Y sabendo a matriz de covariancia de
X; propagacao dos erros sistematicos, situacao estudada em Analise Numérica I com recurso a férmula de
propagacao do erro. Vamos apenas estudar os dois primeiros casos.

5.7.1 Propagacao das médias
Sabemos que, se Y = g(X) entao

E(y) = B(g(Y)) & E(Y) = E(gi(X1,.... X)), i=1,...,m.

Temos entao (no caso continuo)
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sendo f a fungdo densidade de X = (X1,..., X;).
No caso de g ser uma funcao linear a esperanca de Y resulta imediatamente. De facto, consideremos
Y =AX +b,com A€ R™"ebec R™. Assim sendo, como a esperanca é uma funcional linear,

Y=AX+bs E(Y)=AE(X)+b
e entao

E(Yi)zzaijE(Xj)—i-bi, i=1,...,m.
j=1

Consideremos agora o caso nao linerar. Iremos particularizar a apresentacido para o caso em que X =
(X1,X92) e Y = (Y1,Ys), isto é, m = n = 2. A generalizagdo para o caso geral é imediata.

Quando a funcao g : R? — R é néo linear, procede-se & sua “linearizacio” usando polinémios de Taylor.
Como se sabe, dada uma fungao y = g(z) o seu polinémio de Taylor de grau um em torno de T = (T1,T2) é
dado por
g1

)+ @1 —71) + G @) 2 — 72)

3]

Q

Y1 g1(

P
Yo ® gz($)+axl(l’)($1 11)+8x2($)($2 ™)

Temos entao, no caso de considerarmos v.a.
g1
8951

g—ii(E(X))(Xl - E(Xy)) + g—och(E(X))(X2 0.0)

991

Vi ~ q(E(X))+ D5

(BE(X)(X1 - E(X1)) + 5= (BE(X))(X2 — E(X2))

Y =~ gBE(X))+
Temos entao que
Y~ g(E(X))) + J(X — E(X)),
onde J é a matriz de Jacobi de g calculada no ponto 7, isto é,

991

9y
o (B(X)) 5 - (B(X))
J— 8%1 8%2 (5 1)
| 992 092 ' '
S2(B(X) SEEX))
Podemos entao concluir que, aplicando a funcao esperanca,
E(Y) ~ g(E(X)). (5.2)

Observagao 5.24 Notemos que o erro cometido na aproximagao (5.2) é da ordem da variancia da v.a. X.

5.7.2 Propagacgao das variancias e covariancias

Iremos considerar o caso em que X = (X1, X3) e Y = (Y1,Ys), isto é, m = n = 2. A generalizacao para o
caso geral é imediata.
Comecemos por considerar o caso linear, isto é,

Y —AX 4 b Yi|_ | an a2 X4 N by '
a1 G2 Xo bo

Entao,

oy, = E[Y1—EM))]
= El(an1(X1 — E(X1)) 4 a12(X2 — E(X2)))?]
= a}, E[(X1 — E(X1))?] 4 2a11012E[(X1 — E(X1))(X2 — E(X2))] + ai, E[(X2 — E(X2))?]

2 2 2 2
= a110%, + 2a110120x, x5 + a120%, -
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De igual modo podemos concluir que

2 2 2 2 2

Oy, = 210X, + 2(121(1220'){1)(2 + A990 x, -
Relativamente a covariancia ox, x, temos que
2

oy, = El(Y1 — E(M))(Y2 — E(Y2))],

e, por um raciocinio andlogo, temos que (prove)
2 2
Oy,y, = a11a210%, + (a11a22 + a21a22)0x, X,

Atendendo aos resultados anteriores nao ¢é dificil concluir que, sendo

2 2
C _ 0X1 0X21 XQ CY _ UYI JY§Y2
= =
0X1Xo 0x, ’ vy, Oy,

as matrizes de covariancia de X e Y respectivamente, se tem
_ T
Cy = ACxA~.

Para o caso geral temos o seguinte teorema.

Teorema 5.25 Seja X wuma v.a. de dimensdo n da qual se conhecem as suas propriedades estocdsticas e
Y a v.a. de dimensao m dada pela relacao Y = AX + b, com A € R™*™ ¢ b € R™. Sejam Cx e Cy,
respectivamente, as matrizes de covariancia de X e Y. Entao

Cy = ACx AT.

Por outro lado, sendo Qx e Qy as matrizes cofactor das v.a. X eY, respectivamente,

T
Qy = AQxA".
Observagao 5.26 Notemos que:
1. mesmo que Cx seja diagonal, isto , mesmo que as v.a. X;, © = 1,...,n, sejam ndo correlacionadas,
a matriz Cy €, em geral, uma matriz densa, ou seja, as v.a. Y;, i = 1,...,n, estdo, geralmente,

correlacionadas;

2. a determinacdo da propagacdo das matrizes peso € deduzida imediatamente do teorema anterior con-
siderando as inversas (caso existam).

Consideremos agora o caso nao linear. Tal como no caso linear, comecemos por considerar a particular-
izacao n = m = 2. Linearizando a funcao g temos que

Y = g(E(X))) + J(X — E(X)),

com J a matriz de Jacobi de g calculada em E(X), ou seja, a matriz (5.1). Podemos entao aplicar o teorema
anterior e demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 5.27 Seja X uma v.a. de dimensdo n da qual se conhecem as suas propriedades estocdsticas e 'Y
a v.a. de dimensao m dada pela relagio Y = g(X), com g : R" — R™. Sejam Cx e Cy, respectivamente,
as matrizes de covariancia de X e Y. Entao

Cy = JCxJT,

onde J € a matriz de Jacobi de g calculada em E(X). Por outro lado, sendo Qx e Qy as matrizes cofactor
das v.a. X eY, respectivamente,

Qy = JQxJ.
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5.7.3 Exercicios

Exercicio 5.7.1 Para a estrela de Rigel (3 da constelagdo de Orionte) efectuaram-se as seguintes observagdes
relativas a sua magniude aparente m e a sua distdncia a Terra 7 (em parsec):

magniude aparente m | 2.00  2.01 2.09 199 197
distancia a Terra r |279.0 279.5 2789 278.8 279.1 °

Supondo que as observacdes sdo todas independentes, determine:
1. a magnitude absoluta M de Rigel sabendo que

2
2.512(M=m) — <9> :
.

2. uma estimativa para o erro com que vem afectado o valor determinado na alinea anterior.

Exercicio 5.7.2 Para a execugdo de uma carta usou-se a seguinte projeccdo cartogréfica (¢ e A em radianos;

x e y em quilémetros):
x = (cosgg)A,
y = (cos¢p)lntan <% + g),
sendo (¢, ) as coordenadas geograficas — latitude e longitude — e ¢ a latitude do paralelo central. Para um

paralelo central a 40°, fizeram-se as seguintes determina¢des (considerando-se independentes), com um receptor
GPS, para um mesmo vértice geodésico:

0] | 40°11'52".57  40°11'52".54  40°11'52".54  40°11' 52" .61
A | —8°26'37".11 —8°26"36”.99 —8°26'37".20 —8°26'37".15

Determine as coordenadas rectangulares x e y mais provdveis para esse vértices e os respectivos desvios padrao.

Exercicio 5.7.3 Para determinar a diferenca de nivel h entre os pontos A e B (ver figura), efectuaram-se as
seguintes observa¢des do comprimento BC' (em metros) e dos dngulos «, e y (em graus)

100.0 100.1 100.1 100.3 100.2
25.1 251 25.0 25.0 249
58.5 583 583 584 583
743 745 744 743 744

2 wle m‘
Q

Supondo que as observacdes sdo ndo correlacionadas, determine:
1. a diferenca de nivel pretendida sabendo que
h = BD tan «;

com .
BD — — BC'siny .
sin (180 — 5 — =)
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2. uma estimativa para o erro com que vem afectado o valor determinado na alinea anterior.

Exercicio 5.7.4 Para se determinar uma distdncia D (metros) em Topografia usa-se muitas vezes a relagdo
D = Gsin?z, com G = 100(l5 — 1;),

sendo z (grados) o angulo zenital e /5 e [; (metros) leituras numa régua graduada (mira). Suponhamos que foram

efectuadas as seguintes medicdes:

(grados) | 101.2733 101.2736 101.2732
s (metros) | 1.756 1.754 1.757
i (metros) 1.000 0.997 1.001

l
l

Determine o valor mais provével para a distdncia D bem como o respectivo desvio padrao.

Exercicio 5.7.5 Observando-se o cometa Zork obtiveram-se, num sistema de coordenadas polares, os seguintes
valores para o raio (em U.A.) e o dngulo polar (em graus)

raio p 27 20 161 12 1.02
angulo 6 | 48° 67° 83° 108° 126°

A primeira lei de Kepler estabelece uma relagdo entre o raio p, o dngulo 6 e a excentricidade e da elipse através
da relacao

__r
P=1 " ecost
em que p é um parametro real. Detremine uma estimativa para o valor mais provavel para a excentricidade bem
como para o desvio padrido desse valor considerando p = 1.

Exercicio 5.7.6 Para determinar a medida do perimetro da Terra (p), Eratéstenes (276-195 a.C.) usou a relagdo

2T
p=—5,
«

sendo « 0 angulo (em radianos) que os raios solares faziam com a vertical do lugar em Alexandria, no solesticio
de Verdo, ao meio-dia, e s a distdncia de Alexandria a Siena (local onde se sabia que os raios solares, nessa data
e nessa hora, incidiam verticalmente).

Suponhamos, por hipdtese, que Eratdstenes efectuou as seguintes observacdes (na realidade ele sé efectuou
a primeira)

distancia s (em estddios) | 5000 5020 4980 5007 4991
angulo a (em graus) 720 7.1° 7.0 7.3° 7.2°

Considerando as observages n3o correlacionadas, determine uma estimativa para o valor mais provdvel do
perimetro da Terra obtido por Eratdstenes bem como uma estimativa para o seu desvio padrdo (1 estddio
= 157.5 m = 0.1575 km).

5.8 O principio dos minimos quadrados

5.8.1 Introducao

Na primeira parte deste capitulo introduzimos os conceitos bésicos que estao associados ao processo de
medicao/observagdo bem como a nogao de modelo matematico e alguns tépicos sobre ajustamento. Em
particular, foi dito que o ajustamento sé tem sentido quando se efectuam observagoes redundantes.

No sentido estatistico, o ajustamento é um método para determinar estimativas para as varidveis es-
tocésticas e os seus parametros de distribuigao a partir de uma amostra obtida por observagao. De entre os
métodos de ajustamento, o dos minimos quadrados é o mais divulgado.
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Desde a sua primeira aplicacdo a um problema de astronomia por Carl F. Gauss, o método dos minimos
quadrados tem vindo a ser aplicado num vasto conjunto de situagoes tanto no campo da ciéncia como no
da engenharia. A sua importancia prética foi potenciada com o aparecimento dos computadores.

Antes de planear as observacbes, hd que especificar o 0o modelo funcional que descreve o fenémeno
em estudo. Esse modelo é determinado por um certo nimero de varidveis (parametros ou observagoes) e
por relagoes entre elas. E claro que existe sempre um numero minimo de varidveis que sao estritamente
necessdarias para descrever uma situacao fisica, um acontecimento ou um conjunto de acontecimentos. Para
ilustrar este facto consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 5.28 Suponhamos um tridngulo que pretendemos identificar através dos seus dngulos. Atendendo
a que a soma dos seus angulos internos é 2w, conhecendo apenas dois dngulos ficamos com a caracterizacio
estabelecida. No entanto podemos considerar como varidveis do modelo funcional os trés angulos internos.

Denotemos por ng o nimero minimo de varidveis (independentes) estritamente necessérias ao modelo e
por n o numero total de observagoes (encaradas como varidaveis do modelo). E manifesto que cada varidvel
pode ser concretizada mais do que uma vez, no entanto, iremos supor que cada variavel do modelo é apenas
obeservada uma vez. As observacoes devem ser funcionalmente independentes, isto é, nenhuma das n
observacoes pode ser obtida das restantes n — 1. Em geral temos n > ng e entao » = n — ng é designado por
redundancia ou nimero de graus de liberdade. Atendendo a que r > 0 é necessario utilizar algum processo
que permita determinar um valor ajustado para cada variavel.

5.8.2 O ajustamento dos minimos quadrados

Devido as propriedades estocésticas inerentes as observacoes, as observagoes redundantes nao sao, usual-
mente, compativeis com o modelo funcional. Assim, cada conjunto minimo de varidveis conduz a um
resultado diferente. Temos assim que introduzir um critério adicional para obter um resultado tnico (o
“melhor resultado”) que se ajuste ao modelo.

Denotemos por £ o vector dos valores observados (que inclui as observagoes redundantes e inconsistentes
com o modelo) e por 7 o vector dos valores ajustados e que satisfazem o modelo. Temos que dim ¢ = dim/=n
mas, em geral, £ # /. A diferenca A

v=4_4—-1

chamamos vector dos residuos ou vector das correccoes. .

Devido a redundancia, pode existir uma infinidade de estimativas para ¢ (e, consequentemente, para v)
que satisfagam o modelo. De entre estas estimativas existe uma que, para além de ser consistente com o
modelo, satisfaz o principio dos minimos quadrados. Este principio assegura que os valores de £ estao “o mais
préximo possivel”, no sentido da distancia euclidiana, dos valores da amostra observada ¢ tomando as suas
propriedades estocédsticas em consideragao.

Exemplo 5.29 Consideremos as observa¢des ¢ = ({1,...,¢,) que correspondem aos pontos do plano (z;,/;),
i = 1,...,n, e que pretendemos ajustar a uma recta. A questdo que se coloca é a de determinar os valores
li=a+bx;, i=1,...,n, por forma a que

> (-t
i=1

seja minimo. Se considerarmos v = ¢ — ¢, com ¢ = ({1,...,¢,) temos que a fun¢do a minimizar se pode escrever

na forma vZv.

O principio dos minimos quadrados consiste em determinar ¢ (ou v, uma vez que (=10+ v) por forma a
que
p(v) = vT Wo

seja minima, sendo W := W, a matriz peso das observacoes. Uma vez que W = Q™! temos que a matriz peso
é quadrada de ordem n e os seus elementos traduzem as propriedades estocésticas (tais como a correlagao)
de todas as observacoes.
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Observagao 5.30 Note-se que a aplicagao dos minimos quadrados nao necessita do conhecimento das dis-
tribuicdes associadas as observacoes. Temos apenas que conhecer a matriz peso W ou a matriz cofactor

Podemos considerar os seguintes casos particulares:

1. se as observagoes sao nao correlacionadas entdao W é uma matriz diagonal e portanto
n
2.
P(v) = E WiV 5
i=1
2. se as observagoes sao nao correlacionadas e consideradas com igual precisdo (ou igual peso) entdo
W=1Ie
n
o(v) = g v? = vTw,
i=1

As variaveis do modelo podem nao ser (e geralmente nao sao) caracterizadas nas observagoes realizadas.
Atendendo a este facto, as varidveis que nao s@o observadas sao designadas pardmetros para as distinguir
das observacoes para as quais sabemos os valores dados pela amostra. Por exemplo, no Exemplo 5.29 as
variaveis a e b sao parametros.

Os valores dos parametros sao geralmente desconhecidos no inicio e as suas estimativas sao determinadas
pelo procsso de ajustamento. O vector dos parametros é denotado por A e dim A = i denota o nimero de
parametros.

Relativamente as equacoes matematicas entre as variaveis do modelo estas podem ser de dois tipos.

1. Equacgdes de condicdo: sao designadas equacgoes de observagao as equagoes envolvendo pelo menos uma
observacao.

2. Equacgdes de restricdo: sao designadas equagoes de condicao as equagoes envolvendo apenas parametros
e constantes.

Neste curso iremos apenas considerar modelos onde aparecem apenas equacoes de condicao. Iremos
ainda supor que os parametros, tal como as observagoes, sao funcionalmente independentes, isto é, nenhum
parametro pode ser obtido dos restantes p — 1.

Observagao 5.31 O vector A pode também aparecer nas equacées de condicdo. Assim, o numero de
condicoes € maior ou igual a fb.

As equagdes de condigdo ou de restricio podem ser lineares ou nao lineares. Iremos apenas estudar o
caso linear pois quando as equagoes sao nao lineares podemos reduzir este caso ao caso linear, como foi visto
na seccao anterior.

5.8.3 Ajustamento com equagoes de condicao

Caso geral

Ao iniciar o processo de ajustamento temos que ter em conta os seguintes passos.

1. Especificar nimero minimo de observagoes nyg.

2. Considerar as n observacoes no sentido de assegurar que nao ocorrerao deficiéncias.

Neste passo calculamos imediatamente a redundancia r = n — ng. Este valor de r significa que entre
as n observacgoes deverao existir r condicoes que deverao ser verificadas.
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3. Considerar os parametros que se pretendem estimar.

Para cada parametro introduzido devemos considerar mais uma condigao. Assim sendo, considerando
1 parametros devemos considerar um total de de ¢ = r 4+ pu condigoes. Notemos que 0 < p < ng pois,
caso contrario, o numero de condigoes excedia o nimero minimo de observagoes o que contradiz o facto
dos parametros serem funcionalmente independentes. Assim sendo, r < c<ne 0 < u < ng.

4. Especificar as equacoes de condicao que definem o modelo.

Seja A o vector dos parametros e £ o vector das observagdes. O modelo funcional que iremos considerar
é constituido por ¢ = r + p condicoes independentes podem ser lineares ou “linearizadas”. O vector
das observacoes deveria verificar estas equagoes mas, de facto, o sistema é verificado pelo vector das

observacoes ajustadas ¢, isto é, .
Al + BA =d,

ou ainda, sendo v o vector dos residuos,
Av+ BA=f

com f =d— Af. Notemos que, relativamente ao sistema estabelecido, A € R*™ e B € R“*¥ sendo as
sua caracteristicas iguais a ¢ e p, respectivamente. Assim sendo, o sistema de equacgoes

an 3]

¢ indeterminado (tem uma infinidade de solug¢oes) uma vez que a matriz [A B] tem caracteristica c.
5. Determinar a melhor solucao do sistema Av + BA = f no sentido dos minimos quadrados.
Atendendo aos passos descritos, o problema que temos que resolver é
min v Wo
s.aa Av+ BA=f

Este problema vai ser resolvido utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange. Assim, sendo A o vector
dos multiplicadores de Lagrange (A € R¢), o problema a minimizar é equivalente a

min (v, k, A) = vT Wo — 20T (Av + BA — f).

Para resolver este iltimo problema ha que determinar as derivadas parciais da funcao a minimizar em
ordem a cada uma das variaveis. Para simplificar a notacao, consideremos

o o 0% g
%(Ua)ﬁ A) |:(9'U1 (U A A) 78—%(?]7)‘7 A):| )
o o o !
ﬁ(v,)\,A) |:8)\ (U A A), a)\ (U A A):| s

_ o o !
a—A(v,)\,A). [8A (’U)\A),...,aAM(’U,)\,A)} .

Assim, a fungao ¢ : R"T"# — R tem um extremo (prova-se que é minimo) no ponto (v, A\, A) que
satisfaz as chamadas equacdes normais

g

(U)\A) =0

g2

(v, \,A) = 0

Q’I%

S, AA) = 0
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Uma vez que W é uma matriz simétrica, tem-se que (prove)

oY

— A) = 20TW — 2T A.
50 (v, A\, A) = 20" W — 2\
Além disso, também se pode concluir que (prove)
%(U,A,A) = —2(Av+ BA - f)
e que
oY B T
8—A(U,)\,A)— 2\ B.

Atendendo a estes resultados temos que as equagoes normais sdo da forma
—Wov+ATXN = 0

Av+ BA = f

BTXx =0
ou, na forma matricial,
-w AT 0 v 0
A 0 B A f
0o BT 0 A 0

Note-se que a matriz do sistema de equagoes normais é quadrada de ordem n + ¢+ p. Além disso é uma
matriz simétrica e nao singular. De facto,

—w AT 0 | 0 -w AT 0 | 0
A 0 B | f|Ly=AW"'L1+L| A AQAT B | f
o BT 0 | 0 0 BT 0 ] o0

A matriz AQAT é quadrada de ordem ¢ e pode ser vista como uma matriz cofactor resultante da propagacio
de @ pelas equagoes de condi¢ao. Como, além disso, é invertivel (W é invertivel e a caracteristica de A é
c), temos que, denotando a sua inversa por W, (W, := (AQAT)™1),

-w AT 0 | 0 -w AT 0 | 0
A AQAT B | f |Ly:=B'W.Ly—Ls| A AQAT B | f
0 BT 0| o0 0 0 N | BTW.f

sendo N = BTW,B. A matriz N é uma matriz quadrada de ordem g invertivel pois W, é invertivel e a
matriz B tem caracteristica igual a y. Como tal, o sistema de equagdes normais é possivel e determinado e
a sua solucao pode ser obtida do seguinte modo:

1. Resolver NA = BTW.f;
2. Determinar A = W,[f — BA];
3. Determinar v = QAT\.

O valor das observagoes ajustadas é entao dado por { = v+ (. Temos entdo o seguinte algoritmo para
resolver o problema dos minimos quadrados.

Algoritmo 4.1 Minimos quadrados: equacdes do tipo Al + BA = d.

1. f=d— Al

2. W, = (AQAT)~!
N = BT™W_.B

3. A= N"'BTW,f

4. X =W.[f — BA]

5. v=0QAT\

6. { =1+
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Condicoes apenas com observagoes

Suponhamos que o numero de parametros é yx = 0. Neste caso, o nimero de condigoes ¢ € igual & redundancia
r e as equagoes (lineares) de condicao sao da forma

Al=d s Av =T,
com f =d— Af. Uma vez que, neste caso, B = 0, as equacoes normais sao da forma
o L
A 0 A fl
E facil concluir, atendendo ao que foi feito no caso geral, que a solucao deste problema pode ser dada pelo

seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.2 Minimos quadrados: equagdes do tipo Al = d.

1. f=d— Al

2. W, = (AQAT)~!
3. A=W,.f

4. v=QAT\

5. 0=1+v

Observagoes indirectas

Vamos agora considerar o caso em que o ajustamento é efectuado com observacoes e parametros mas com
a restricao de que cada condicao contém apenas uma observagdao. Neste caso, como n é o nimero de
observacoes, temos que ¢ = n. A forma geral das equacoes de condicao é

{4+ BA =d,
com B € R™#, Uma vez que l=v+ £, as equagoes de condicao podem ser escritas na forma
v+ BA = f,

com f=d—/.
As equacbes normais podem ser obtidas como no caso geral considerando A = I. No entanto, neste caso,
temos que v = f — BA e assim o problema de minimizagao fica reduzido a

min(A) = (f — BA)YTW(f — BA).

Como
V(A = fTWf —2fTWBA + ATBTWBA,
temos que
S—K(A) = —2fTWB + 2AT BTW BA.
Assim sendo, as equacoes normais
oY

sao da forma
BTWBA = BTw

que é um sistema linear possivel e determinado de ordem p. Logo, considerando N = BTW B, temos que
A = N7'BTW f. O algoritmo para obter a solucdo do problema dos minimos quadrados é, neste caso, o
seguinte.



Observacgoes e minimos quadrados 91

Algoritmo 4.3 Minimos quadrados: equagdes do tipo {4+ BA =d.

1. f=d—¢

2. N=BTW.B

3. A= N"'BTW,f
4. v=f— BA

5. /=140

5.8.4 Estimativas para a precisao
Determinacao da variancia de referéncia

No final do processo de ajustamento, a variancia de referéncia pode ser dada pela estimativa

9 s  vIWwo
UO ~ 80 = ’ s

sendo v o vector dos residuos, W a matriz peso das observagoes e r a redundancia. Note-se que quando
considerdmos m observacoes independentes da mesma quantidade, a primeira observacao estabelece um
valor para a incégnia e as restantes observacoes sao redundantes. Nesse caso, como vimos,

Determinacao da matriz cofactor

Vamos determinar estimativas para as matrizes cofactor tanto das observacoes ajustadas ? como dos valores
dos parametros A. R

Vamos considerar o caso geral, isto é, o caso em que se consideram equacgoes do tipo Af + BA = f.
Atendendo ao Algoritmo 4.1 temos o seguinte processo de calculo.

1. Determinar );. Pelo Teorema 5.25 temos que
Qr = (—A)Q(-A)" = 4Q4".
2. Determinar Qa. Temos, sucessivamente,
Qa = (N'BT"W,)Q;(N'B'"W,)" = N'BTW.QW.BN~' = N'BTW.BN !
Atendendo & definicdo da matriz N, temos que Qa = N~ L.

3. Determinar Q). Temos que
A =W.[f - BA]=W,I - BN 'BTW,)f

Assim
Qx = W - BN_lBTWC)Qf(I — BN_lBTI/VC)TVVc

- (I-W.BN'BT —W,BN'BT + W.BN~'BTW,BNLBT)W,

= (I -W.BN-'BTW,,
pois Q/W.=1¢e N='BTW_.B = I. Como tal,

Q. = W.(I - BN~'BTW,).
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4. Determinar @),. Como se pode ver facilmente

Qv = QATQA(QAT)T = QAT Q AQ,

ou, o que é equivalente,
Qv = QATW,AQ — QATW.BN'BTW_AQ.

5. Determinar ();. Temos que

>
Il

(+o

= L+ QAT

= (+QATW,.(f — BA)

= (+QATW.(I - BN7'BTW,)f
= (I—-QW)+QATQ,d.

Assim,
Q= (I - QW)QuI — QW) =Q —2Q, + QWQ,.

Ora, como (prove)

Qv WQU = Qv

sal que

Qi =0Q— Qu.

Podemos resumir o efectuado no seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.4 Propagacio da matriz cofactor: equacdes do tipo Al + BA = d.

1. Qo = N1
2. Q, = QATW.AQ — QATW.BN~'BTW_AQ
3. Q) =Q—Qy

Para os casos particulares, conclui-se, de forma similar, que os algoritmos de propagacao da matriz
cofactor sdo os seguintes.

Algoritmo 4.5 Propagacdo da matriz cofactor: equagdes do tipo Al = d.
1. Qy=QATW.AQ
2. Qf =0Q — Qu

Algoritmo 4.6 Propagacdo da matriz cofactor: equagdes do tipo /+ BA =d.
1. QA =N"1
2. Qu=Q— BN BT
3. Q;=0Q—Qy
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5.8.5 Exercicios

Exercicio 5.8.1 Mediram-se, com a mesma precisdo, os trés angulos internos de um tridngulo tendo-se obtido
a=40°19'027, 3 =70°30'0" e v = 69° 11’ 01”. Supondo que as medicdes sdo n3o correlacionadas, calcule:

1. o valor ajustado dos trés angulos;
2. a matriz cofactor;
3. uma estimativa para a variancia de referéncia.

Exercicio 5.8.2 Observaram-se os seguintes valores para os angulos a, b e ¢ do tridngulo representados na
figura: a = 320°19'40”, b = 129° 14’ 37" e ¢ = 89° 34’ 20”, sendo dado as observacdes os pesos p, = 3, p, = 4
e p. = 2. Supondo que as observacdes sio n3o correlacionadas determine o valor ajustado dos trés angulos

internos do tridngulo e a matriz cofactor.

Exercicio 5.8.3 Mediram-se os angulos ZAOB, /BOC, ZAOC, ZCOD e ZCOE indicados na figura
obtendo-se os valores

LAOB £ZBOC LAOC £LCOD LCOE
3021517 | 20°00'00” | 50°1518” | 30°00" 00" | 70°00' 01" |

n3o correlacionados e com igual peso.

[oe]

o
(@]

Determine os valores ajustados dos dngulos referidos, a matriz cofactor e uma estimativa para a variancia de
referéncia.

Exercicio 5.8.4 Para determinar a distancia vertical ajustada dos pontos B, C e D a uma plataforma horizontal,
situada abaixo destes, mediram-se as seguintes distancias (em metros):

|A—B A-C A-D B-C C-D
Distancia vertical 10.216 12.384 15.869 2.138 3.453
Distancia horizontal 16 30 18 14 12

Sabendo que a distancia vertical do ponto A (ponto mais baixo) a essa plataforma é de 15.000 metros e
que o peso de cada distancia vertical medida é inversamente proporcional a distdncia horizontal entre os pontos,
determine as distancias pretendidas.
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Exercicio 5.8.5 Considere o seguinte esquema que pode representar trés cameras fotogréficas colocadas nas
posicdes Sq, Sp e S3 alinhadas sobre o eixo das abcissas e que fotografam um ponto P de coordenadas (z1, ).
Determine os valores ajustados de x1 e x2 supondo que é conhecido p = 100 mm (sem erro) e ainda as observacdes

Lo te o Ls
P |
s S NS
p p\p\
5l e P
L;,i=1,...,5, supostas ndo correlacionadas, e os correspondentes desvios padrdo e cujos valores sdo dados na
seguinte tabela:
Observacido Valor Desvio padrao
Ly 16.5 mm 0.10 mm
Lo 3.8 mm 0.10 mm
L3 20.4 mm 0.10 mm
Ly 10.0 m 0.05 m
Ls 8.0 m 0.05 m

Exercicio 5.8.6 Num nivelamento trignométrico de alta precisdo entre quatro marcos, foram feitas as seguintes
medicdes:

lado | dist. (km) dN (m) lado dN (m)
AB 2.25 +39.274 BA —39.243
BC 4.00 —94.848 CB +94.892
CD 1.75 420.052 DC —20.032
DA 3.00 +35.619 AD —35.587

Determine a cota ajustada de cada marco, conhecendo N4 = 87.631m.

Exercicio 5.8.7 Por forma a estabelecer a cota de 3 marcos, B, C e D, fizeram-se dois nivelamentos, ABCDA
e ABDA; foram registados os seguintes resultados (em metros) :

nivelamento 1: dNyp = +3.753, dNpc = +5.548, dN¢op = +10.427, dNps = —19.721;
nivelamento 2: dN 4o = +9.280, dNgg = —5.540, dNp4 = —3.755;

Determine os valores mais provdveis para as cotas dos marcos sabendo que N4 = 169.721 m.

Exercicio 5.8.8 Num nivelamento fechado, ABCDA, mediram-se as seguintes diferencas de nivel :

lado AB BC CD DA
dN (m) | +5.216 +2.394 +1.055 —8.690

Calcule as cotas mais provaveis para B, C e D, sabendo que N4 = 100.000 m e considerando as seguintes
condi¢cGes alternativas :

1. Todas as observagdes tém igual precisao;

2. Os trocos BC e C'D tém o dobro do comprimento dos trocos AB e DA,
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3. Os trocos BC' e C'D foram medidos duas vezes, sendo os valores dados as médias das diferencas de nivel
obtidas.

Exercicio 5.8.9 Numa poligonal foram medidas as seguintes coordenadas relativas :

lado | AM (m) AP (m)
AB 1105.362 1346.542
BC 964.547  —965.426
CD | —892.513  —882.492
DA | —1177.341 501.334
BD 72.084 —1847.982

Considerando que todas as medicGes foram feitas com igual precisdo, calcule as coordenadas ajustadas para
as estacdes B, C' e D, sabendo que as coordenadas de A s3o M4 = 1000.000 m, P4, = 1000.000 m.

Exercicio 5.8.10 Mediram-se com a mesma precisido os trés lados de um tridngulo tendo-se obtido a = 324.53
m, b = 541.41 m, ¢ = 483.22 m, todos com um desvio padrdo de 5 cm, e o0 angulo oposto ao lado a, a = 4094 25
com um desvio padrdo de 5.

Determine:

1. o valor ajustado dos dngulos internos;
2. a matriz cofactor:
3. uma estimativa para a variancia de referéncia.

Exercicio 5.8.11 A lei de Hooke estabelece que a forca F' aplicada a uma mola é directamente proporcional
ao deslocamento provocado de acordo com a seguinte relacdo

F =Fk(e —ep),

onde k é a constante da mola, e o comprimento da mola quando sujeita a forca F' e ey 0 comprimento inicial da
mola.

No sentido de determinar a constante da mola usaram-se diferentes forcas (conhecidas) tendo sido observados
0s comprimentos resultantes, dados na seguinte tabela

forca F' (em gramas) 3 5 8 10
comprimento e (em milimetros) | 13.3 16.3 19.4 20.9 |

Sabendo que o comprimento inicial da mola é ey = 10 mm e considerando as medi¢des (ndo correlacionadas) com
precisdo inversamente proporcional ao comprimento observado, determine a melhor estimativa para a constante
da mola, usando o algoritmo dos minimos quadrados.

Exercicio 5.8.12 Suponhamos que [, I e I3 sdo trés observacbes independentes de uma distancia A. Se
as observacdes tiverem pesos wi, ws € ws, respectivamente, mostre que a melhor estimativa para a distancia
pretendida, segundo o critério dos minimos quadrados, é igual a média pesada das observagoes, i.e.,
w1l1 + ’wglg + ’wglg

w1+ wy +wsz

A =

Exercicio 5.8.13 As coordenadas de um ponto y do plano foram medidas por dois métodos distintos tendo
sido obtidos os seguintes resultados:

e método 1: Y1 = [ ;é } , com a matriz peso W = [ é g ] ;
e método 2: Yy = { ;? } , com a matriz peso Wsy = { g (3 ] .

Supondo que n3o existe correlacdo entre y; e yo, determine:

1. a melhor estimativa para as coordenadas do ponto, usando o algoritmo dos minimos quadrados;

2. a matriz cofactor dos valores obtidos na alinea anterior e uma estimativa para a variancia de referéncia.
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