CAPITULO II

Inferéncia a partir dos dados

As conclusoes vélidas para uma amostra, obtidas através dos métodos da Estatistica Des-
critiva, nao o sao necessariamente para toda a populagao. Isso é notério, por exemplo, quando
comparamos os resultados das sondagens feitas durante um determinado processo eleitoral
com os resultados definitivos das eleicbes. A “ponte” para passar da amostra para a populacao
¢é a Estatistica Matematica que dispoe de instrumentos capazes de fazer inferéncias para a po-
pulacao a partir de amostras da mesma, medindo o grau de incerteza naturalmente associado
a tais inferéncias.

1 Distribuicoes subjacentes aos dados

Para utilizar os procedimentos da Estatistica Matematica, necessitamos de alguns conceitos
mais tedricos (da Teoria das Probabilidades), em particular os de varidvel aleatdria e dis-
tribuicdo de probabilidade, os quais tentaremos abordar de forma intuitiva.

Em muitos casos, os elementos da populagdo nao sdo nimeros reais, podendo ser, por
exemplo, uma molécula de um gds, uma planta ou um ser humano. No entanto, face a
necessidade do tratamento matematico dos resultados, torna-se fundamental atribuir um valor
real a cada elemento da populacao (ou mais do que um, se estiver em causa o estudo de mais
do que uma caracteristica da populacao), sempre que isso faz sentido. Este procedimento
permite, por exemplo, avaliar a percentagem de individuos da populacao para os quais a
caracteristica em estudo assume determinados valores ou, de modo equivalente, calcular a
probabilidade de que a caracteristica em causa assuma valores num dado intervalo. Por
exemplo, ao pretendermos estudar a obesidade dos portugueses, atribuimos a cada pessoa
o seu IMC (indice de massa corporal - quociente entre o seu peso, em kg, e o quadrado
da sua altura, em m). Temos assim uma correspondéncia w — X (w), onde w representa
uma determinada pessoa e X (w) representa o seu IMC. Tera interesse conhecer, por exemplo,
a probabilidade de se ter X > 25. Esta probabilidade multiplicada por 100 representa a
percentagem de portugueses cujo IMC é superior a 25.

A correspondéncias deste tipo chamamos varidveis aleatérias. Mais precisamente, uma
varidvel aleatéria (v.a.) é uma fungao, X, que a cada elemento w da populacao faz corres-
ponder um nimero real X (w), de modo que é sempre possivel calcular a probabilidade de X
assumir valores em qualquer intervalo de nimeros reais dado (no exemplo acima, tal intervalo
é 125, +o0]).

O facto dos elementos da populagao terem uma correspondéncia com nimeros reais através
da variavel X faz com que, por vezes, também se use a designacao de “populagao”’para X.

Na pratica, temos essencialmente dois tipos de v.a.’s: discretas e continuas. As primeiras s6
assumem uma quantidade finita ou infinita numeravel de valores com probabilidade positiva;
as segundas assumem valores em todo o conjunto dos nimeros reais, IR, ou em intervalos de

R.



Uma v.a. discreta X fica completamente caracterizada se conhecermos a probabilidade (po-
sitiva) de assumir cada um dos seus valores possiveis. O conjunto destes valores é designado
por suporte de X.

A caracterizagdo de uma v.a. continua é feita, por exemplo, através de uma funcao real
de varidvel real com determinadas caracteristicas, chamada fungao densidade.

As distribuicoes de probabilidade (ou leis de probabilidade) sao modelos utilizados para
descrever populagoes reais ou, por outras palavras, para caracterizar o comportamento de
v.a.’s aleatérias. Assim, tal como foi referido para as v.a.’s, temos dois tipos de distribuicoes
mais usuais: as discretas e as continuas.

1.1 Uma distribuicao discreta: a binomial

Suponhamos que estamos interessados no nimero de vezes que ocorre determinado aconteci-
mento quando repetimos um numero finito de vezes um dado procedimento cujo resultado é, a
partida, desconhecido (por esta razao, chamamos experiéncias aleatdrias a tais procedimentos).
Admita-se que a experiéncia em causa tem as seguintes caracteristicas:

1. as repeticoes da experiéncia processam-se nas mesmas condicoes e os seus resultados sao
independentes;

2. a cada realizacao da experiéncia corresponde apenas um de dois resultados possiveis -
“sucesso”ou “insucesso” (geralmente o sucesso corresponde aquilo que queremos contar);

3. a probabilidade de ocorréncia de cada resultado mantém-se inalterada de experiéncia
para experiéncia (designamos por p a probabilidade de ocorrer um sucesso e, conse-
quentemente, a probabilidade de ocorrer um insucesso serda 1 — p).

As experiéncias que possuem estas caracteristicas sao designadas por experiéncias de
Bernoulli.

Representando por X o nimero de sucessos que ocorrem em n repeticoes de uma ex-
periéncia de Bernoulli, entao X é uma v.a. que pode tomar, com probabilidade positiva, os
valores 0,1,2,...,n (assim, o suporte de X é o conjunto Sx = {0,1,2,...,n}). A probabili-
dade de X assumir cada um dos valores k € {0,1,2,...,n} é dada por

|
onde <Z> = ﬁ Nesta situagao, dizemos que X segue uma distribuicdo binomial de
(n —k)!

parametros n e p e denotamos este facto por X ~ B(n,p).
Verifica-se que a média de uma populacao/v.a. com lei binomial é np sendo a correspon-
dente variancia igual a np(1 — p).

Exemplo Sabe-se que com determinado tratamento se alcancam 90% de curas de uma doenca
quando o mesmo ¢ aplicado a pacientes em condi¢oes bem definidas. Supondo que o tratamento
é aplicado a 20 pacientes nessas condigoes, qual é a probabilidade de se obterem pelo menos
18 curas?



Neste caso, admitindo que os doentes reagem ao tratamento de forma independente, a v.a.
X que representa o nimero de doentes curados em 20 com o referido tratamento segue a lei
B(20,0.9). Pretendemos P(X > 18). Tem-se

P(X >18) = P(X = 18) + P(X = 19) + P(X = 20) = 0.68.

Os valores das probabilidades P(X = q), ¢ = 18,19,20, podem ser calculados no SPSS: em
primeiro lugar criamos uma variavel com os valores ¢ pretendidos e depois usamos Trans form —
Compute Variable para fazer aparecer uma janela “calculadora”. Inscrevemos em Target
Variable o nome de uma nova varidvel, a nossa escolha, onde serao colocados pelo pro-
grama os valores das probabilidades correspondentes aos valores ¢ da primeira variavel. Em
Function group escolhemos PDF & Noncentral PDF e em Functions and Special Variables
seleccionamos Pdf.Binom. A seta lateral “envia’para Numeric Expression a funcao que
permite calcular os valores pretendidos. A soma final pode ser calculada em Analyze —
Descriptive Statistics.

Uma alternativa, conveniente para as situagoes em que o procedimento acima descrito
envolve muitas parcelas, consiste em usar CDF & Noncentral CDF que da a probabilidade
da varidavel X tomar valores inferiores ou iguais a determinado valor g, probabilidade esta que
designamos por F'(q). Exemplificando: se X tem suporte {0,1,2,...,40}, entdo a probabili-
dade P(15 < X < 23) é igual a F'(23) — F(14).

No caso particular n = 1, que corresponde a realizacao da experiéncia apenas uma vez,
a v.a. X toma apenas os valores 0 e 1, tendo-se P(X = 1) = p (que é a probabilidade da
ocorréncia de sucesso) e P(X = 0) = 1 —p (que corresponde & probabilidade da ocorréncia de
insucesso). Nestas condigoes diz-se que X segue a distribuicio de Bernoulli de parametro p e
escrevemos X ~ B(p).

Por exemplo, quando se faz um inquérito a n pessoas com uma pergunta cuja resposta
s6 pode ser uma de duas (por exemplo, “sim”ou “nao”, “branco”ou “preto”, “zona rural”’ou
“zona urbana”), podemos associar o valor 0 a uma das respostas e o valor 1 & outra. No final
obtemos uma sucessao de 0’s e 1’s que é uma amostra concreta de uma v.a. X seguindo uma
lei de Bernoulli.

1.2 Distribuigoes continuas e curvas de densidade

Os graficos adequados para amostras de varidveis continuas s@o os histogramas. Quando
se constr6i um histograma (com todas as classes de igual amplitude), a sua forma nao é
alterada se alterarmos o tipo de unidades que usamos no eixo vertical. Podemos assim ter,
entre outros, histogramas em que os valores do eixo vertical sao frequéncias absolutas ou
frequéncias relativas. Consideremos agora um histograma cujos rectangulos tém uma altura
igual & frequéncia relativa da classe correspondente dividida pela amplitude desta. Neste caso,
o histograma tem &rea total igual a 1. Nesta secgdo, vamos admitir que os histogramas sao
contruidos desta forma.

Na figura 1 estao representados 3 histogramas correspondentes a outras tantas amostras
de uma mesma populagao, de dimensdes 100, 500 e 1000.



Figura 1: Histogramas correspondentes a trés amostras da mesma populagéo.

Podemos observar que os histogramas vao sendo modificados, mas mantém uma certa
forma que se acentua com o aumento da dimensao da amostra e a diminuicao da amplitude
das classes. Se pensarmos na amplitude das classes a tender para zero acompanhada do
aumento da dimensao da amostra, facilmente podemos imaginar uma curva que se ajusta a
parte superior do histograma e tal que a area delimitada superiormente por ela e inferiormente
pelo eixo horizontal € igual a 1. Na figura 2 podemos observar o ajustamento acima referido.
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Figura 2: Ajustamento da curva de densidade ao histograma.

Curvas do tipo acima descrito sao chamadas curvas de densidade. Mais precisamente,
damos o nome de curva de densidade a uma curva que estd acima do eixo dos xz, podendo
coincidir com este nalguns intervalos, e tal que que a medida da area entre este eixo e a curva
é igual a 1. Of(s) intervalo(s) de IR onde a curva estd estritamente acima do eixo dos zx
corresponde(m) ao suporte da distribuigao correspondente.

Uma curva de densidade corresponde ao grafico de uma funcao real de varidvel real
chamada func¢do densidade (ou apenas densidade).

A distribuicao de uma v.a. continua, X, é caracterizada por uma funcao densidade e as
probabilidades de acontecimentos definidos a custa de X sdo calculadas a partir da expressao
matemética que define tal fun¢do. Por exemplo, sendo a e b dois nidmeros reais (a < b), a
probabilidade de X assumir valores no intervalo [a,b], que denotamos por P(a < X < b),
é dada pela area delimitada pela curva de densidade de X, pelo eixo dos xzx e pelas rectas
verticais x = a e x = b, como é exemplificado na figura 3.
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Figura 3: Area correspondente & probabilidade P(a < X < b).

Note-se que a probabilidade de X tomar um valor isolado é nula, i.e., P(X = a) =0
(corresponde ao caso em que X toma valores no intervalo [a, a], obtendo-se uma &rea nula).

Nos graficos apresentados nas figuras 2 e 3, as curvas de densidade sao simétricas relativa-
mente a um eixo vertical que passa pelo ponto mais elevado da curva. Além disso, as curvas
estao sempre acima do eixo dos zz. Claro que nao é sempre assim como mostram as curvas
de densidade que se apresentam nas figuras 4 e 5.
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Figura 4: Curvas de densidade.
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Figura 5: Curvas de densidade.

1.3 A distribuigao normal

A distribuigéo normal, ou distribuicao de Gauss, é a mais conhecida das distribui¢oes continuas.
De facto, do ponto de vista das aplicacoes, tem-se observado que muitas caracteristicas quan-
titativas de populagoes podem ser bem representados por variaveis com distribuicao normal.
Os histogramas das figuras 1 e 2 correspondem a amostras de uma distribui¢do normal e
a curva de densidade da figura 2 é dita curva normal ou curva de Gauss.
Na figura 6 apresentam-se duas curvas de Gauss.

Figura 6: Curvas de Gauss.

A sua localizacdo e a sua forma (mais ou menos “achatada”) estao relacionadas, respecti-
vamente, com a média, m, e o desvio padrao, o, da variavel X.

A expressao matematica da densidade correspondente a uma curva de Gauss de média m

(m € R) e desvio padrao o (o > 0) é

2
flx) = 217m exp [—; (I;m> ], x € R.




Se uma v.a. X é caracterizada por uma densidade deste tipo diz-se que X tem distribuicdo
normal (ou de Gauss) de parametros m e o, escrevendo-se X ~ N(m, o).

Note-se que a funcao densidade acima descrita é sempre positiva; como tal, qualquer curva
de Gauss estd sempre acima do eixo dos zx. Assim, o suporte da distribui¢do normal é IR.

Qualquer curva de Gauss ¢é simétrica relativamente a recta vertical x = m, i.e., relativa-
mente a média da populagao correspondente.

Um caso particular importante ocorre quando m = 0 e ¢ = 1, correspondendo a chamada
distribuicao normal centrada e reduzida ou distribuicao normal standard.

Uma populacao normal, X, tem a particularidade de verificar as seguintes propriedades:

e a proporc¢ao de individuos da populacao para a qual X toma valores entre m —o e m+o
é aproximadamente igual a 0.68, i.e., P(m — 0 < X <m +0) ~ 0.68;

e a proporcao de individuos da populacao para a qual X toma valores entre m — 20 e
m + 20 é aproximadamente igual a 0.95;

e a proporcao de individuos da populacao para a qual X toma valores entre m — 30 e
m + 30 é aproximadamente igual a 0.997.

Na pratica, sempre que dispomos de uma amostra que conduza a um histograma simétrico
ou aproximadamente simétrico, devemos comecar por verificar se uma distribuicdo normal é
adequada para a varidvel em estudo. No entanto, ha distribuicoes simétricas nao normais
cujas curvas de densidade sao semelhantes & curva de Gauss (as mais conhecidas sdo a dis-
tribuicao t de Student e a distribui¢ao de Cauchy). Coloca-se entdo a questdao: como saber,
com alguma seguranga, se a amostra pode ser efectivamente considerada como proveniente de
uma distribui¢do normal?

Podemos comegar por usar uma ferramenta grafica, designada papel de probabilidade
(Q-Q plot, no SPSS) que é construida da seguinte forma: para cada uma de determinadas
percentagens (por exemplo —= x 100%, ¢ = 1,...,n), consideram-se dois valores:

1
n+
e 0 valor observado que tem a sua esquerda, incluindo-o, tal percentagem de observagoes,

e o valor da populacao que terd a sua esquerda, incluindo-o, tal percentagem de observagoes
admitindo que a distribuicdo da populacdo é de facto normal (a média m e o desvio
padrao o desta populacao sao estimados, respectivamente, pela média, ¥, e pelo desvio
padrao corrigido, s., da amostra).

Os pontos definidos por cada um destes pares de valores sao marcados num sistema de
eixos dando origem a uma nuvem de pontos.

Se esta nuvem de pontos evidenciar uma relagdo linear entre abcissas e ordenadas, temos
uma validacao informal da normalidade da populacao de onde foi retirada a amostra, como
podemos observar na figura 7.

No SPSS, a construgao de um grafico deste tipo é conseguida através de: Analyze —
Descriptive Statistics — Q-Q plots, escolhendo a opgao Normal em Test Distribution.
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Figura 7: Papel de probabilidade para uma amostra de dimensao 100. .

1.4 Outras distribuicoes continuas

Outras distribuicoes continuas usuais sao, por exemplo, a distribuicao uniforme, a distribuicdo
exponencial, a distribuicdo lognormal e a distribuicao de Weibull. Nas figuras 8, 9, 10 e 11
apresentam-se histogramas de amostras de cada uma destas distribui¢oes acompanhados de
tipos de curvas de densidade que se adequam a tais distribuicoes .
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Figura 8: Histograma e curva de densidade do tipo uniforme.
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Figura 9: Histograma e curva de densidade do tipo exponencial.

Figura 10: Histograma e curva de densidade do tipo lognormal.

Figura 11: Histograma e curva de densidade do tipo Weibull.

Perante uma amostra, como escolher uma distribuicao adequada para a v.a. subjacente?

Em primeiro lugar, é muito importante conhecer pelo menos as familias de distribuigoes
mais usuais e saber em que casos geralmente se aplicam para que seja mais facil a escolha.
Assim, para além da informacao fornecida pela andalise preliminar dos dados (gréficos, média,
mediana, moda, assimetra, curtose,...), o conhecimento que por vezes temos do tipo de ca-
racteristica em estudo pode ajudar naquela escolha. Por exemplo, o tempo entre chegadas
sucessivas de clientes a um determinado posto de servigo é geralmente bem modelado por uma
distribuicao exponencial.

Tendo sido seleccionada uma (ou mais) familia(s) de distribuicoes, torna-se fundamental
saber quais os parametros que a(s) especificam completamente e obter estimativas daqueles
que sao desconhecidos. Esses parametros nao sao necessariamente a média e o desvio padrao.
Por exemplo, no caso da lei uniforme, os parametros sao os extremos do intervalo onde a



caracteristica em estudo assume os seus valores e sao habitualmente estimados pelo minimo e
pelo maximo da amostra.

Seguidamente, verifica-se se o(s) modelo(s) escolhido(s) é (sao) adequado(s) através, por
exemplo, do papel de probabilidade. Claro que, no SPSS, devemos escolher a opcao adequada
em Test Distribution. Por exemplo, a opgao adequada para o caso da figura 8 é Uni form.

Esta verificacdo também pode (e deve!) ser feita através de testes estatatisticos, ditos de
ajustamento, que estudaremos adiante.

Se tivermos mais do que um modelo compativel com os dados, os papéis de probabilidade
e a analise dos resultados dos testes estatisticos podem ajudar a seleccionar um deles.

1.5 Misturas de distribuicoes

Abordamos este tema com um exemplo. Foi feito um inquérito a 165 familias duma certa
regiao do pais, tendo-se registado a zona de residéncia (rural ou urbana), o niimero de filhos

e a despesa média mensal em electricidade.
Na figura seguinte apresenta-se o histograma relativo a varidvel “despesa média mensal em

electricidade”.
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Figura 12: Histograma da despesa das familias da regido.
Trata-se de uma distribuicao bimodal perante a qual devemos analisar a possibilidade da
existéncia de dois grupos distintos na populagao de onde foi retirada a amostra aos quais

poderao corresponder diferentes distribuicoes. Neste caso, a separagao entre familias rurais e
urbanas conduziu aos dois histogramas da figura 13.
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Figura 13: Histogramas das despesas das familias rurais e urbanas.

A observacao destes histogramas leva-nos a considerar a possibilidade de que tanto a des-
pesa das familias rurais como a despesa das familias urbanas sejam normalmente distribuidas.
Usamos o papel de probabilidade (QQ plot) para avaliar tal possibilidade.
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Figura 14: Papéis de probabilidade das despesas das familias rurais e urbanas.

O papel de probabilidade sugere que, de facto, podemos admitir que ambas as amostras
representadas graficamente na figura 14 sdo provenientes de populagoes normais (a populagao
das familias rurais da regido em causa e a populagao das familias urbanas da mesma regiao).
Uma estimativa da média da despesa das familias rurais da regiao é 36.7 euros, enquanto
que a despesa média das familias urbanas da regiao pode ser estimada por 80.8 euros. Os
correspondentes desvios padrao sao estimados por 6.0 euros e 9.3 euros. Assim, passaremos a
considerar que a despesa das familias rurais é uma varidvel aleatéria seguindo a lei N(36.7,6)
e que a despesa das familias urbanas é uma variavel aleatéria seguindo a lei N(80.8,9.3).

Coloca-se agora a seguinte questao: qual é a distribuicao da despesa das familias da regiao
em estudo?

Trata-se de uma mistura das duas leis acima identificadas. A proporcao de familias rurais
na amostra inicial é aproximadamente 0.42 (0.42 ~ 70/165), sendo 0.58 a proporcao de familias
urbanas na mesma amostra. Assim, a distribuicdo da despesa das familias daquela regiao pode
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ser descrita por !

0.42 N (36.7,6) + 0.58 N (80.8,9.3). (1)

A curva de densidade desta distribuigao apresenta-se na figura 15.
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Figura 15: Curva de densidade da distribuigao (1).

1Sera que podemos “arredondar” os valores envolvidos e considerar para a populacio em causa a distribuicao
0.4 N(37,6) + 0.6 N(81,9)7 A esta questdo saberemos responder mais adiante.
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