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A FORMULA DE LEGENDRE PARA FATORIAIS

Neste Canto Délfico, abordamos a férmula de Legendre para o cilculo dos
expoentes da fatorizagdo em primos de um fatorial, tendo em mente a sua
aplicagdo em problemas de Olimpiadas de Matematica.

1. UM PROBLEMA DAS OPM

O seguinte problema foi proposto na final das XIX Olimpi-
adas Portuguesas de Matemdtica (OPM), em 2001, e encon-
tra-se, com solu¢do, num dos volumes de compilagdes de
problemas das OPM feitas por Jorge Picado e Paulo Edu-
ardo Oliveira [7].

Problema 1. Com quantos zeros consecutivos termina o

nuamero
2001! = 2001 x 2000 x ---x3x2x17?

O autor deste artigo do Canto Délfico também encontrou
este problema noutras fontes, e.g. num teste de selecdo de
talentos das Olimpiadas Sul-Africanas, de 2009 (mas com
o ndmero 2009 no enunciado, em vez do ntiimero 2001).
A férmula de Legendre que é objeto deste Canto Délfico sis-
tematiza a resposta a este tipo de problemas.

Comecemos por escrever uma solucdo direta do proble-
ma das OPM. Para tal é conveniente usarmos a notagao | x |,
indicando o chdo do ntimero real x, ou seja, 0 maior inteiro
menor ou igual a x. Assim, se a e b sdo inteiros positivos, o
ntimero | £ | é o “ntimero de vezes que b cabe em a”, ou seja,
é o quociente da divisdo inteira de a por b.

Uma resolugdo do problema. Comecemos por observar que o
ntimero de zeros com que 2001! termina é o maior inteiro
k tal que 2001! é um mailtiplo de 10¥. Tendo em conta a fa-
torizagdo em primos 10 = 2 x 5, somos levados a procurar

Figura 1. Adrien-Marie Legendre (1752-1833).!

descobrir qual é o maior inteiro r tal que 5" divide 2001!.
Note-se que 7 é o numero de vezes em que o fator 5
aparece na fatorizagdo de 2001! em primos (contando re-
peticdes). Denotando por 7; o expoente de 5 na fatorizagdo
em primos de i para cada i € {1,...,2001}, vemos que

r=rit+ra+t- 400
Para cada inteiro positivo 7, consideremos o conjunto
Sp={i:r,>n},

que apenas para um ndmero finito de valores de n é ndo
vazio. Usando a notagdo |X| para a cardinalidade de um
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conjunto X, observemos que
Sl + 152l + - =.

Ora |S,| é o numero de multiplos de 5" que sdo menores ou
iguais a 2001, ou seja,

2001
|Sn| = {5—,1J

Assim, temos
_|2001 |, |2001 | |2001], |2001
=175 25 125 625

= 499.

Portanto, 2001! é um multiplo de 5*%?, mas nao de 5°%.

Por outro lado, como existem 1000 ntimeros pares me-
nores do que 2001, sabemos em particular que 2001! é um
muiltiplo de 2%%°. Logo 2001! é um mdiltiplo de 10*°, mas
nio de 10°%, Concluimos que 2001! termina precisamente

com 499 zeros. O

Nas linhas seguintes vamos ver uma sistematizagdo do
método aplicado nesta resolugao.

2. VALORAGOES p-ADICAS

Dado um primo p e um inteiro ndo nulo 4, denotemos por
vp(a) o expoente de p na fatorizagdo de 2 em nimeros pri-
mos. Por outras palavras, temos

0p(a) = max{k € N : p¥|a},

onde a notagdo x|y significa que x divide y (isto é, que y
é um multiplo de x) e onde se considera 0 como elemento
de IN. Em particular, v,(a) = 0 se e s6 se p ndo divide a.
A fungdo v, é por vezes chamada de waloragio p-ddica.
Esta fungdo jd foi alvo de atengdo nesta coluna da Gazeta
de Matemitica, num artigo sobre o Teorema de Monsky

[3].

Exercicio 1. Prove as seguintes propriedades da fungio
vp, para quaisquer inteiros positivos a, b:

1. vy(ab) = vp(a) + vp(b).

2. min{oy(a),v,(b)} < vy(a+b);se vp(a) < vp(b),
entdo vp(a) = vp(a+b).

3. vp(m.d.c(ay,ay,...,a,))

= min{vp(al), Up(az), c.. ,Up(lln)}
4. vy(mm.c.(ay,az, ..., a,))

=max{vp(a1),0p(a2),...,vp(an)}.

Se adotarmos a definigdo razodvel de que v, (0) = oo, com
a convencdo de que co > x e 00+ x =00 = X + co para
qualquer ntmero real x, vemos que as propriedades 1
e 2 do exercicio anterior se estendem para quaisquer in-
teiros a, b.

3. AFORMULA DE LEGENDRE

A fungao de Legendre associada ao primo p é a fungio ey,
definida por e,(n) = vp(n!), onde n é um nimero natu-
ral. Replicando o argumento usado na sec¢do anterior na
resolucdo do problema das OPM ai apresentado, deduz-
-se a seguinte Férmula de Legendre.

Teorema 1. (Férmula de Legendre). Para qualquer primo
p e para qualquer inteiro positivo n, temos

ep(n) =}, {4J
i>1LP

Esta féormula estd associada a Adrien-Marie Legendre
(1752-1833), devido ao estudo que este dela fez na sua
obra Essai sur la théorie des nombres [5]. O leitor prova-
velmente ficard mais bem-impressionado com a elegan-
cia do enunciado e a prova da férmula alternativa para
ep(n), que apresentaremos na secgao seguinte, e que Le-
gendre obteve no mesmo livro.

Entretanto, facamos uma pausa para mencionar uma
surpreendente curiosidade sobre a figura de Legendre,
em que estamos a usar a palavra “figura” num sentido
bastante literal. A figura 2 contém a tnica verdadeira
imagem conhecida de Adrien-Marie Legendre. Trata-se
de uma caricatura de Legendre e de Fourier, que foi des-
coberta pela comunidade matemdtica apenas em 2008. A
ampliacdo na figura 1 foca-se no rosto do primeiro destes
dois ilustres matematicos franceses. Durante mais de um
século, até 2005, o matemdtico Legendre era identificado
erradamente, e em livros reputados, com a imagem na
figura 3, que sabemos agora retratar o politico, seu con-
temporaneo, Louis Legendre. A interessante histéria em
torno desta confusdo e do seu esclarecimento mereceu
destaque num ntdmero das Notices of the American Mathe-
matical Society [4], tendo por capa a referida caricatura.

" Ampliacdo de uma por¢ao da imagem na figura 2.
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Figura 2. Caricatura de Adrien-Marie Legendre (esquerda) e Joseph Fourier

(direita), da autoria de Julien-Léopold Boilly.?

4. VARIANTE DA FORMULA
Explorando a igualdade

(x =11 +x4+2+23 g2k = 1,
vélida para quaisquer x € R e k € N, prova-se que a for-
mula de Legendre admite a seguinte variante:

Teorema 2. (Formula de Legendre — versdo alternativa).
Para qualquer primo p e para qualquer inteiro positivo n,
seja Sy(n) a soma dos digitos da expansao de n na base p.
Entao temos

n—Sy(n)
P
ep(n) = .
pn) = =221
Demonstragdo. A expansdo de n na base p consiste na
Gnica decomposicao

n:u0+a1p+--~+ukpk

em que a,#0 e a;€{0,...,p—1} para qualquer

i €{0,...,k} Observemos que
ni_ k—i
{EJ =aj+ajpp+ -+ agp
para qualquer i € {0, ...,

[ k s
Z{EJ =) (@itapap+-+ap')

i=1 i=1

k}. Atentando no somatério

AN

! I;@_ﬂﬁ._w'

Figura 3. Louis Legendre (1752-1797).*

e af associando, paracada j € {1,...,k}, as parcelas da

forma a/p’, obtemos a seguinte cadeia de igualdades:

(p—1)ey(n) = —1)2[ J
p—1) kall+p+ p'_l)
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Portanto, temos ey (1) =

5. EXERCiCIOS

O leitor pode apreciar a férmula de Legendre (na formu-
lacdo que lhe for conveniente) ao resolver os seguintes
exercicios.
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Exercicio 2. Seja p um primo. Determine o expoente de p
na fatorizagdo de (p™)! em niimeros primos.

Exercicio 3. Determine todos os inteiros positivos n tais
que n! termina em exatamente 1000 zeros.

Exercicio 4. Mostre que 2" ndo divide n!, para qualquer
inteiro positivo n, e determine todos os inteiros positivos
n tais que 2" ! divide n!.

Estes exercicios sdo exemplos tipicos de problemas de ma-
tematica olimpica que se atacam facilmente com a férmula
de Legendre. Eles aparecem com solugdo, por exemplo,
num livro de Andreescu e Andrica de introdugdo a Teoria
dos Niimeros na perspetiva da preparagdo para Olimpia-
das de Matematica [2].

6. MAIS PROBLEMAS OLiMPICOS

Convidamos agora o leitor a ter a satisfagdo de resolver
um problema das Olimpiadas Internacionais de Matema-
tica (OIM). Com efeito, o seguinte problema das OIM de
1972 resolve-se de modo natural com o auxilio da férmula
de Legendre.

Problema 2. Mostre que, para quaisquer inteiros positivos

7, 11, 0 NUMero

(2m)!(2n)!
min!(m+n)!

também é um inteiro.

O livro de Andreescu e Andrica também inclui uma solu-
¢do do problema [2]. Este problema serve como exemplo
da utilidade da seguinte estratégia para provar que um
inteiro a divide um inteiro b: aproveitar o facto de que a
divide b se e s6 se vp(a) < vp(b) para qualquer primo p.

A dificuldade dos problemas das OIM aumentou dra-
maticamente desde os primérdios desta prestigiada com-
petigdo internacional anual para adolescentes, iniciada em
1959. O contraste entre o problema anterior e o seguinte,
das OIM de 2019, é eloquente, sendo este exemplo escolhi-
do por também se recorrer a formula de Legendre na so-
lugdo oficial. Esta estd disponivel, por exemplo, na pagina
web da OIM 2019 [1].

Problema 3. Determine todos os pares de inteiros po-
sitivos (k, n) tais que

k= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" —=2"1).
O seguinte problema surgiu num teste de selecdo da equi-
pa romena para a OIM de 2010, podendo a sua solugao,
onde a férmula de Legendre é aplicada, ser encontrada
no texto de Mihet [6]. Sejam 1, g inteiros positivos tais que
todos os divisores primos de g sdo maiores do que #n. Mos-
tre que n! divide o produto (g —1)(g> — 1) --- ("1 —1).
O leitor com alguns conhecimentos elementares de Te-
oria dos Ntuimeros, dentre os que sdo normalmente usados
na matemadtica olimpica, pode preferir comegar por ata-
car este ultimo problema antes de abordar o problema da
OIM de 2019...
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