Exercicios de Matematica IV
Engenharia Quimica e Engenharia dos Materiais

1 Funcoes Vectoriais

1.1 Derivadas Parciais

1. Calcule as derivadas parciais de 12 ordem das funcoes seguintes:

Y) = 2ay”

Y, 2 ) log(e” + 2Y) ;
Y, 2) = e¥siny + cos(z — 3y) ;
Y, 2

2) = cos(y\/ac2 + 22).

2. Calcule as matrizes jacobianas das seguintes fungoes:

(a)
(b)
()

)

fx
flx
fz
(d) f(=

(a) f(z,y) = (zsiny, y*e”), (x,y) € R

b) g(z,y,2) = (@* +y* + 2%, sin(z 2)), (z,9,2) € R,
)
)

(c¢) h(t) =costi+sintj, tel0,2n];
(d) ¢(u,v,w) = e*(cosvsinwi + sinvsinwj + coswk), (u,v,w) € R,
= 3
3. Calcule % sendo u = log (sin %) e { Zx/ I
2
= t
4. Calcule gu e %u sendo u = 2% + y?sin(zy) e “ N

5. Calcule g—; sendo z = f(z? + 3%, +y) e x = ¢(y).

1.2 Curvas e Superficies no espacgo
6. Faca um esbogo da curva definida por:
(a) 7(t) = 4ti + 2costj+ 3sintk, t € [0, 7);
(b) 7(t) = (3exp(~2t) — L,exp(—t)) , t € R
(¢) 7(t) = V2sinti+V2sintj+ 2costk, t € [0, 27].

7. Determine equagoes cartesianas de cada uma das curvas consideradas no exercicio anterior.

!

<

8. Determine uma parametrizacao da curva C definida por:

(a) C={(z,y,2) eR*: 2=+ ¢’ ey =z}

(b) C={(m,9,2) €R*: z=a?+y? ez =1};

(¢) C={(z,y,2) €ER>: 2® + 3y — 22 =1ey=2x}.
9. Identifique e escreva uma equacao cartesiana da superficie de equagao paramétrica:
(a
(b
(c
(d

(u, v

(I4+2u)i+ (—u+3v)j+ (2+4u+ 5v) &;
ucosvz+u31nvj+u R;

) 7u,v) =
) "(u,v) =
) 7(u,v) = ui+u cosvj+usinvk;
) 7(u,v)

(u,v) =u?4 cosv )+ sinv k.
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10. Identifique e escreva uma equacao cartesiana da superficie de equacao paramétrica:

(a) ™(u,v) = (1+2u)i+ (—u+3v)j+ (2 + 4u + 5v) &;
(b) #(u,v) = u cosvi+usinvj+u?k;

(¢) ™(u,v) =ui+wucosvj+usinvk;

(d) #(u,v) =ui+cosvj+sinvk.

11. Determine uma representagao paramétrica para o plano que passa pelo ponto (1,2, —3) e contém

os vectores 1+ j+ kel — jJ+ A.
12. Determine uma representacao paramétrica para a porgao de superficie de equacao —x“—y“+2° =
1, com (z,y) € [-1,1] x [-3,3].
1.2.1 Recta tangente e plano normal a uma curva no espago
Sejam C' uma curva diferencidvel no espaco representada parametricamente por
r(t) = (x(t),y(t),z(t)), t € [a, b] e Py = r(tp) um ponto da curva.
e Recta tangente (x,y,z) = Py + Ar'(to), A€ER.
e Plano normal ((z,y,z) — Fy) - r'(to) =0.
13. Determine uma equacao da recta tangente a curva C' no ponto Py indicado:
(a) x =cost, y=2sint, z=t, tel0,2n], Py=(-1,0,7);
(b) ZL‘:tQ, y=2, Z:_t?)a le [072]7 Py = (172a_1)'
14. Determine as equacoes da recta tangente e do plano normal & curva 2z 4 3y% + 2% = 47, 2%+
2y* = z, no ponto Py = (—2,1,6).
1.2.2 Plano tangente e recta normal a uma superficie
Sejam S uma superficie diferencidvel no espago representada parametricamente por
r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D CR? e Py = 1r(up,vp) um ponto da superficie.
or
e Plano tangente (x,y,2) = FPy+ o — 90 (up,vo) + ﬂ (uo,vo), a, 0 €R.

e Recta normal (z,y,z2) = Po—l—)\(g (ug,v0) % g:}(uo,vo)) AeR.

15. Considere a superficie parametrizada por #(u,v) = (vcosu,vsinu, 1/(v?)), 0<u < 2w, v >

0.

(a) Determine uma equacao do plano tangente e da recta normal & superficie no ponto Py =
(V2/2,v2/2,1);

(b) Represente geometricamente a superficie dada.
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16. Considere a superficie S parametrizada por #(u,v) = (u,v,u? +v?), (u,v) € R?.

(a) Determine uma equagao do plano tangente e da recta normal & superficie S no ponto
PU = (17 17 2)a

(b) Represente geometricamente a superficie dada.

17. Determine uma equacao do plano tangente e da recta normal & superficie S definida por
S: 7lu,v) = (u—v,u? + 0%, w), (u,v) € R?,
o
no ponto Py tal que OPy = 7(1,1).

18. Determine uma equacao do plano tangente as seguintes superficies nos pontos indicados:

z = 2% 4+ 4? no ponto Py = (1, -2,5);

19. Determine uma recta normal a Py, para cada uma das superficies do exercicio anterior.

20. Mostre que as superficies de equacio z2/16 +¢%/9 =22 e 2%+ 4?4 (z —10)? = 90, sdo
tangentes nos pontos (0,3,1) e (0,—3,1).

21. Prove que toda a recta normal a uma esfera passa pelo seu centro.

22. Determine os planos tangentes & superficie de equacio 22 + 2y* + 322 = 11 paralelos ao plano
de equacao r +y + 2z = 1.

23. Seja f uma fungao diferencidvel e S a superficie de equagao z =y f(z/y) .

(a) Mostre que S admite plano tangente em cada um dos seus pontos.

(b) Mostre que todos os planos tangentes a S passam em (0,0, 0).

2 Calculo Integral

2.1 Integral Duplo
2.1.1 Caélculo do integral duplo em coordenadas cartesianas

e Teorema de Fubbini
Seja f: D CR? — R continua, com D = [a,b] x [, d].

//Df(:v,y) dwdy—/ab/cdf(:r,y) dydx—/cd/abf(x,y) dxdy.

e Seja f: Dy C R? — R continua, com

Entao

Dlz{(xay)em2:a§x§b) 901($)§y§%02(x)}7

sendo @1 e wa fungoes continuas. Entao

J[ # ) deay= [ ’ / “02(?) f(2,y) dyde.

e1(z
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24. Calcule/ f(x,y) dA, sendo:
D

()f(:vy)—x + 32 e D=10,1] x [0,1]; R:%

l—-az—y se z+y<l1 1
D=10,1 0, 1]; R: =
(b) f(z,y) = {0 o wiyoy eD=0ux0a; R

(¢) f(z,y) =xzy—1 e D aregido de IR? definida por y > 22 e x >y%  R: —

ENT,

(d) f(z y) sinz e D a regiao de IR? definida por y < sinz, 7y > 2z e & > 0;
R 2
(e) fl(z, ) e +yl eD={(z,y) eR”:|z[ <1, [y <1}y R:§
1
(f) flz,y) = Va—z €
D={(z,y) €ER?: (z—a)®’+(y—a)?>a®,0<z<a,0<y<al

R: (—% + 2\/5) a2

25. Inverta a ordem de integrag@o e calcule, nos casos em que é dada a funcéo integranda, os
seguintes integrais:

12, "y
a) / / eV dydx; R: &=
0 J2zx

. 1—cos27
(b) // sin(z 3 dx dy; R: —5>=-

e rlnz
c) / / y dy dx; R: 6;22
1 Jo

// — siny cos( )dydx R:sinl(1 —cos1)

2 Y2
e) /2/\/4%1"(:1?,3/) dy dx;
V-]

. Vara—a?
)/0 dw/ f(z,y) dy;
// f(z,y) dydac—l—// f(z,y) dy dz;
y+1
(h) // ) dxdy;
2y2
1 V2
/O/mf(x,y) dydz.




Matemdtica IV — Eng®S Quimica e dos Materiais 2006,/2007

2.1.2 Mudanca de variavel no integral duplo

Seja f : D ¢ R? — IR, continua.
Definimos uma mudanca de varidvel, de (z,y) para (u,v), através das equagoes

{ x = a(u,v)

, onde a e (3 sao funcdes de classe C? e g = (a, 8) : D; € IR? — D é bijectiva.

y=p3(u,v)
O O
ou ov
Se J(a,ﬁ) (U,U) = 7£ 0, V(’UJ,U) € Dy,
o o
ou ov

(u,v)
entao // flz,y) dedy = // fla(u,v), B (u,v)) ’J(aﬂ) (u,v)‘ dudv.
Coordenadas polares

//D f(z,y)dzdy = //D f (rcosf,rsin®)r drdf,

em que a regiao D é a regiao D descrita em coordenadas polares.

26. Calcule os seguintes integrais, passando para coordenadas polares:

)//wdxdy onde D = {(z,y) e R?:y >z, 2> 0,22 + y> <9 ez +y% > 4};
D

R: —19(\6/5—2)
> ia? )
b) / / (2% 4+ 9*)? dy du; R: 21
—2.Jo

1 prV1—2a2 /.2 )
) / / NTTY dy dux; R: %
0o Jo

2
)// drdy onde D = {(z,y) e R*: 2% +y> — 22> 0,22 +y?> <4 ey <32}
D

.7 V3
Ri§ =7
27. Calcule os seguintes integrais, efectuando a mudanca de variavel indicada:

a) / dxdy, fazendo { Ut , com
D

y=u-—uv
D={(z,y) eR*:y>0,z>0ex+y<1}; R: 1
b) // (x +y) dedy, fazendo u=2x+y e v =2z —y, sendo
D
D={(z,y) eR*:y>0,z>0ex+y<1}. R: 1

28. Usando uma mudancga de varidavel adequada, calcule:

a) // evir dxdy, onde D é o triangulo limitado pelas rectas x =0,y =0ex+y = 2;
D
R: e — l
/ / Zsin?(z + y) dzdy, onde D é o poligono de vértices nos pontos de coordenadas

4

0), (27T 7T) (7T 27), (0, 7). R: =

5
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29. Usando a transformacao

r+y=1u
Y = uv ’

1 rl—zx 1
// er%ydyd:c:f(e—l).
0 Jo 2

30. Usando mudangas de coordenadas convenientes, calcule / / xy dxdy, onde
D

mostre que

D={(z,y) eR*: (22 + 1> <4 ANz>0Ay>0)V{@z>+y> <4 ANz<0Ay>0)}.

R:

[\][%)

31. Calcule

- e
E

E:{(m,y)GJRZ:(x+y)2+(:v—y)2§3, r+y >0, x—y§0}.

onde

2.1.3 Aplicagoes do integral duplo
e Areas planas A (D) = // dxdy.
D

e Areas de superficies

Para S = {(x,y,z) €eR?: (z,9) € D, z:f(x,y)},

tem-se A(S) = //D \/((;;)2 + (%)2 +1 dady.

e Volumes de sélidos

Sejam f1, fo : D € IR? — IR continuas e

E= {(a:,y,z) GIR3 : (l’,y) GD, fl (m,y) <z< f2 (l’,y)}

V(E) = [[ falay) = ie,y) dody.
32. Determine, usando integrais duplos, as areas dos dominios planos definidos por:

a =(z,y) € y<br—zey >z’ — 21} D
D R? 6z — 2 2-2 R: &
(b) D={(z,y) eR*:2” +¢y* <16, (t+2)> +y*>4ey>0}; R:bm

() D={(x,y) ER2: a2+ y2 <2, y<\Brey>ax);  R: 3t
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ﬂarctan(%)
(d) D={(z,y) eR*: 22 +y* <1, y<zey>0} R: ————~

x? 9 x?
() D={(w,y) eR*: - +y* > 1, =

R: 3 arctan% — % + arctan%

2
+%§1,y§x,w20ey20};

(f) D={(x,y) eR?: 9% <4z ey >2r—4}; R: 9
33. Usando integrais duplos, calcule a area da regiao plana D definida por
D={(z,y) eR*: 22 +¢* <1, (x - 1)} +9°<ley>0}.

R:

wl
5

34. Considere a regiao D definida por
D = {(m,y) cx? ot <Ana? F oyt < —da Ana? P §4y}.

(a) Represente-a graficamente.

(b) Diga quais dos seguintes integrais iterados representa a medida da érea de D.

:c+2 Va—22
d dx+/ /
/ / Y 24+/4—x2 y
z+2 Va—z2
i. / / dydac—i—/ / dydzx
2—/4—x? 2—/4—x2

7‘

w— arCsm Z
1ii. / / r dfdr
arCCOS

1v// S xdy+/ /m dxdy

7”

/ / L r dOdr
arcsm
%71' 2 T 4sin 6
vi. / / r drdf Jr/ / r drdf
z 0 27 Jo
%71' —4 cosf %ﬂ' 2 s 4 sin O
vii./ / rdrd9+/ / rdrd0+/ / r drdo
z Jo 2z Jo 27 Jo

(c) Calcule a medida da &rea de D. R: 1.77189
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35. Calcule as areas das seguintes superficies :

(a) Por¢ao do plano de equacao 6x 4+ 3y + 2z = 12 situada no primeiro octante; R: 14

(b) Porcao do paraboldide de equacio 22 + y? = 2z situada no interior da superficie cilindrica
2?2 +y2=1; R: 72(2@—1%

(¢) Superficie esférica; R: 4772

(d) Porcao da superficie cénica de equacio x? + y?> = 22 situada no interior da superficie
cilindrica de equacao 22 + 3% = 1; R: 2V/27

() S={(z,y,2) eR?: 22 +9y? + 22 =dex?+y><:2?}; R 87r<2—\/§).

36. Usando integrais duplos, calcule o volume dos subconjuntos de IR® definidos pelas seguintes

condicoes:

2 2<1
@) { TV = R:
0<z<zx+y

V2

win

(b) 2?2 +y2<2<2—22—4? R:m

z? 2 <«
(c) Tty sl R: 227
1<2<12—-3x—4y

2?2+ +22<4
(d) 2 2 © 3
r*+y” <2

(z —16)% < 22 + ¢2
(e) 2 2 R: %ﬂ‘
¥ +y <4

<9_ 2 2
GRS R R: &
y+z2>2
37. Seja B = {(z,y,2) € R3: 22 +22 <1, 22 + 22 <92 e 0 <y < 2).

Determine o volume de E usando integrais duplos. R: %W

38. Estabeleca, através de integrais iterados, o volume do sélido do 1°octante limitado pelas su-
perficies
y==x, y=2x, 2=1—19%> ¢ 2=0,

considerando que o sélido é projectado

(a) no plano zOy;
(b) no plano yOz;

(¢) no plano zOz.
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2.2 Superficies Quadricas
39. Identifique e faga um esboco grafico de cada uma das seguintes superficies quadricas:
(a) 22 +2y% +22 =1
(b) 22 +22=9
(c) 2?2 + 42+ 22 = -2z
(d) 2 +y*=4-=2

() (z—4) =2+

40. Represente geometricamente o sélido S definido pelas condices:
(a) 22 +9y2 <2 <2— 22 —¢?
(b) 22+ <4 e 22 +y2 > (2 —6)°
() 22 +y?°<1 e 0<z<ux+y
(d)0<2<2 e 22 +y2-22<1
41. Faca o esboco gréfico dos seguintes subconjuntos de IR>:
(a) V= {(x,y,z) eR?>:2>0,y>0, 2>0, 62+3y+ 2z < 12}
(b) V= {(x,y,z) ER3:22+y? =6y e 2?2 +y?>+22< 36}
(c) V= {(x,y,z) €ER3:44+z2>224+9% e 2—2> \/W}
2.3 Integral Triplo

2.3.1 Calculo do integral triplo em coordenadas cartesianas

Sejam @1, @9 : D C R?> — R continuas e f : E C R? — R continua, sendo E definido por

E={(@y2)eR: (xy)eD ¢ p1(v.y) <2< pa(ny)}.

<p2(:v,y)
/// f(z,y,z) dedydz = // / f(z,y,z) dzdzxdy.
E D Sol(xvy)

Entao
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42. Calcule os seguintes integrais triplos:

1
(a) /// sdrdydz, com
E(z+y+z+1)

E:{(:c,y,$)E]R3:$+y+z§1/\5520/\y20/\220}.

L5 41
(b) /// z dxdydz, em que E é a regiao do 1°octante limitada pelas superficies
E
rH+y=2c+2y=2 e y?>+ 2% =4.
17
R: 5
(c) / / / y dxdydz, em que E é limitado pelas superficies de equagoes
E
y=a’4+22 e y=120— a2 — 22.
R: %GW
(d) /// (z + y)* dedydz, com
E
E = {(m,y,x) eR3: 22+ 2+ 22 <9na?+ P+ 22 §6z}.

43. Em cada um dos integrais seguintes, identifique o dominio de integracao, escreva, se possivel,
os integrais dados por uma ordem de integracao diferente, e calcule-os:

2 oz pVAzov?
(a) / / / x dz dy dx. R:
0o Jo 0

1 pV1-2% 3
(b) / / / dz dy dzx. R: g
0 Jo 2422442

1 pd—a? 6—2 304
(c) [1 /3962 /0 dy dz dx. R: 3¢

2.3.2 Mudanca de variavel no integral triplo

Ol

Coordenadas cilindricas

/// f(z,y, z) dedydz = // f(rcosf,rsing, z)r drdfdz,
E Eq

onde a regiao F é descrita em coordenadas cilindricas.
Coordenadas esféricas

/// flx,y, 2) dedydz = /// f (psin g cos b, psin @ sin @, pcos ) p*sin ¢ dpdfde,
E Eo

onde a regiao Fy é descrita em coordenadas esféricas.

10
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44. Usando uma mudanca de varidvel conveniente, calcule os seguintes integrais triplos

(a) ///E(l_le_?ﬂ)ng,com

E={(z,y,2) eR3: 22 +9*<2<2-2>—¢*}; Ridn

(b) ///E ($2+yi+22>g dV, com

3
E={(z,y,2) eR3: 4 <a? + ¢y + 2% <9}; R:47Tln§

(c) /// \ 2% + y? + 22 dadydz, com
E
3

E={(z,y,2) eR3: 22 + > + 22 <1A2>+ 2+ (2 —1)2<1}; R:—7

10
(d) ///Ey dV, com

E={(z,y,2) eR3: 22+ 9>+ 22 <1Az>—/22+4y2}; R:0

(e) ///Ede,com

E={(z,y,2) e R®:2? +y* > 22 na? + 92 + 2% < —22}; R: —

() ///E \/1 - (”f +y2 + 292) drdydz, com

E ={(v,y,2) € R®: 92 + 36y + 42> <36}. R:_-x

NE

(g) ///E((y—i—z)2 — 2?) dzdydz, com
E={(z,y,2) €ER®: ~1<z+y+2<IA—a+y+2z<4A-2<32+2z<3}.
45. Considere o conjunto
V:{(x,y,z):x2+y2+22§4, 22 +y? > 1, x2+y2—222§16220}.

(a) Faga um esbogo do conjunto V.

(b) Escreva uma expressao para

///V sinh (x2) dedydz

em termos de integrais iterados em coordenadas cilindricas.

46. Considere o integral triplo I escrito na seguinte forma

21 1 2—rcosb
I:/ / / 4r%sin @ dz dr df .
0 0 Jr2—1

(a) Calcule o valor de I; R: 0
(b) Represente graficamente o dominio de integragao FE;

(¢) Escreva I como um integral iterado usando coordenadas cartesianas.

11
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2.3.3 Aplicagoes do integral triplo
e Volumes V (E) = // dzxdydz
E

e Massa, Momento de Inércia e Centro de Massa

Sendo E um sélido cuja densidade é dada pela fungao d(z,y, z), continua em E, entao

m= /// d(z,y,z) dedydz;
E

— os momentos em relacao aos planos coordenados YOZ, XOZ e XOY sao dados, respec-

M,, = /// xd(x,y,z) dedydz;
E

M, = /// y d(z,y, z) dvdydz ;
E

My, = /// zd(z,y,z) dedydz;
E

— 0 seu centro de massa é o ponto de coordenadas (xg, Yo, z0), dadas por

— a sua massa é dada por

tivamente, por

_ My, _ M,, _ My,
o= ——" Yo = € 2o=—-
m m m

47. Usando integrais triplos, calcule o volume das regides de R? definidas por:

22 +y? < (2 —1)2
(a){0§z§1 ; R:

(b) 22 +9? < 2 < Va2 +y? R: §

(© ?+yt+22<8 R, 642D
222x2+y2 ? 3
(@) 2+ yt+ 22 <4 R. 10
. - T
22+ 92 +(2—-2)2<4 3
2 2<
ORI
1<2<2

48. Determine o volume dos seguintes sélidos
(a) V={(z,y,2) eR}:0<2<2e2?+3y?> - 22 <1}, R: 7
) V={(r,y,2) eER3: 22 + 12 +22< 22, 22 +y? +22<3ey >z} R: (\/§—9>7r

() V=A(z,y,2) ER3: 2 +22<4, y+2<4,y>0 e z>0} R:%

49. Calcule o volume de Q = {(z,y,2) €R?: —1+ /22 + 32 < 2 < 1 — /22 + 42} R: 2r

12
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50. Determine a massa do solido

51.

52.

53.

54.

95.

Q:{(mvyvz)eR?):1§$2+y2+22§4}7

sabendo que a densidade, em cada ponto, é directamente proporcional ao quadrado da distancia
desse ponto a origem.

R:m= %kﬂ'

Supondo que o sélido V, limitado pelas superficies de equacoes

z=v/224+y2 ¢ z=2a>+1>

é homogéneo, determine a massa e o momento em relacao ao plano XOY'.

c o — k. — krm
Rim =% My = 75

Determine as coordenadas do centro de massa de
Q={(z,y,2) eR*:1<2<5-a2? —pyteax?+9* > 1},
sabendo que p(x,y, z) = k|z|. R: (0,07 %)
Considere o sélido S definido por
S={(z,y,2) eR>: x>0, y>V3zx, 22>4@>+yH) el <z?+1y?+2%2<4}.

Determine a massa total de S, sabendo que a densidade em cada ponto (z,y,z) de S, é dada

por p(z,y,z) = \/:c21Ty? R:m= garctan%

Seja E o sélido definido por
22 > 4(2? + 4?)
2+ +(2-6)2>17
0<2z<5h.

Calcule a massa total de E, sabendo que a densidade, em cada ponto (z,y, z) de E, é propor-
cional a distancia desse ponto ao plano de equagao z = 6. R:m= kz%ﬂ
Considere o sélido V' descrito por

V={(z.y.2) 2 +37 +22 <4, 22 <o 4y 220, y>0}.
Apresente uma expressao para o seu volume em termos de

(a) um integral miltiplo em coordenadas cilindricas;

(b) um integral multiplo em coordenadas esféricas.
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2.4 Integral Curvilineo de uma fungao escalar
2.4.1 Calculo do integral curvilineo de uma funcao escalar

Seja C' uma curva no espago, de classe C! e regular, representada parametricamente por r(t) =
(x(t),y(t),2(t)), t € [a, b] (com r de classe C! e r'(t) #0, t € [a, b]). Seja ainda f:R3> — R

continua.

[ s 2yds= [ 16w) el d= [ 5 G0,20) V@ OF + @07+ G0P

56. Calcule 0/ f(z,y, z) ds, onde
C

(a) f(z,y,2) =x+y+ 2z e C éa curva de equagoes paramétricas

xr =sint
y =cost ,t € 0,2mr]; R: 2v/2n?
z=t

(b) f(z,y,z) =xcosz e C é a curva de equagdes paramétricas

1
2 . . _
y—(t) ,t €10,1]; R: 12(5\/5 1)
z =

() f(z,y,2) = ﬁ e C é a curva de equagoes paramétricas

x = 3¢

2
y=212 ,tel01]. R: 25(\/5—1)
z = D5t

57. Calcule:

1
a ds, em que C é o segmento de recta de equacao y = 2z — 2, compreendido entre
2
cT—Y

os pontos A(0, —2) e B(4,0); R:+/5In2

(b) / xy ds, onde C é a circunferéncia de equacio z2 + 32 — 6z —4y +12=0; R: 127
C
(c) /CJ:—\/QdS, onde C = {(z,y) ER?*: (y =2’ Vy=4)Alz| <2}; R: £ — /17

(d) /xQ—y2 ds, onde C = {(z,y,2) ER3: 22 + > =1 Az +y+ 2 =0}. R: 0
C

2.4.2 Aplicagoes do integral curvilineo de uma fungao escalar

e Comprimento de uma curva

1(C) = /C ds.

e Area de uma superficie

Seja C' uma curva plana, simples, de classe C! e regular, representada parametricamente por
r(t) = (x(t),y(t)), t € [a, b].

14
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Seja f:R? — R continua tal que f(x,y) > 0, para todo (z,y) € C.

Entdo se S ¢ a superficie definida por S = {(z,y,2) € R3: (z,y) e CA0< 2 < f(z,9)}, a
area de S é dada por

A(S) = /C Flz,y) ds.

58. Sejam C] e Cy as curvas de equagoes paramétricas

S telem e S tefo2a],
y = 3sint y = 3sin4t
respectivamente.

(a) Faga um esboco de C e Cy;

(b) Mostre que o comprimento de Cs é igual a 4 vezes o comprimento de Cj.

59. Considere uma lata cilindrica cuja base é modelada parametricamente por (cost,sint,0),
t € [0,27], e & qual foi feito um corte, no topo, modelado pela fungao z = 2 + %sin (3t).
Calcule a area da superficie lateral da lata. R: 4rn

60. Calcule a area da superficie S definida por

S:{(x’y’z)ERg'i(:v,y)eCAong\/3’3%},

onde C é o arco da curva de equacdo 2(1 —z) = y* que une os pontos A = (0, —/2) e
B = (0,V2). R: 2

61. Pretendem-se caiar ambos os lados de uma cerca que tem por base a curva

C—{(x,y)ERQ:(;)g—i-(‘fo)g—leyZO}

e em que a altura ¢ dada em cada ponto (z,y) € C por a(z,y) = 14 §. Desprezando os encargos
com a cal, e sabendo que o pintor leva 10 euros por caiar 25 u.a., determine o prego a que fica
o trabalho. R: 360 euros

62. Determine o comprimento de uma catendria uniforme (a densidade é constante), de equagao
y = 2cosh 5, entre os pontos de abcissas —5 e 5.

R: 4sinh g
2.5 Integral Curvilineo de uma funcao vectorial

2.5.1 Calculo do integral curvilineo de uma fungao vectorial

Seja € C R3 uma curva de classe C!' e regular, representada parametricamente por r(t) =
(x(t),y(t),2(t)), t € [a, b], com r'(t) # 0 para t € [a, b].

Seja ainda F : R® — R?® continua tal que F(z,y,2) = (P(x,y, 2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) .

Suponhamos que C' C E. Entao

b
/CF(J:,y,z)- dr:/a F(r(t)) - r'(t)dt =
b
Z/a [P (x(t),y(t), 2(t) «'(t) + Q (x(t), y(t), 2(t)) y'(t) + R (x(t),y(t), 2(t)) ' ()] dt.

15
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63. Calcule/ F . di onde
C

64.

65.

66.

(a) F(z,y) = (22 — 2zy)i + (y? — 2zy)j e C é o arco da parabola de equacio y = z? que vai

de A(—2,4) a B(1,1); R: -39
(b) F(x,y) = (22 —y?)i+zj e C é o arco da circunferéncia de equagao 2% + y? = 4, orientada
no sentido directo, que vai de A(0,2) a B(2,0); R: 3w — %

(c) F(x,y,2) = (y+2)i+ (x+2)j+ (x+y)k e C é 0 arco da curva de equagio

y =2’
Z:$4

que une os pontos A(0,0,0) e B(1,1,1) e orientada de A para B; R: 3
(d) F(z,y,2) = —yi+ 2j+ zk e C é a curva definida por

orientada no sentido directo. R: m

e) F(x = (y+1,—22) e C é a curva definida por
(e) F(x,y) = (y+1,—2%) D
C={(z,y) eR*: (y=2"Vy=4) Az e [-2,2]},

orientada no sentido directo; R: —%

(f) F(z,y,2) =(y — 2,z —x,x —y) e C é a elipse definida por
x2+y2:1 e v+ z2z=1.
R: —4rm

Sendo Q = {(z,y,2) e R® : /22 + 32 < 2 <2 e z?+y?> > 1} e C a curva fechada definida pela
interseccao de () com o plano z = 1 e orientada no sentido directo, calcule

/ydx+xdy+zdz.
C

R: 0

Determine o trabalho realizado pelo campo de forcas F(z,y,z) = xi + 2yj — zl%, no desloca-
mento ao longo da curva C' definida por:

_ .4
{ Z_ﬁ , desde (1,0,0) a (1,1,1).
Tr=

R:

NO|—=

Considere as duas superficies de equagoes
Si:a? 422 +22=4 e Sy:z=+3,
e seja I' a linha de interseccao de S; com Ss. Calcule o trabalho realizado pelo campo

G(z,y,z) = —y% 4+ zyj + (z2 + 1)/%,

para deslocar uma particula material ao longo da curva I', orientada no sentido directo. R: 0
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2.5.2 Campos conservativos. Independéncia do caminho

67. Calcule
/ e’ siny dx + €* cosy dy,
C
, T x
onde C' é uma curva entre o ponto P(0,0) e o ponto @ <2, 2). R: e2

68. Calcule / (y — 2%) dx + = dy, onde
C

C:{(x,y)E]RQ:(y:Qx—xz/\ngS1)\/(x—|—3y:4/\1§x§4)}

e estd orientada de A = (4,0) para B = (0,0). R: &
69. Determine a func¢ao ¢(z), com primeira derivada continua, que se anula para z = 2 e tal que o
integral / 2y dz + ¢(x) dy é independente do caminho de integragao. R:¢p(z)=22—-4
C
. ydr —x dy , . )
70. Calcule o integral / = onde C ¢ uma curva simples, fechada e parcialmente suave,
C
que nao intersecta o eixo das abcissas. R: 0
71. Calcule:

(a) / 2zyz dr + (222 + 22) dy + (z%y + 2y2) dz,
v
onde v é uma curva suave que liga os pontos A = (1,5,0) e B = (1,0,—1). R: 0
(b) / y? cosz dx + (2ysinz + 622) dy + 2ye?* dz,
v

onde 7 é uma curva suave que liga os pontos O e A = (5,1,1). R: 1+4¢?

2.5.3 Teorema de Green

Seja R uma regiao do plano, aberta e simplesmente conexa, limitada por uma curva C', simples,
fechada, seccionalmente de classe C! e regular, orientada no sentido directo ou positivo.

Seja F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)), um campo de vectores de classe C' em D, onde D é uma
regiao que contém R . Entao

fC'F.dT://R <g§(az,y)—2§($,y)) dzdy.

72. Por aplicagao do Teorema de Green, calcule o integral / —2%y dz + zy? dy, onde C é a circun-
C

feréncia de equagao 2% + y* = a?

R: ga‘l

, orientada no sentido directo.

73. Sendo

2
R:{(x,y)EIF{2:x2y2ex§y2—|—2},

use o Teorema de Green para calcular o integral / / y? dzdy.
R
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74. Seja K = / y dz + ¢Yy? dy onde C é a fronteira, orientada no sentido directo, da regido plana

R determinada pelas condigoes
r<2 e y? <2z +2).
Apresente o valor da drea de R em funcao de K.

75. Considere o campo de vectores definido por

Fla,y) = ( $+1>, (@) €]-1,1[ x R.

arccos x’

Calcule o trabalho realizado pelo campo F' para deslocar uma particula desde o ponto A =
(O, —%) até ao ponto B = (0, %) , ao longo do arco de circunferéncia definido por

1 1
xQ—i—yQZZ e x2>0. R: §7T+1

76. Calcule / e do + (1 + yQ) dy, onde I' é a curva que se obtém por justaposicao da curva definida
r

por 22 + 92 =4 com x > 0 ey > 0, orientada de A (0,2) para B (2,0), com a curva definida
parametricamente por

r=2-—2t
, te|0,1]. R: —30
{y:4t2—8t 0, 1]

77. Considere a regiao plana
R={(z,y) eR*:y >z ez’ +y> < —22}.

(a) Calcule o valor da constante k dada por k = // y dA. R: %
R

(b) Sendo C' a curva com orientagao positiva, que é fronteira da regiao R, mostre que
/C(x + 2¢%) dx + (zy + y*) dy = —3k.

78. Recorrendo ao Teorema de Green, determine condi¢oes que definam um sélido cujo volume é
dado por

/ (y3 + 2y2?) dz + (22 + y*2) dy,
C

onde C representa a circunferéncia de equacao z2 + y? = 1, percorrida no sentido directo.
79. Seja C a curva de equagdes paramétricas

asint, te[0,n]

x(t) =acost, te[0,2n] e y(t)_{o t €]m, 2m]

Usando o Teorema de Green, determine a por forma a que

/mdaz+xydy:18.
C

18



Matemdtica IV — Eng®S Quimica e dos Materiais 2006,/2007

80. Seja
y o x

F =—

5J-

(a) Prove que / F - di tem sempre o mesmo valor, qualquer que seja a curva C fechada,
C
simples e parcialmente suave que circunda a origem.

(b) Prove que esse valor é 27.

(c) Prove ainda que, se a curva C' nao circundar nem passar na origem, entao / F-dr=0.
C

81. Seja r um parametro real positivo e diferente de /2. Discuta, para os diferentes valores de r,
o valor de

i

¢ —ydr+zdy
c a2 +y?
sendo C' a curva plana de equacdo (z — 1) + (y — 1)2 =

R: 0,ser <2 2m ser>+2

2.6 Integral de Superficie de uma funcao escalar

2.6.1 Calculo do Integral de Superficie de uma fungao escalar

Sejam S = {(x,y,2) : (z,y,2) = ¢(u,v); (u,v) € D}, com ¢ : D C— R3 uma fungao de classe
Cle f:ScR?— R continua.

f(z,y,2)dS = flo(u,v)) |7i(u, v)| dudv, com 7i(u,v) = a—w(u, v) X —(u,v).
I I, o) % 5

82. Calcule os seguintes integrais de superficie

a) / / 22 dS, onde S é a porcéo da superficie cénica z = /22 + 32, limitada pelos planos
S
z=1lez=3;

R: 4027

22 g2 2
/ / z dS, onde S é o elipsdide de equagdo — + =

Z

2 4 9

c) // (2% + ¢?) dS, onde S é a reunido da porcio do paraboldide
S

=1, R:0

z=1- (2% + 9%,
situada acima do plano XOY, com a porgao desse mesmo plano definida por
2+ y2 <1

R: 285ty 4 2

d) //de, onde
S
S:{(x,y,z)€R3:x2+y2:2x60§z§\/a:Q—i-yQ}
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83. Considere a superficie S definida por
S={(z,y,2) eR®:2°+9y° =4e0<2z<z+3}.

Calcule os seguintes integrais:

(a) //Sy2 dS; R:24n
(b) / /S 22 dS. R: 607

2.6.2 Aplicagoes do Integral de Superficie de uma fungao escalar

A drea da superficie S, definida por S = {(z,y,2) : (2,9, 2) = p(u,v); (u,v) € D}, é dada por

A(S) = / /S ds.

84. Calcule a area de superficie de S quando:

(a) S é uma superficie esférica de raio igual a a, com a > 0; R: 4ma?

(b) S é composta pela por¢ao do paraboldide 2?4+ 1% = 4 — z, situada acima do plano XOY’,
e pela porcao da superficie esférica 22 + y? + 2? = 4 situada abaixo desse mesmo plano;

R: £ (17VI7 1) + 8

(c) S é a superficie que limita o sélido @ definido por
Q={(r,y,2) eR®: 2?2 +9* - (2-6)2<0e0<2<6}.
R: 367 (1+2)

85. Calcule a area das superficies definidas parametricamente por:

. xiu—l—v 0<u<l o xi;co§99
a y=u S 0<u<l) y=2rsinf ,
Z =" z=r

0<r<i
0<f<2r’

2.7 Integral de Superficie de uma funcao vectorial
2.7.1 Calculo do Integral de Superficie de uma funcgao vectorial

Consideremos S = {(z,y, 2) : (z,y,2) = p(u,v); (u,v) € D} uma superficie orientada, sendo 7 o
campo de vectores, normal e unitario, que lhe determina a orientagao.
Seja ainda F : R? — R? uma funcdo vectorial.

com 7i(u,v) = i(g—i(u, v) X g—f(u, v)), dependendo o sinal da orientacao da superficie.

86. Calcule // F-ndS quando:
S

(a) ﬁ(x,y, z)=yi—xj+ 8k e S é a por¢ao do paraboléide z =9 — 22— 4> que fica
situada acima do plano XOY, com n dirigida para cima;
R: 727
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(b) ﬁ(w, y,z) =xi— ]+ 222k, sendo S a por¢ao do paraboléide z = 2 + ¢, limitada pelas
superficies = 1 — % e x = y? — 1, orientada com a normal # dirigida para baixo;
R: 0

(c) F(x,y,z) = —yi+xj+ zk e S é a superficie esférica 2? +y? + 2% = 4, orientada com a
normal n dirigida para dentro;
R: —3—3277

(d) ﬁ(l‘,y, 2) — 22 + zyj + yzk e S é definida por
S={(z,y,2) €eR®: 2>+ 12 =r* Az >0Ay>0A0<2<h} (r>0,h>0)

e orientada com 7 a apontar para o exterior.

. r2h? hr3
R: 5mm+ 55

(e) F(x,y,z) = (zz,y,2) e S é definida por
S = {(w,y,z) € 1%ctante : y =22, 0<2<1, 0<y §4}

e orientada com 7 dirigida para a parte positiva do eixo Ox.

R: 0
T = U CoSV <9
87. Considere a superficie S definida por: { y =wusinv , ~— .
9 0<v <27
zZ=u

(a) Determine um campo de vectores normal a S.
(b) Calcule a édrea de S.

(c) Considere S orientada com a orientagao canénica e n o campo de vectores normal associado
a essa orientagao.

Calcule // F -7 dS, onde ﬁ(x, y,z) =xi+yj+ 3zk.
S

88. Calcule o fluxo de
F (z,y,2) = (sin (zy2) , 2%y, 27 )

através da parte do cilindro
4o + 22 =4

situada acima do plano Oy e entre os planos y = —2 e y = 2, com orientagao para cima.

R: 800 (—4/e+6Ve 7).

89. Seja ﬁ(m,y,z) = zi + 22) + yzk o campo vectorial que representa a velocidade (em m/s) de
uma corrente de fluido.

(a) Determine quantos metros cibicos de fluido atravessam, por segundo, o plano XOY através
do quadrado definido por 0 <z <le0 <y <1.

R: 0 m3

(b) Determine quantos metros ctibicos de fluido atravessam, por segundo, o plano z = 1 através
do quadrado definido por z=1,0<z<1e0<y<1.
R: 0.5 m3
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2.7.2 Teorema de Stokes

Sejam S uma superficie orientada com a normal 1 definida por

S ={(z,y,2) : (x,y,2) = p(u,v); (u,v) € D}.

e F uma funcao vectorial.

//rotF-ﬁdS:]{Pda:—i—Qdy—{—Rdz,
S C

onde a curva C' = ¢ (fr (D)), tem orientagao induzida por 7.

90. Usando o Teorema de Stokes, transforme o integral de superficie / / rotF - dS num integral
S

curvilineo e calcule o seu valor, para cada um dos casos seguintes:
(a) F(z,y,2) = 2yi+ 2) + 3k e S é a superficie do paraboléide z = 1— (22 +y?2), situada acima
do plano XQOY, com a orientacdo candnica. R:—2w

(b) ﬁ(x, y,2) = xzi —yj — 2?yk, S é composta pelas 3 faces, nao situadas no plano XOZ, do

tetraedro limitado pelos 3 planos coordenados e pelo plano 3z +y+ 3z = 6, com orientacao

determinada pela normal unitaria exterior do tetraedro. R: %

91. Usando o Teorema de Stokes, mostre que cada um dos seguintes integrais curvilineos tem o
valor indicado. Em cada caso diga em que sentido é que a curva C é percorrida, para obter o
resultado pretendido.

(a) j{ (2% — yz) dz + (y* — zz) dy + (2* — 2y) dz = 0, com C uma curva simples, fechada e
C
parcialmente suave.

(b) jé ydr+ zdy+ x dz = —m, sendo C a circunferéncia { 0
C z =

(c) 7{ ydz + z dy + x dz = 7v/3, sendo C a curva de interseccao da superficie esférica
C
224+ y?+ 22 =1 com o plano z +y + z = 0.
(d) j{ (y+2)de+ (z+z) dy + (z +y) dz =0, sendo C a curva de intersec¢ao da superficie
C
cilindrica 22 + 32 = 2y com o plano y = z.
92. Seja ﬁ(m,y, z) = (z —1)i —yje S asuperficie definida por z =4 — y? e 22 +y% < 1.

(a) Calcule / / F.dS , supondo S com orientagao candnica.
S

(b) Use a alinea anterior para calcular 7{ 22 dx + z dy + zy dz, sendo C a curva definida por
C
22+ 9> =1e z=4—y? para as duas orientacoes possiveis de C.

93. Considere a superficie
§= {(x,y,z) eER?:z> 1/\x2+y2+22:2},

a curva
C:{(:c,y,z)ER?’:z:l/\xz—FyQ:l},

orientada no sentido negativo e a fungdo F (z,y,2) = (—2z2,9 (z,y),y?).
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(a) Recorrendo a um integral de superficie sobre S, calcule
/ —2xzdx + g (z,y) dy + y3dz,
C

3
em que g é uma funcio de classe C? e % (z,y)=(1+22+y*)2. (R ——5—")

(b) Indique, justificando devidamente, o valor de

/ /S (rotF | ) dS,

em que S; = {(x, Y, z) ER3:z2=+22 + Y2 A 2+ y2 +22< 2} e 1 representa a normal a
S1, unitaria e orientada para cima.

2.7.3 Teorema da Divergéncia

Seja £ C R? um conjunto simplesmente conexo, F' uma funcdo vectorial e S = fr (FE) admite

plano tangente em todos os pontos.

//F'ﬁdS:/// divF dxdydz,
S E

em que 7 representa a normal a S, exterior e unitaria.
94. Utilizando o Teorema da Divergéncia, calcule:

(a) / / (yz,xz,zy) -1 dS onde S é composta pelas faces do tetraedro limitado pelos planos
S
r=0,y=0,z2=0exz+y+2=3, e n éanormal unitaria exterior a S; R: 0

(b) // (552,1/2, 22) -n dS onde n ¢é a normal unitaria exterior a S e
S

i. S é composta pelas faces do cubo de vértices
(0,0,0), (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (2,2,0) e (2,2,2); R : 48

ii. S é a superficie que limita o sélido Q = {(z,y,2) ER3: 22 + 92+ 22 <1ez>0};
R: §
iii. S é a superficie que limita o sélido Q = {(z,y,2) € R3 : 4(z? +y?) < 22 e 0 < 2 < 1}.
R: Z
8

95. Considere o solido V' definido por
V={(z,y,2) eR3: 22+ 9>+ 22<25e 2> 3}.

Sendo 7 a normal exterior a S, com S = fr (V), calcule

// (xz,yz,1)-n dS
S

(b) usando o teorema da divergéncia. R: 1287

(a) utilizando a definigao;
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96. O filtro de uma maquina de lavar loica tem a forma aproximada da superficie que é a fronteira

V= {(z,y,2) €R®: \Ja? +y2 < 2 <3},

e estd imerso, durante a lavagem, numa corrente de d4gua com uma velocidade dada pelo campo

do conjunto

F(x,y,2)= <2yz Cos y2,2:vz cost, 1) .

(a) Mostre que a quantidade da dgua no interior do filtro se mantém constante durante a
lavagem.

(b) Calcule o fluxo de dgua que atravessa o filtro, através da sua parede curva. Interprete o
resultado obtido. R: -9

97. (a) Calcule o volume do sélido @ determinado por 2z < 22 + 32 + 22 < 4z e 22 +y? < 22
(b) Sejam F(z,y,z2) = (2z + y?,3y + 23,4z + 614) e S a fronteira de ) orientada com normal

exterior. Determine o valor de F.dS.
S

98. Considere o conjunto

V={(m,y,Z)€R3:1§x2+y2+z2§4ez2m}.

(a) Calcule [[fy, z do dy dz.  (R:: 137T)

(b) Calcule [fg F -7 dS ,onde S é a fronteira de V, orientada com a normal interior e

= 15
F:<x2y+2x2,zfxy2,22+xy). R:f%

99. Seja @ a regiao limitada pelo cilindro z = 4 — 22, o plano y + z = 5 e os planos coordenados
0y e x0z.
(a) Faca um esbogo da regiao Q.

(b) Sejam ainda
F = (x3 + e Ysin z, 2%y + arctan z, VY sec :c)

e S a fronteira de Q, orientada com a normal n, exterior e unitaria. Através de integrais
simples iterados, apresente uma expressao que permita determinar

//S(Fm) ds.
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