Departamento de Matemaética — Universidade de Coimbra
Exercicios de Topologia e Anélise Linear

A Considere uma familia (A;);e; de subconjuntos de um conjunto X e B C X.

1. Verifique que B N UAi = U(BﬂAi) e que BU ﬂA,; = ﬂ(BUAi).

iel iel iel iel
2. Mostre que se I = (), entao UAi =0e mAi = X.
iel icl

B Sejam A, B subconjuntos de X e C, D subconjuntos de Y.
1. Verifique que X \ (AUB)=(X\A)N(X\B)eque X\ (ANB)=(X\A)U((X\B).
2. Mostre que (Ax C)N(B x D)= (ANB) x (CND,).
3. Serd que (Ax C)U(Bx D)= (AUB)x (CuUD)?
4

. A partir das alineas (a) e (b), escreva (X x Y)\ (A x C') como uma reuniao de conjuntos.

C 1. Sejam (a;)ier e (b;)ier duas familias de nimeros reais. Mostre que
sup{a;|i € I} +sup{b;|i € I} > sup{a; +b;|i € I}.

2. Exiba um contra-exemplo que mostre que a desigualdade contraria nao se verifica.

3. Sejam agora (an)nen € (bp)nen duas sucessoes crescentes de numeros reais. Verifique que
neste caso
sup{ay | n € N} + sup{b, | n € N} = sup{a,, + b, |n € N}.

D A partir da desigualdade de Holder:

]Zai.bi] < (Z \ai|p)1/p.(2 lag|)Y; 4, b € Ryp,g>1e » + iy 1;
i=1 i=1 i=1

mostre a desigualdade de Minkowski:

(D" las +b0:P)Y? < (3 |al) P + (O bil?) 775 aiybs € Rip > 1.
i=1 i=1 i=1

E Mostre que, se X e Y sdo conjuntos e f : X — Y é uma aplicacao, entao, se A, A’ e A; (j € J)
sao subconjuntos de X e B, B' e B;(i € I) sao subconjuntos de Y,

1. ACA = f(A)C f(A); 2. BC B = fYB)Cf B

3. AC fHf(A)); 4. f(f~1(B)) C B; 5. f7H Y\ B) =X\ f1(B);

6. F(X)\ f(A) C F(X\A); AU A) = U F)); 8 F() 4 S ) (4
jeJ jeJ jeJ jeJ

9. ffl('UIBz‘) = Ulf_l(Bz'); 10. fﬁl('ﬂIBz‘) = Qf_l(Bz‘)-

11. Apresente exemplos que mostrem que as inclusoes das alineas 3, 4, 6 e 8 podem ser estritas;

12. Indique uma condicao que permita substituir o sinal de inclusao — em 3, 4, 6 ¢ 8 — pelo de
igualdade;

13. Mostre que na alinea 8 nao se pode substituir f(X) por Y.
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(a) Verifique se d : R? — R é uma métrica em R:
i.

0 sex =y

L]z —yl sexzy

d(z,y) = {
ii.
dogy— Wl sex Ay
’ 0 ser =y
i d(r,y) = |0 — ]
iv. d(a,y) = [a® — 7).

(b) Descreva as bolas abertas para cada uma das métricas da alinea anterior.
(a) Mostre que (R™,d;) é um espago métrico para n,j € N e dj : R” x R — R definida por

1

Z |xz yz‘J ;

com x = (z;)1<i<n € ¥ = (Yi)1<i<n-
(b) Averigue se d, definida por doo(z,y) = limd;(z,y), é uma métrica em R"™.
. Represente geometricamente em R? a bola aberta B;(0,0) para as métricas dy,ds e do do
exercicio anterior.

. Prove que (X, d) é um espago métrico para todo o conjunto X e

d: XxX — R
o |

0 sex=y
1 sex#y.
. Sejam X um conjunto e d’ uma métrica em X. Verifique quais das fungées d : X x X — R

definidas em seguida sao métricas em X:

= kd'(z,y) para algum nimero real ndo negativo k;

= mln{l d(z,y)};

. Seja X um espago vectorial real. X diz-se um espaco vectorial normado se em X estiver definida
uma aplicagao ||.| : X — R™, designada por norma, que verifique as seguintes condigoes para
todosos z,y € X ea e R:

N1) |z| =0 se e s6 se x = 0;
N2) Jaz| = [af]z[;

N3) [z +yl < l=] +[yl-

(a) Prove que todo o espago vectorial normado é um espago métrico com a métrica definida
por d(z,y) = [z —y].

(b) Mostre que o reciproco do resultado da alinea anterior nao se verifica em geral, exibindo
um espaco métrico cuja métrica nao seja induzida por nenhuma norma.
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7.

10.

11.

12.

13.

Seja d um métrica em X, para todo z,y € X, d(z,y) < 1. Consideremos a fungao s : XN xN

R, com
o0

1
5((xn ns yn n Z 27 xnuyn

n=1

Mostre que (XY, s) é um espaco métrico.

No conjunto das fungoes reais continuas definidas em [0, 1] considere as métricas p do supremo
e o do integral:

p(f,g) = sup{|f(z) — g(x)[;z € [0, 1]},

)i= [ 156 - g(@)lda

(a) Calcule, para cada uma dessas métricas, d(sinz,cosz), d(z?,z) e d(1 — z, z?).

(b) Sejam f : [0,1] — R e g:[0,1] — R definidas por f(z) = 0 e g(x) = . Dé uma ideia
geométrica da regido de R? onde se situam os graficos das funcdes que pertencem a By (f)
e a Bi(g) para a métrica p.

(c) Podera dar uma ideia geométrica da regido de R? onde se situam os graficos das funcoes
de Bi(f) (ou de By(g)) para a métrica o?

. Sejam (X, d) um espago métrico e x e y elementos de X.

(a) Prove que, se z e y forem distintos, existem bolas abertas disjuntas B e B’ tais que x € B
ey € B

(b) Sejam 7 e s nimeros reais positivos tais que B,(x) = Bs(y). Podemos entao concluir que
x =y ou que r = s? Justifique.

Sejam (X, d) um espago métrico e a um ponto de X. Mostre que:

a) {a} = () Bi(a) = ) B1(a);

1
r>0 n=1
oo
=) Bs(a) = ) B,,1(a).
s>r n=1 "

Seja (X, d) um espago métrico.

(a) Mostre que uma bola fechada é sempre um conjunto fechado em X.

(b) Dé um exemplo que mostre que uma bola aberta pode ser um conjunto fechado.
Verifique quais dos seguintes subconjuntos de R sao abertos ou fechados:

(a) N; (b) [1,2{U]2,3[; (c) {0} U {222 > 2}

(d) @ (e) [5, 71U {8}; (f) {55 € N}

Verifique se os seguintes conjuntos sdo abertos em R?:

(a) 10,1[x]0,1[; (b) [0, 1> 0, 1[; (c) {(z,y) e R? |z # y}; (d) R* \ N2,
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14. Sejam X C R e C(X,R) o espago métrico das fungoes continuas e limitadas, de X em R, munido
da métrica do supremo. Considere o subconjunto

A={f: X =>R|Vz e X f(x)>0}
de C(X,R). Mostre que:

(a) se X =0, 1], entdao A é aberto.
(b) se X =0, 1], entdo A nao é aberto.

15. Considere o conjunto X = [0, 1] e a métrica s do Exercicio 7 no conjunto das sucessoes em X.
Verifique se o conjunto A = {(zy,)n | ¥n x, > 0} é um conjunto aberto.

16. No conjunto das sucessoes limitadas em R, Lo (R), consideremos a norma dada por
[(xn)n| := sup{zy, | n € N}.

(a) Mostre que (Loo(R),|.|) é um espago normado.

(b) Verifique se B = {(zy)n |3k, i x > 1, z; < 0} é um conjunto aberto.

17. Considere a funcao
iR — R.

0 sex =0
T | —
1+]z] sex#0

Note que esta fungao é descontinua para a métrica usual em R. Verifique porém que, se d é a
métrica definida no Exercicio 1(a)i, entao a fungao f : (R,d) — R é continua.

18. Considere em R a métrica usual d; e a métrica d definida em 1(a)ii. Verifique se alguma das
fungoes f,g: (R,d) — (R,d;) é continua, sendo

fz) =

0 sex<0
{ N e g(x)=

0 sex<1
1 sexz>0

1 sex>1.

19. (a) Mostre que as métricas dy, da e do (Exercicio 2) definem a mesma topologia em R2.
(b) Verifique quais das métricas d definidas no Exercicio 5 sao topologicamente equivalentes a
d.
(c) Compare as topologias definidas em R pelas métricas do Exercicio 1.

20. Considere, no conjunto €([0, 1], R) das fungdes continuas de [0, 1] em R, as métricas p do supremo
e o do integral.

(a) Sendo 0 < r < 2, considere

g:10,1] — R.
4 L4 se0<azx
x

ng(x)—{ ’ P

-
2 se 5 <

IN A
—_ NI

Mostre que g € BZ(f) \ B{(f), onde f:[0,1] — R é a fungao definida por f(z) = 2.
(b) Conclua que p e o nao sao topologicamente equivalentes.

(¢c) Mostre que T7 C T”.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Verifique quais das seguintes familias de subconjuntos sao topologias em X ={a,b,c,d,e}:

(a) T1 ={0, X, {a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}},
(b) T2 = {0, X,{a},{a,b} {a,c}},

(¢) T3 =10, X, {a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}},
(d) T4 =10, X,{a},{a,b,c},{a,b,c,d}}.

Mostre que T = {0, R} U {]g, +o0[| ¢ € Q} nao é uma topologia em R.

Considere o conjunto T := {A C R; R\ A é um conjunto finito} U {(}}. Mostre que T é uma
topologia.

[A esta topologia chama-se topologia cofinita]

Prove que a interseccao de duas topologias num conjunto X ainda é uma topologia em X,
mas que a sua uniao nem sempre € uma topologia em X. O que poderemos dizer acerca da
interseccao de uma familia qualquer de topologias em X7

Dé exemplo de duas topologias T1 e T2 num conjunto X tais que T1 € To e To € T7.

Prove que, se f : (X,T) — (Y,J’) é continua, também o é f : (X,T1) — (Y, T7) sempre que
TCTieT] CT.

Considere a topologia U = {0} U {]a, +oo[|a € R} U {R}. Verifique se as fungoes
f,g: (R, T) — (R,T) definidas por f(z) = 23 e g(z) = 22 sdo continuas.

Considere R munido da topologia usual. Mostre que, se toda a fungao f : (X,T) — R é
continua, entao T é a topologia discreta em X.

Considere a topologia usual em R e a topologia cofinita (Exercicio 23). Prove que todo o
subconjunto finito de R é fechado.

Determine os subconjuntos fechados do espago topolégico (R, T), onde

T={0}U{] — 0,al;a € R} U{R}.

Sejam X um espaco topoldgico e A um subconjunto de X. Considere a funcido caracteristica,

(z) = 1 sexeA
=00 se v € A.

X : X — R definida por

(a) Prove que, se x é continua, entdao A é simultaneamente aberto e fechado;

(b) Prove que, se A é aberto e fechado, entao x é continua.
Mostre que:

(a) o intervalo [a,b] (a,b € R, a < b) é homeomorfo ao intervalo [0, 1];
(b) qualquer intervalo aberto de R é homeomorfo a R.
(c) o intervalo [0, 1] ndo é homeomorfo ao intervalo 0, 1].

Considere as letras do alfabeto. Diga quais delas definem subespacos de R? homeomorfos. Por
exemplo O e D definem espagos homeomorfos.
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34.

35.

36

37.

38

39

40.

41

42

43.

44.

45

Mostre que todo o subespago de um espaco discreto é discreto.
Seja T a topologia usual em R.

(a) Determine a topologia relativa Ty no conjunto N.

(b) Verifique se cada um dos seguintes subconjuntos de [0, 1] ¢ aberto em [0, 1]:

i ]1/2,1];
i. 11/2,2/3);
iii. ]0,1/2).

Considere a topologia U do Exercicio 27. T = {0} U {]a,+oc[|a € R} U {R}. Determine a
topologia relativa de [0, 1] induzida por (R, T).

Considere o conjunto Jp = {A|A C ] —00,0]} U {R}.

(a) Mostre que Ty é uma topologia em R.
(b) Determine a topologia relativa de | — 00, 0] e de ]0, +oo[ induzida por Ty.

(c) Verifique se as fungoes f,g: (R, Ty) — (R, Tp), com f(z) = |z| e g(x) = —|z| s@o continuas

Sejam f : (X,T) — (Y,JT’) uma fungao continua, A um subconjunto de X e f,4 a restricao de f
a A.

(a) Mostre que, se T4 é a topologia relativa definida em A por T, entao fa : (A, T4) — (Y, T7)
é continua.

(b) Encontre um exemplo que mostre que o resultado reciproco é falso.
Mostre que B = {]r, s[; r,s € Q, r < s} é uma base da topologia euclidiana em R.

Verifique se 8 = {{a},{8},{a, 3,7},{a,B,0}} é uma base para uma topologia em
W ={a,3,7,0} e, em caso afirmativo, determine essa topologia.

Seja X = {a,b,c,d,e}. Construa a topologia gerada por U quando:

(a) U= {®> {a}a {b7 e}};
(b) U= {{CL}, {bv 6}7 {a7 b, 6}}

Determine a topologia em R gerada por 8§ = {[z,z + 1];x € R}.

Considere em R a topologia usual T e a topologia 7" que tem como base
B = {]a,bl;a,b € R,a < b}.

Mostre que T C 77.

Sejam (X,T) um espaco topolégico e f : X — [0,1] uma aplicacdo. Mostre que, se f~(]a,1])
e f~1([0,b]) sdo abertos de X para todo o a,b €]0, 1], entdo f é continua.

Seja X um espago topolégico. Mostre que, para que uma funcao f : X — R seja continua é
necessario que os conjuntos {z € X : f(z) > 0} e {x € X : f(z) < 0} sejam abertos. Serd
suficiente?
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46

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

Considere a seguinte topologia em X = {a,b,¢,d,e}:

J= {wa X, {b}a {(I, b}v {bv C}7 {a7 bv C}v {b7 ¢, d}a {aa b7 ¢, d}}
Indique as vizinhangas dos pontos c e d.

Considere a topologia Ty do Exercicio 37. Descreva as vizinhancas dos pontos —2 e 3 relativa-
mente a essa topologia.

Sejam (X, T) um espaco topolégico e A e B dois subconjuntos de X. Mostre que:

(a) AUB=AUBeANBC ANB;
(b) int(AU B) D int(A) Uint(B) e int(A N B) = int(A) N int(B);

(c) as inclusoes anteriores podem ser estritas.

Sejam (X, T) um espago topolégico e A C X. Mostre que:

Seja (X, T) um espago topoldgico metrizavel, sendo T definida pela métrica d. Prove que a bola
fechada Bs|x] é fechada em X, mas nem sempre é o fecho de Bs(z).

Sejam (X, T) um espago topoldgico e A um subconjunto de X . Prove que as seguintes equivaléncias
nao se verificam, exibindo contra-exemplos:

(a) A é aberto se e s6 se A = int(A); (b) A é fechado se e s6 se A = int(A).

Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Compare fr(int(A)), fr(A) e fr(A).

Calcule o interior, o fecho, a fronteira e o conjunto derivado de cada um dos seguintes subcon-
juntos de R:

d) D={}:neN}
(e) E={(-1)" - |neN}

(a) Mostre que o conjunto T, constituido por N, pelo vazio e pelos conjuntos da forma
K, ={1,2,...,n}, é uma topologia no conjunto dos nimeros naturais.

(b) Determine o interior, a fronteira, o fecho e o derivado dos conjuntos
A={1,2,3} e B={2n—1|n € N}.
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55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Determine o interior, o fecho, a fronteira, o conjunto derivado e o conjunto dos pontos isolados
de A =[7,+o0[, B=[3,7[ e C = N no espago topoldgico (R, T), quando:

(a) T é a topologia euclidiana;

(b) T = {0,R} U{Ja, +oc[;a € R};

(¢) T={A]AC]~ 00,01} U{R}.

Considere €([0, 1],R), o conjuntos das funcoes reais continuas definidas no intervalo [0, 1] munido
da métrica do supremo e o conjunto

A={f€C(0,1],R) : f(z) >0} U{f € €([0,1],R) : f(z) < —x}

Determine o interior, o fecho e os pontos isolados de A.

Considere a topologia T = {0,X,{a},{b,c}} no conjunto X = {a,b,c} e a topologia
T = {0,Y,{u}} no conjunto Y = {u,v}. Determine uma base B da topologia produto em
X xY.

Determine uma base para a topologia produto em R x R de (R,7) e (R,7) quando T é a
topologia da alinea (b) do Exercicio 55.

Sejam X e Y espacos topoldgicos e X X Y o seu espago produto. Dados A C X e B C Y,
mostre que:

(a) int(A x B) = int(A) x int(B);

(b) Ax B=AxB.
No espago topoldgico (R, T) verifique se as sucessées (1)nen, ((—1)")nen € (n)nen sdo conver-
gentes, e, em caso afirmativo, para que numeros reais convergem, quando:

(a) T é a topologia euclidiana,;

(b) T é a topologia discreta;

c) 7 é a topologia indiscreta;

)

)
(c)
(d) T é a topologia cofinita;
(e) T={0,R}U{]a,+o0[; a € R};
(f) T={A|AC] - 00,01} U{R};
(g) T é a topologia gerada pela base {]a,b]|a,b € R, a < b}.
Seja (X, d) um espago métrico. Mostre que uma sucessao (zp),en converge para x em (X, d)
se e s6 se a sucessao (d(zp,x))nen converge para 0 em R.

Verifique se (R, T) é separado quando T é definida como em cada alinea do Ex. 60.

Considere, em R?, a topologia 7/ = {),R?} U {U, ; r > 0}, onde
U. = {(z,9) ; Vo2 +y2 <r}. Mostre que (R?,J") nio ¢é separado.

Prove que, se X ¢é finito, (X,7) é um espago separado se e s6 se T é a topologia discreta.
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65. (a) Mostre que, se f: X — Y é uma aplicagdo continua e injectiva e Y é um espago separado,
entao também X é separado.

(b) Conclua que todo o subespago de um espago separado é separado.

(¢c) Dé um exemplo de um espago nao separado com um subespago nao trivial separado.
66. Mostre que o produto de dois espacos separados é separado.

67. (a) Mostre que A = {(z,y) € R?; 2y = 1} é um subconjunto fechado de R2.

(b) Conclua que as projecgoes de um espago produto nos factores nem sempre sao aplicagoes
fechadas. (Sugestao: Considere o conjunto A da alinea anterior e mostre que pr(A) nao é
fechado.)

68. Verifique se (R, T) é um espago conexo, quando:
(8) T={0,R} U {Ja, +o0[; a € R};
(b) T={A; AC]—00,0]} U{R};
(¢) T tem como base {]a,b]; a,b € R, a < b}.
69. Quais dos seguintes subespacos de R? sdo conexos?
(a) Bl(l 0) U Bl(*l, 0),
(b) Bl(l O)UBl( 1 0)
(c) {(¢;9) €eR*|geQeye[0,1]}U(Rx {1});
(d)
)

{
d) o conjunto de todos os pontos que tém pelo menos uma coordenada em Q;
(e) {

70. Dé exemplos de:

(z,y) ER?;2=00uy=00uy=1}

(a) conexos de R? cuja interseccdo seja desconexa;

(b) uma sucessdo decrescente de conexos de R? cuja intersec¢io seja desconexa.

71. (a) Dé um exemplo de um conexo de R? (diferente de ) e de R?):

i. X7 tal que o complementar de X; seja conexo;
ii. X5 tal que o complementar de Xs tenha duas componentes conexas;
iii. X4 tal que o complementar de X4 tenha quatro componentes conexas;

iv. X tal que o complementar de X tenha uma infinidade de componentes conexas.

(b) Se os problemas de (a) fossem postos relativamente a R (em vez de R?), que respostas
daria? Porqué?

72. Mostre que se o espago X, nao singular, é conexo e separado, entao nao tem pontos isolados.
73. Considere (N, T) o espago topolégico definido no Exercicio 54.

(a) Verifique que (N, T) ndo é conexo.

(b) A partir da alinea anterior, mostre que toda a fun¢ao continua f : (N,T) — R é constante.

74. Verifique que A = {(z,sin1) |2 > 0} U {(0,0)} é conexo mas néo é conexo por arcos.
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75.

76.

(e

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

(a) Mostre que o grafico de uma funco continua f : R — R é um subespago conexo de R

(b) Serd necessariamente continua uma funcao f : R — R cujo gréfico seja conexo?
Mostre que os seguintes conjuntos S0 conexos por arcos:

(a) R™\ {0}, para n > 1;

(b) {(z,y) € R2[1 < a? + 2 < 2};

(c) 8" ={z e R"!||lz]| = 1}.
Usando, resultados sobre conexidade, mostre que R e R? nio sdo homeomorfos.

Sejam T7 e Ty duas topologias definidas num conjunto A tais que T1 C Ty. Mostre que, se
(A, T3) é compacto, entao (A,T1) também é compacto.

Quais dos seguintes subconjuntos de R ou R? sdio compactos?

(a) [0, +00); (b) @Nno,1]; (c) {(z,y) eR?; 2 +4y* =1}
1

(d) {(z,y) € R?; 2” +¢* < 1}; (e) {(:v,y) eER?;z>1, 0<y< }
x

Verifique se os subconjuntos N, Z, {—2}U] — 1,0[ e ]0, 1] de (R, T) sdo compactos, quando:
(a) T={0,R} U{]a,+oo[; a € R};
(b) T={A; AC] — 00,01} U{R}.

Considere em R a topologia T’ que tem como base B = {]a,b];a,b € R,a < b}. Mostre que o
intervalo [0, 1] (com a topologia de subespago de (R, J”)) ndo é compacto.

Seja X um espago topolégico. Mostre que:

(a) a reuniao finita de subespagos compactos de X é um compacto;

(b) se X é um espago de Hausdorff, entdo a interseccao de qualquer familia de subespagos
compactos de X é ainda um compacto;

(c) no resultado da alinea anterior é fundamental a hipétese de que o espago topolégico X
seja de Hausdorff;

(d) um subespago compacto nem sempre é fechado.
Seja A um subconjunto de R. Mostre que, se A nao é compacto, entao:

(a) existe uma aplicagao continua f : A — R que nao é limitada;

(b) existe uma aplicagao continua f : A — R que, embora limitada, ndo tem méximo.

Considere em R\ {0} a métrica usual. Mostre que existem subespagos fechados e limitados de
R\ {0} que nao sdo compactos.

Considere em R a métrica d definida por d(z,y) = |z| + |y| se  # y (Exercicio 1(a)ii).

Mostre que o conjunto | — 1, 1]:

(a) é fechado e limitado;

(b) nao é compacto.
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86. Diga se o espaco métrico X é completo, quando:
(a) X ={1/n;n e N} U{0};
(b) X =QnIo,1];

() X =[0,1]U[2,3];

(d) X ={(x,y) eR{Zx>0ey>1/x};

(e) X é discreto.

87. Mostre que os espagos métricos definidos nos exercicios 1(a)i e 1(a)ii sao completos. Verifique
se sao totalmente limitados.

88. Considere em R a métrica d definida por d(x,y) = y/|xr — y|. Mostre que (R,d) é um espacgo
métrico completo.

89. Mostre que, num espaco métrico:

(a) a uniao finita de subespagos completos é um subespago completo;
(b) a uniado infinita de subespagos completos nem sempre é um subespaco completo;
(c) aintersecgao de qualquer familia de subespagcos completos é ainda um subespago completo.

90. Considere, no conjunto das fungdes continuas de [0, 1] em R munido da métrica do integral, a
sucessao (fn : [0,1] — R),en definida por

0 sex €[0,5 — ]
falx)=¢ 1 se z € [1,1]
nz+i-1) sexeli-11

para cada n € N.

(a) Mostre que a sucessao (fn)nen €é de Cauchy.

(b) Mostre que este espago nao é completo.
(Sugestao: Mostre que a sucessao da alinea (a) nao é convergente.)
91. Considere o espago [, as sucessoes reais limitadas com a métrica (norma) do supremo.

a) Verifique se [, ¢ completo.

(a)

(b) Mostre que nao é totalmente limitado.

(¢) Que pode dizer sobre a compacidade deste espacgo?
)

(d) Mostre que o subespaco de I, das sucessoes finitas, i.e. as sucessoes que sao nulas a partir
de certa ordem, nao é completo. Qual é o seu completamento.

92. (a) A imagem de uma sucessao de Cauchy em X por uma fungao continua f : (X,d) — (Y, d)
pode nao ser uma sucessao de Cauchy em Y. Dé um exemplo.

(b) O que acontece se X for completo?
93. Dé exemplos de dois espagos métricos homeomorfos, sendo um deles completo e o outro nao.

94. Diga se é ou nao verdade que toda a funcao (entre espacos métricos) cujo dominio estd munido
da métrica discreta é uniformemente continua.
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95. Mostre que a aplicacdo f : R — R, com f(z) = =

96.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

2 é contfnua mas ndo é uniformemente

continua.

(a)
(b)

Mostre que, se f :]a,b[— R ¢é uniformemente continua, entao é limitada.

Indique uma tal fungao f e uma sucessao de Cauchy em |a, b[ cuja imagem por f nao seja
uma sucessao de Cauchy em R.

Mostre que se f: X — Y é uniformemente continua e X é totalmente limitado, entao Y
¢é totalmente limitado.

Mostre que, se f : (X,d) — (Y,d') é uniformemente continua e (z,) é uma sucessiao de
Cauchy, entao (f(xy)) é uma sucessao de Cauchy.

Mostre que a fungdo g : [1, +00[—]0,1], com g(z) = 1, é uniformemente continua.

Conclua que a imagem por uma funcido uniformemente continua de um espago completo
pode nao ser um espago completo. (Note que g é uma bijecgdo uniformemente continua
com inversa continua.)

Mostre, no entanto, que, se f : (X,d) — (Y,d’) é uma aplicacao bijectiva, uniformemente
continua, com inversa uniformemente continua, entdo (X, d) é completo se e s6 se (Y,d')

for completo.

Mostre que se (X1,d;) e (X2,d2) sdo dois completamentos do mesmo espago métrico, entao sao

isométricos.

[Isto significa que o completamento é Unico, a menos de uma isometria.]

Considere o conjunto dos polinémios complexos

Y :={f: f:chtk,cke(C,nEN} e |fl ::Z\ck|.
k=0

k=0

Verifique se (Y ||.|) é um espago normado.

Considere o conjunto M,,(R) das matrizes reais quadradas de ordem n. Verifique se M, (R), |.|)

é um espacgo normado para cada uma das seguintes normas:

(a)

JA| :=sup{ai; : it =1,...,n;5=1,...,n};

(b) [A] == [det AJ;
(c) 1Al = 23 25— (0 4 7) @iy
Define-se uma funcao de R? em R de expressdo analitica |(z,y)| := /22 + y2 + 4]z]y].

(a)
(b)

Mostre que esta funcdo nao é uma norma.

Sera que induz uma métrica em R2??

Mostre que em todo o espago vectorial normado nao nulo o diametro de qualquer bola aberta

¢é igual ao dobro do respectivo raio.

Seja X um espago vectorial normado e d uma métrica em X. Prove que d é induzida por uma

norma se e so se

(Vz,y € X) (Va € R) d(x +a,y+a) =d(z,y) e dlaz,ay) = |a|d(x,y).
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104. (a) Seja d' a métrica Euclidiana em R. Para cada uma das métricas do Exercicio 5, averigtie
se d é induzida por uma norma.

(b) Mostre que a métrica s do Exercicio 7 néo é induzida por uma norma.

105. Seja d uma métrica no espaco vectorial X induzida por uma norma. Mostre que o completa-
mento de (X, d) é ainda induzida por uma norma (sendo portanto um espaco de Banach).

106. Seja X um espaco vectorial normado.

(a) i Prove que, se X é um espago normado, a € A e r > 0, entdao B,(a) = a+rD, onde D
¢é a bola unitaria.

ii. Conclua que num espago vectorial normado X duas bolas abertas (respectivamente
fechadas) com o mesmo raio sdo isométricas, isto é, quaisquer que sejam a,b € X,
existe uma bijeccao B,(a) — B,(b) que preserva a métrica.

iii. Mostre que para espagos métricos em geral este resultado é falso.

(b) i. Sejam X um espago normado, a € X e r > 0. Mostre que:

A. B,(a) = Bylal;
B. fr(B,(a)) = {x € X ; d(z,a) = r}. [A fronteira da bola aberta é a esfera.]

ii. Dé exemplos de espago métricos onde as igualdades anteriores nao se verifiquem.

107. Seja X um espago normado. Mostre que para todo o z,y € X se tem ||z]| — |y|| < |z — y|.

108. Prove que, se X é um espago normado, entao:

XxX — X
(r,y) — x+y

RxX — X
(Az) — Az

(c) anorma | - | : X — [0, +oo] é uniformemente continua.

(a) o operador linear é limitado;

(b) a aplicagao é continua;

109. Nos exemplos seguintes verifique se T' é um operador linear limitado. Em caso afirmativo calcule
a sua norma.
(a) Sejan € NeT :13 — R definido por T'(z) = A.z, para A uma matriz linha 1 x n.

(b) Sejam m,n € Ne T : 1§ — [§* definido por T'(z) = (z1,--- ,21,0,---,0),
onde z = (z1, -+ ,xp) e | = min(m,n).

(¢) No espago €0, 1] das fungoes reais continuas definidas em [0,1] munido da métrica do
supremo escolhe-se ¢y € [0, 1] e define-se T : C[0, 1] — R por T'(f) = f(to).

(d) No subespago de €[0, 1] das fungoes diferencidveis com derivada continua, define-se
T:X — C[0,1] por T(f) =

f/
1
() T:C[0,1] — R com T(f) = / F(b) dt.
0
110. Sejam Y e Z subespacos vectoriais de X taisque Y NZ =0e Y + Z = X. Mostre que:

(a) X =Y @ Z se e s6 se X tem a topologia produto, quando identificado com Y x Z.
(b) Se X =Y @ Z, entao a projecgao X — Y induz um isomorfismo X/Z — Y.
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111

112

113

114

115.

116

117

118
119

120

. Se X e Y sao espagos normados, prove que

1@ )l =zl yDl e @ y)llee = NI Ty D lloe

sao normas no espago soma directa X @& Y. Mostre que estas normas sao equivalentes.

1
. Considere €[—1, 1] munido da norma do integral, i.e. || f|| = / |f(t)|dt.
-1
0 se z € [—1,0]
00 1
e [0, 1
(a) Estude a convergéncia da série Z hy, com hy(z) = . sew €| 1”“1] .
= —nr+1 sex € [y, 5]
0 se z € [1,1]
(b) Diga porque €[—1, 1] ndo é completo.
X un
(c) Averigte se a série Z — ¢é absolutamente convergente.
n=1
. Seja (|| - ||ly)ver € uma familia de normas no espago vectorial V. Prove que || - || = sup]|| - ||, é
yel’

uma norma em V', mas, em geral, inlﬁ | - || ndo é uma norma.
Yye

. Seja Y um subespaco do espaco normado X. Prove que Y é um subespago fechado se e s6 se a
sua bola fechada unitaria é fechada em X.

(a) Seja Z um subespago fechado do espago normado X. Verifique que a projecgao X — X/Z
no espago normado quociente é um operador linear limitado. Calcule a sua norma.

(b) Sejam T': X — Y um operador linear limitado, Z = kerT e Ty : X/Z — Y o operador
linear limitado definido por T'. Prove que ||| = ||T||.

. Seja Y um subespaco fechado do espago normado X. Prove que, se os espacos X e Y sdo
completos, entdo X/Y é completo.

. Sejam X um espaco vectorial complexo, Xg 0 mesmo espaco considerado como espaco vectorial
real e f € Xp.
(a) Mostre que (g: X — C) € X*, com g(z) = f(z) —if(iz).
(b) Prove que fi, fo € X3, com fi = Re(f) e fo =1Im(f).
(c) Verifique que f(z) = fi(z) — ifi(iz) = fo(iz) +if2(x).
(d) Conclua que os espagos vectoriais X* e X sao isomorfos.

. Determine em (R?)* as bases duais das bases {(1,0),(0,1)} e {(1,1), (1, —1)}, respectivamente.

. Considere o espago vectorial complexo C™.

n
(a) Mostre que < z,y >= Z:UZE define um produto interno em C", com z = (z;)I, e
i=1
Y= (¥i)iz1-
(b) Verifique que para p # 2, o espago normado complexo (e real) 4 nao é um espago de
Hilbert.
2
. Consideremos €[0, 27r] munido do produto interno do integral, < f,g >= f(t)g(t)dt. Sejam
. 0
ainda e, e f, fungoes tais que e, (t) = &\/(;t), fa(t) = %

Mostre que (ep)nen € (fn)nen S80 sucessoes ortonormadas.



