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ontínua em [0, 1]. Considere a função real de n + 1 variáveisreais dada por
g(α0, α1, . . . , αn) =

∫
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n
∑
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dx,que des
reve uma forma de medir o erro da aproximação de f , em [0, 1], por umpolinómio de grau n.(a) Determine es
alares α∗
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n
de forma a que ∇g(α∗

0
, α∗

1
, . . . , α∗

n
) = 0. (Es-tes es
alares são a solução de um sistema de equações lineares. Não é ne
essárioresolver o sistema.)(b) O que teria de provar para a�rmar que [α∗

0
α∗

1
. . . α∗

n
]⊤ é o (úni
o) minimizanteda função g?(
) A matriz deste sistema de equações lineares, 
onhe
ida por matriz de Hilbert,é extremamente mal-
ondi
ionada. Cal
ule, emMatlab e numa só instrução,o número de 
ondição desta matriz quando n = 9. Veri�que, emMatlab, queos seus valores próprios são todos positivos.2. Considere a seguinte matriz tridiagonal
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.(a) Prove que o polinómio 
ara
terísti
o pn(x) de T satisfaz a fórmula de re
orrên-
ia
D−1

n
pn(x) = D−1

n
(x − En)pn−1(x) − Fnpn−2(x), n ≥ 2,
om p0(x) = 1 e p1(x) = x − E1.(b) Con
lua, justi�
ando, que os valores próprios da matriz T são os zeros de pn(x).



3. Neste exer
í
io pretende-se ilustrar a implementação de uma fórmula de quadraturaGaussiana.(a) Come
e por mostrar que a fórmula de re
orrên
ia para os polinómios de Le-gendre se pode es
rever na forma dada no exer
í
io anterior.(b) Depois, 
onsidere a seguinte função em Matlab:fun
tion I = gauss(f,n)beta = .5./sqrt(1-(2*(1:n)).^(-2));T = diag(beta,1)+diag(beta,-1);[V,D℄ = eig(T);x = diag(D);[x,i℄ = sort(x);w = 2*V(1,i).^2;I = w*feval(f,x);Explique, linha-a-linha, o signi�
ado das instruções da função.(
) Finalmente, 
orra esta função 
om n = 3 e f(x) = x7 e f(x) = x8. Comenteos resultados obtidos.4. Considere a matriz da transformada dis
reta de Fourier de ordem 3:
F =





1 1 1
1 w w2

1 w2 w4



 .(a) Es
reva as 
omponentes de F em função de, apenas, 1, w e w2. Marque 1 = w0,
w = w1 e w2 no 
ír
ulo unitário do plano 
omplexo.(b) Mostre que FF̄ = 3I. Identi�que F−1.(
) Mostre que FC = DF em que

C =





0 0 1
1 0 0
0 1 0



e D é a matriz diagonal de elementos diagonais 1, w e w2. Quais são os valorespróprios de C?(d) Es
reva a matriz (
ir
ulante)
H =





h0 h2 h1

h1 h0 h2

h2 h1 h0



em função das potên
ias de C dadas por I = C0, C e C2.(e) Multiplique esta expressão para H , à esquerda, por F e, à direita, por F−1.Con
lua que F também diagonaliza H . Quais são os valores próprios de H?


