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1. INTRODUCAO

Este trabalho foi realizado no @mbito da cadertviklades Matematicas com o
objectivo de promover os contetudos programaticbsesa medicdo do Universo com
telescopios, falando um pouco do seu desenvolvor@mtiongo dos anos e mostrando
gue a astronomia e a matematica estdo bastantégedas. Assim, facilmente se chega
as seccOes conicas (elipses, pardbolas e hipérlmplesencontramos em varios locais
no nosso dia-a-dia. Achamos importante que os al@mzontrem a matematica na
natureza que nos rodeia e que por vezes nos [iespercebida.

O estudo das parébolas e das elipses (nédo obitatdo estudo das hipérboles
faz parte do conteudo programatico, respectivamdnte10° e 11° anos.

Para promover estes contelddos matematicos exposdnte, criamos
actividades ladicas para que a recepc¢ao por padgealdnos seja facilitada e realizada
da forma mais atractiva possivel. Recorremos tandsnovas tecnologias (com o0 uso

do software GeoGebra) para realizarmos algumaddaudies.

1. BREVE HISTORIA DAS CONICAS

MEDINDO O UNIVERSO COM TELESCOPIOS

A ciéncia moderna floresceu no século XVII com ab&iho de trés dos mais
conhecidos e importantes cientistas da HistéridilgaaGalilei (1564 — 1642), Johannes
Kepler ( 1571 — 1630) e Isaac Newton (1642 — 17E%)a ‘nova ciéncia’ tem algumas
caracteristicas que a diferenciam completamenteié&eia Aristotélica que vigorou
nos séculos anteriores, desde a Grécia Antigantiuealdade Média e até ao inicio do
Renascimento. Entre essas caracteristicas destacafscto de ser uma ciéncia
experimental de caracter quantitativo e de serddotke teoria matematica. O caracter
quantitativo surge em oposicdo as explicacOes tqtiais que eram dadas para 0s
fendmenos observados pelos antigos tedricos. A grertisso, a ciéncia moderna
pretendia explicar como uma macgé caia e ndo palgueaia, procurando descri¢cdes

matematicas para os eventos observados.
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A teoria matematica viria a ter maior incidénciatrabalho de Newton. A sua
utilidade prende-se com a possibilidade de fazewigbes e explicar uma grande
variedade de fendmenos. Espelho dessa caractriétio facto de Newton ter
combinado as leis observadas para movimentos aldmetom as leis da mecanica que

aparentavam governar os fendmenos terrestres.
DA GRECIA A GALILEU

Foi em 1609 que Galileu comecgou o seu investimeatédstronomia depois de
saber que um fabricante de lentes holandés t

descoberto um método de atingir grandes amplia¢
ao combinar duas lentes de uma forma espe
dentro dum longo tubo. Claramente, assiste-se

momento a invencao do telescopio.

Como fiel discipulo da ciéncia experiment
Galileu procurou entdo construir o seu prép
telescopio. Comecou por conseguir triplicar

- ampliacédo conhecida e, depo

&

de dominar problemas como o polimento das lenteslee
experimentar diferentes arranjos das lentes no, taboseguiu
atingir ampliacdes 33 vezes superiores as origieaien obtidas.

Estes feitos, pelos moldes actuais, sdo modestss maa €poca,

BE DN '
- ,,[ corresponderam a grandes evolugbes no mundo daastia.
] ;‘A : ~." & A . -
m | Com o seu novo engenho Galileu conseguiu obsewar a

faces da Lua: tinha montes e vales e n&o era ufem gerfeita como concebida pela
teoria Aristotélica. Também observou manchas selarestrando que também o Sol
nao era perfeito. Estas observacdes chocaram o0s sentemporaneos pois

contradiziam concepcdes existentes ha séculos aatarireza do universo.

Essas concepcgdes vinham ja desde o tempo dos ghegtseles e Ptolomeu
gue defendiam que a Terra era o centro imdével deetso, o qual, por sua vez, era
concebido como uma enorme esfera celestial queagem torno da Terra e onde todas

as estrelas estavam fixas. Ficou conhecida comepeaalGeocéntrica e prevaleceu por
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quase dois milénios, tendo tido o apoio de quasestas académicos, da Igreja
Catdlica, da Igreja Luterana e dos lideres Judeursestas razdes as opinides de Galileu

foram consideradas heréticas.

Aristarco de Samos, no terceiro século a.C., tirgraposto a Teoria
Heliocéntrica mas o seu trabalho foi ignorado. &dguele, o Sol era colocado no
centro do universo. A sua teoria foi recuperada andarma modificada 1800 anos
depois por um jovem estudante polaco, Nicolau Gopér que argumentou que todos
0os planetas, incluindo o nosso, se moviam em easfeomcéntricas (com ligeiras

modificagdes) em torno do Sol.

Mesmo assim, proveio de Galileu o argumento maigastador para o0s
apoiantes da teoria geocéntrica: a descoberta d&oqluas orbitando Jupiter. Se
Japiter, um planeta, possuia luas, entdo a Terweride e poderia também ser
considerada um planeta. Mais ainda, estas luadipieeld ndo orbitavam a Terra, o

presumivel centro do universo segundo 0S geocErsris

MELHORANDO O TELESCOPIO

Meio século depois de Galileu construir
seu primeiro telescopio, Newton recorreu ao §
génio para melhorar o instrumento. O de Gallil
era um telescoépio refractor que dobrava os rg
luminosos por meio das lentes e tinha d
deficiéncias: o vidro usado para as lentes néo
adequado, pois tinha de ser de alta qualidade efalbias para minimizar quaisquer
distor¢des; a flexdo dos raios luminosos separaomss contidas na luz branca
introduzindo uma distor¢do, chamada aberracdo c¢iwem@ primeiro problema foi

eliminado e o segundo reduzido usando um espelhgeerde uma lente.

Foi esta a ideia explorada por Newton, construi

um telescopio reflector com um espelho para captdea
luz em vez da lente usual. Como estudante e adonickd
geometria grega, Newton certamente sabia que aome

forma para o espelho seria a forma parabdlicaspmlas

5
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propriedades particulares associadas aos seusegértixo de simetria e foco. Em
termos da ciéncia subjacente ao telescopio, umlhesparabdlico permitiria que as
linhas paralelas ao eixo, vistas como raios lunuiapao embater na superficie cbncava

da parabola seriam redireccionados e acumuladésno

A dificuldade prendia-se com a construcdo do réferespelho parabdlico.
Como tal, em alternativa Newton usou um espelhériesf que acumularia os raios
luminosos no centro da esfera. Mas, nesse cassavvallor teria de estar colocado no
centro da esfera o que bloquearia a entrada dé&sstm sendo, o matematico britanico
colocou o espelho esférico na base de um cilindra geflectir os raios luminosos que
entrassem para o foco. Para a observacéo colocquequeno espelho plano perto do
foco, o qual reflectia a imagem para a partedatip telescopio.

Menos de quatro anos depois de Newton ter conetraicdeu telescopio, a
academia francesa reportou que o cientista Cassdgraa conseguido conceber um

espelho parabdlico.

Pode-se assim considerar que o telescopio € aipiaggicacéo tecnoldgica da

propriedade focal das parabolas.

SECCOES CONICAS
As seccOes conicas eram ja conhecidas desde osdelagrécia Antiga.

Uma cobnica € uma curva gerada pela interseccdondeplano com uma
superficie conica. Dai podem obter-se trés tiposatgdes conicas ndo degeneradas:
elipses, pardbolas e hipérboles, cada qual comuas
propriedades particulares e de utilidade enormeéreia
moderna. Se o plano intersectar a superficie noé&eice

podem-se ter trés situacdes para a curva de int@&se

um ponto, uma recta ou um par de rectas. Nessedasd

se que se obtém seccdes conicas degeneradas.



FCTUC FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE DE COIMBRA

JOHANNES KEPLER

Kepler foi um brilhante matematico. No contextotdefiscussao importa realgar
que este matematico desenvolveu uma teoria migdicaa composi¢ao e estrutura do
sistema solar relacionando os seis planetas cafdsgecom os cinco sélidos platonicos.
Para tal precisou de dados astrondmicos rigor@3astronomo Tycho Brahe possuia

esses dados pois passou 20 anos a fazer registesmamente rigorosos das posicoes

planetarias e das posi¢cdes de 1000 estrelas. Kepler

tornou-se seu assistente e, ao trabalhar num

questdo matematica relacionada com PN
. : — N ) —
observacdes de Tycho, viria a determinar as hoje b4

conhecidas Leis de Kepler.

A primeira lei € conhecida como &i‘das
trajectorias elipticas”e diz que a 6rbita de cada planeta é uma elipseccsol no seu
foco.

A “lei das areas”é o nome comummente atribuido a segunda lei deeKgpe
define que, durante cada intervalo de tempo, o setprde recta que une o0 sol a um

planeta varre areas iguais em tempos iguais engugralugar da sua orbita eliptica.

Lo e
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Por fim, a fei do temp®& o quociente do quadrado do periodo orbital peibo

do semi-eixo maior da Orbita eliptica é constante.

Planeta P (anos) a (UA) PZ/a’
Mercurio 0.24085 | 0.387099 1.000063
Vénus 0.61519 | 0.723326 1.000038
Terra 1.0000 | 1.000018 0.999946
Marte 1.8807 | 1.523638 0.999985
Jupiter 11.861| 5.20248 0.999106
Saturno 29570 | 9.56329 0.999725
Urano 84.746 | 19.2937 0.999981
Neptuno 166.57 | 30.2743 0.999934

Mais uma vez as secc¢des conicas desempenharam peh fpadamental na
evolugcdo da ciéncia, contribuindo decisivamente parestuda da fisica, astronomia,
arquitectura e engenharia. A elipse, por exempdon tmuitas outras aplicacbes
destacando-se a propriedade acustica usada meipefitemente em museus e

galerias.



FCTUC FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE DE COIMBRA

2. O QUE E UMA CONICA

Em geometria, ascOnicas sdo as curvas geradas pela interseccdo de

um plano com uma superficie conica.

1. Elipse - é a conica definida pela intersec¢cdo de um ptammo apenas um dos

ramos da superficie conica, ndo sendo o planogharalgeratriz.

2. Pardbola- é a conica definida pela intersec¢do de um plano apenas um dos

ramos da superficie conica, sendo o plano paralgkratriz.

3. Hipérbole- é a conica definida pela intersec¢cédo de um planouma superficie

conica, sendo o plano paralelo ao seu eixo.

Quando o plano secante € perpendicular ao eixofécie, a curva de interseccao é

uma circunferéncia.
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3. ELIPSES

A elipse € uma seccao de uma superficie conicaviducdo por um plano que
corta todas as geratrizes, ou seja, é o lugar geemdos pontos de um plano tais que é
constante a soma das duas distancias a dois gomesdesse plano, chamados facos

Tal constante tem de ser superior a distancia estfecos.

Por definicdog, + dz: = constante | Fy e Fz sdo os focad:Fz é a distancia
focal. [PF,]1 e[PFz] s&o raios focais

Estudo analitico:

Para fazer o estudo analitico de uma elipse ad@pten referencial ortogonal

xQy tendo, por exemplo:

e A origem no ponto médio dé&zFi]
« O eixo das abcissas coincidente cb:fi (orientado dé= parafi)

Problema:

Caso particular:

F,F1 =8 (naunidade de comprimento adoptadd) ¢ dz = 10 ,

Sendo P(x,y) um ponto genérico da elipse, tefirse(4.0) eF, =(—4,0) de

onde:

10
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dy =PF; = J(x—4*+7y® e dg=PF =,/x+4%+?

ry
——_Pixy)
/ e
- 4 N
2 . \ dy .

\\_B%

F1(4,0)

Como temosis + dz = 10  entao

VE-02 4y + G+ H*+y* =10

sendo esta uma equacao cartesiana da elipse.
Isolando um radical e quadrando vem,

que € equivalente a

x+4)2+y* =100+ (x—4)7 +y* — 20/(x —4)% + 2

Desenvolvendo os quadrados, simplificando e islmanradical que resta,

temos
5J(x— 97 +y7=25—4x

Quadrando novamente e simplificando, obtém-se
oxT + 25v% = 225

onde,

b
"

bt
[ 3]

i
=+

ol
I
=

11
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que é a equacdo cartesiana da elipse na formadaduz

A maxima corda da elipse chama-se eixo m@ieste exemplo o0 eixo maior tem
10 unidades de comprimento).

A menor corda chama-se eixo menae tem, neste caso, 6 unidades de

comprimento.

Outro exemplo, mais geral,

Seja 2c a distancia entre os focos. Sendo P uto parelipse, temos, por

definicéo,
PF, + PF, = 2a com a constante®> ¢ .

Escolhendo o referencial como se explicou no ekemaupterior, temos:

12
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Fj_{lf_. u}.l F: {:_ C, n}.l P{x: _T}

dy =PF, = J{x— ¢l +y3ed; =PF; = Jix + )2 + 7

Logo, por definicdo: & — €3 +y2 +J{x + )% + y* = 2a

Isolando um radical e elevando ambos os membrgsi@adrado obtemos

sucessivamente:

&

(Va+ oF+77) = (2a— J&r—0F +7)
K+ +y =4+ G- +y*—4a/(x— )3 + 2
otaf/(x— ) +v2 =40 —4cxoaf/lx— )2 +yi=a? —cx

Voltando a elevar ambos os membros ao quadrado:
a?(x? —2cx+ P+ v =a* +c¥x? — 2a%cx
& (0% — c3)x? L ady? = ad(ad - c¥)

Comoa = ¢ podemos escrever

a® —c* = b* de onde resulta a equags* +a*y* = ab?

Dividindo os dois membros p&fb*, obtém-se

=1 /\33:: a?—c?

que é a equacdao reduzida da elipse.

H

Rl T
'3"|‘“'"
H

Das constantes positivas a, b, ¢ podemos afiror q

1. a>c¢ pela definicdo de elipse
2. a=>b visto quea® —c* = b*

13
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a®*=b%+c* |ogo os trés nimeros podem ser medidas dos thom

triangulo.

Discusséao da equacéao reduzida de uma elipse

A equacéo reduzida € dada por,

A curva correspondente tera de ser simétrica eatdelao eixo dos xx e em
relacdo ao eixo dos yy, visto que as ordenadasafigna equacéo elevadas a

7

expoente par. Isto é, se um pary} verifica a equacgdo, também os pares

(x, =), (-x.3) e (1%, —¥) satisfazem a equac&o. Logo a curva é também &métr
em relagédo a 0.

Semi-eixo maior = a
Semi-eixo menor = b

Semi-distancia focal = ¢

]
%1
I
[l
[ 3]
+
5]
%

0 é o centro de simetria
A, A’, B, B’ vértices

14
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b fv b ——
| an_xn | an_xn
b, 2 b o

Temos (a e b positivos)

* Na primeira equacao os valores de y sdo sempravossiogo ela representa a
parte da elipse acima do eixo das abcissas, nadae@auacao os valores de y
Sao negativos, logo a curva correspondente estéoatha@ eixo dos xx. A elipse
é a reunido dos gréficos destas duas fungdes.

* O dominio de qualquer das funcdes definidas pasesjuacdes € dado por
x¥ ﬂﬂ',:' ou sejalk.‘lﬂ s —aEx<=a,

Dominio = [-a,a] (a positivo)

e Parax=*a vemy =0 em qualquer das equagdes, 0 que mostra que as duas
partes da elipse passam &énd} e(—a, 0/, Como, além disso, as expressées

h —
1, Va® -7 definem funcdes continuas no seu dominio, corsdwque a elipse
€ uma linha continua e fechada cujo eixo maior (queém os focos) mede 2a.
e Aexpressaoa® — x* toma o maximo valor para=0 deonde’=1% e
v=—b sdo, respectivamente, a maxima e a minima ordsmdapontos da

elipse. Vemos entfo que a elipse passélzin e'0,—b) e que o eixo menor da
elipse mede 2b.

Estudo da monotonia:

h — b —x . ab
yEovatmahy =oxrme—m V= - s <0
o 0 a
y s
yq> - Méx. =b = Cp

O que explica o tragado da parte da elipse supmvieixo dos xx. Calculando a

segunda derivada podemos afirmar que a concavetdéevoltada para baixo.

b — b x
= ——yat—x Yy E=EoX
Para’ a’ . vem a” JaZ—x2 . De onde,

15
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-8

l , i
1% GEo
1O ¢
0 que explica o tracado da parte da elipse infa@oeixo dos xx (0 que € previsivel

por via da simetria).

Excentricidade
A excentricidade de uma elipse é o quociente stdnliia focal pelo eixo maior:
2c ¢
gE=——=—
2a @
Por definicdo temos < @ |, entdo a excentricidade € menor que 1.
Se 0 eixo maior da elipse for igual ao eixo meantédo a elipse é uma

circunferéncia.

Nesse cas@= b logoc =0 | ou seja, a distancia focal é nula e os dois focos

estao coincidentes com o centro da circunferéncia.

i

Numa circunferéncia, a excentricidade é nula \dstea 0

Quanto maior é a excentricidade de uma elipses(p&io de 1), mais alongada

€ a curva e portanto mais se afasta da forma danéeréncia:

16
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Quandce — 1 | a elipse tende para um segmento de recta cootos hos

extremos.

Outra forma de escolher o referencial:

Elipse com eixo maior vertical

Se colocarmos os focos sobre o eixo das coordsmad@entro da elipse na

origem, temos sucessivamente:

F,F; = 2c: eixo maior igual @b ; PFy + PF; = 25 sendo P um ponto qualquer de

elipse e sendé = ¢ .

Neste caso tem-se

*=a*tcteat=bt -t

=

[
A excentricidade é dada por »

H

(2]
ot

+:==1(b=a)

[ 2]

-
a

DlH

o

1 . A equacdo reduzida da elipse é

17
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4. PARABOLAS

Definicdo do dicionario:

Curva plana, cujos pontos séo equidistantes deamto ffixo (foco) e de uma recta fixa
(directriz) ou curva resultante de uma seccéo feita cone por um plano paralelo a

geratriz.

Definicdo matematica:

Considere no plano cartesiano xOy, uma recta ddiiz) e um ponto fixo F (foco)

pertencente ao eixo das abcissas (eixo dos x)peuaffigura abaixo:

18
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Denominaremo®ARABOLA , & curva plana formada pelos pontos P(x,y) doglan
cartesiano, tais que PF = Pd onde:

* PF =distancia entre os pontos P e F

* PP’ =distancia entre o ponto P e a recta d (dizégct

d ‘.v
P P(xy)
p /B
2 12
Vi F X
Importante: Temos portanto, a seguinte relacéo notavel:
VF =p/2

Equacédo reduzida da parabola de eixo horizontalégtice na origem:

Observando a figura acima, consideremos os poR(p&, 0) o foco da parabola, e
P(x,y) - um ponto qualquer da pardbola. Considerasda definicdo acima, deveremos
ter: PF = PP

Dai, vem, usando a formula da distancia entre jgoshdgplano cartesiano:

th—%f +(y -0y’ =J(x+§f iy -y’

Desenvolvendo convenientemente e simplificandopaessao acima, chegaremos a
equacao reduzida da parabola de eixo horizontéitee® na origem, a saber:

y? = 2pxonde p é a medida gmrametroda parabola.

Parabola de eixo horizontal e vértice no pontg,(¥):

19
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Se o vértice da pardbola ndo estiver na origenme nsim ponto (¥ Yo), @ equacao

acima fica:

(Y - Yo)© = 2p(X-Xo)

Parabola de eixo vertical e vértice na origem:

Na&o é dificil provar que, se a parabola tiver eértia origem e eixo vertical, a sua

equacao reduzida sera:

x? = 2py

Parabola de eixo vertical e vértice no pontg,(y):

Analogamente, se o vértice da parabola ndo estaverigem, e, sim, num ponto),

a eguacao acima fica:

(X - X0)* = 2p(Y - })

FUNCAO QUADRATICA:

Consideremos a funcéo real de variavel real fnétipor f(x)= X.
O dominio da funcéo é R, ja que qualquer nimeildesaquadrado.

Todo o numero real tem imagem néo negativa, istx);0,

para todo o x real , logo, a curva que represefiagio f +
num referencial ortogonal encontra-se na zona icaao 2
plano, representado ao lado, e toca o eixo dassasna "

origem do referencial visto qué=D, isto é f(0)=0. depois N

decorre que o contradominio da funcdg&eRo minimo da

funcéo é zero.
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A curva que representa a funcgéo quadréatica f&¢hamamos parabola e o ponto (0,0)
representa o vértice da parébola.

Como numeros simétricos tém o mesmo quadrado, pamsleamcluir que
f (-x) = (-x%) = ¥*=f (x), para todo o x R. diz-se por este motivo que esta funcéo é
uma funcéo par. A nivel gréafico vé-se que uma fargfar quando o grafico dessa

mesma funcao é simétrico em relagdo ao eixo damadas (eixo yy).

Definicdo de funcao par:

Uma funcéo f € denominada par quando f(x)=f(-xjapgado x do Dom f.

Grafico de uma parabola:

Observando o grafico de y Z,xoncluimos ainda que:

» fé crescente no intervalo [Opf; ou seja, sendo a e b nimeros reais positivos
tais que a < b, entéd a b

» f é decrescente no intervaled]-0], ou seja, sendo a e b nimeros reais
negativos tais que a < b, entdc-a’;

* 0 grafico desta funcéo de dominio R € uma “linhatioma”, o que nos sugere
gue € uma funcado continua no seu dominio.
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Funcdes do tipo y = & com aec R\{0}:

Podemos analisar varias parabolas para ver agni@s entre elas.

Para & 1 teremos por exemplo:

. y=x
. y:2x2
. y:3x2

e obteremos os seguintes dados e respectivosagafic
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Para 0 < & 1 podemos obter os seguintes valores e graficos:

Para a < 0 iremos obter as seguintes parabolas:
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Da andlise feita, podemos concluir que os grafiessfuncdes do tipo y=3xa# 0
sdo pardbolas com a concavidade voltada para eirma& $ositivo e voltada para baixo

se a é negativo.

Se |al] > 1, a parabola é mais estreita, isto épsesrus ramos mais proximos do eixo
de simetria do que a parabola de equacdo? = x

Se0<|a]<1,, aparabola é mais larga, igen€ps seus ramos mais afastados do

eixo de simetria do que a parabola de equagac®y = x

Funcdes do tipo vy =3+ k, com ke R:

Analisemos agora, por exemplo, o comportamentdutgdesy, = X’ + 3ey; = X — 5,

Comparemos os valores obtidos por estas funcée®satay; = X-.
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4 7 -1

9 12 4

Funcdes do tipo v = ( x — if)com he R:

Representemos, por exemplo, as fung@ies(x — 4f eys = (x +6), comparando os

seus graficos com o ge = X

./ vértice do

"%

gréfico dey, = (x — 4 encontra-se no

em x = 4.

T T T .
1 2 3 4 5 5] 7

ponto cuja ordenada € zero, ou seja,

Analogamente, o vértice do gréficode= (x +6) encontra-se em x = - 6, ou seja no

ponto (- 6, 0)
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Podemos entédo concluir, apés observacao do gréfieono caso da funcao

y4 = (x — 4¥ obtém-se fazendo uma translac&o do grafice X%, associada ao vector
w(4,0).

Funcées do tipoy = a (x - ¥ k:

Vejamos agora como obter, por exemplo, o grafictudedo definida por
y =-2(x-4%—1a partir do gréfico dg = X’.

1° PassoDesenhar a funcdo= x°. \ g

22

2° PassoMultiplicar a funcéo anterior por 2 para obter
funcdoy = 2.

3° PassoFazer a translagao associada ao vector de

coordenadas (4,0). A parabola vai deslocar-se 4 i \
unidades para a direita. Obtemos assim a funcao /

y=2(x—4F /
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4° PassoFazer a translagao associada ao vector fle | /
coordenadas (0,1). A parébola vai deslocar-se 1 “

unidade para a cima. Obtemos assim a funcao 3]

y=2(x-45+1

5%PassoPor ultimo basta fazer a simetria da

parabola que temos neste momento emrelagéo o v 77 T Ty T s
eixo das abcissas (eixo dos xx), para obtermos &

finalmente o gréfico da funcdo=- 2( x — 4 §- 1 2]

Funcoes do tipo y = &4 bx + ¢, com & 0:

Como acabamos de ver, se a funcao quadraticafiarddepor uma expressao da forma

y=a(x-hf+k coma, h, kRea#0
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o0 vértice da parébola determina-se de forma ime@igtodemos facilmente indicar
como pode ser obtido o grafico dessa funcéo & dasparabola de equacéo y% x

* Mas como proceder se a funcao for definida por expeessao do 2° grau, com
aformay = axX+ bx + g sendo a, b, €R e a% 0?

* Quais serdo as coordenadas do vértice da parabola?

* E qual é o seu eixo de simetria?

Vejamos:

Os pontos em que a curva intersecta a recta pbtém-se resolvendo o seguinte

sistema de equacgoes:

ax* + bx 4 ¢ ﬁic=m=+bx+cﬁ[x(a1:iix}=ﬂﬁ[x={]vx: _g
y=c¢ y=c y=c L
y=¢
b
As solucdes sdo 0 e
b

A abcissa do vértice é o valor médio entre (ze -

Vem entao:
0+ (— E) b
o= ?az_ﬁ

Assim, se considerarmé$x) = ax’ + bx + ¢ as coordenadas do vértice da parabola s&o

b

(207 (-33))

. . . , , r= —
e 0 eixo de simetria da pardbola é arécta a .

Exemplo:
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Obtencéo do vértice da parabola de equacédo B oz ¢ ° B

y=-xX+8x—-20

Resolucao:
Os pontos de interseccéo d rectay =- 20 com a 10

parabola tém de abcissa as solu¢cbes da equacao 7

X2 +8x—20=-202-%x°+8x=0&

& X1=0Vx=8

O vértice tem portanto abcissa 4.
Depois de conhecida a abcissa basta substituir na
equacdao o valor de x e encontra-se o valor de y.

Neste caso o vértice vai ser (4,-4).

Sinal da funcdo quadratica:

Uma funcédo quadratica pode ser positiva em todewodominio, negativa em

todo o seu dominio ou ter uma parte positiva eaonggativa. Vamos entdo estudar o
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sinal da funcdo quadratica que € o mesmo que degaros intervalos de mais amplos
em gue o grafico esta “acima” do eixo dos xx owafah” do eixo dos xx.

Quando uma funcgéo deste tipo tem dois zeros, ssfEgam no grafico a parte

positiva da negativa, isto €, o eixo dos xx € g#ptado duas vezes pela parabola.

Para se estudar o sinal da funcédo tem de se asesg esta tem zeros. Como
estamos perante uma funcdo quadratica vamos uBamala resolvente em que a

expressab’ - 4acchama-se binémio discriminante e representa-sa pd#-se delta ).
Entdo A =b*- 4ac

1. se A >0 a funcdo tem dois zeros e o grafico tem uma pgarsitiva e outra
negativa,

2. se A =0, a funcdo tem um zero e o gréfico esta situadratdo eixo do xx
ou “abaixo” do eixo dos xx, interceptando-o apemas ponto que sera o seu

vértice;
3. seA < 0a funcédo ndo tem zeros e o seu grafico esta “dawmndabaixo” do
eixo dos xx.
Caso 1:
// \\\
VA
“ / \
: e \\
o 1 2/ 3 4 B 7
/ \

Caso 2: \ ] /
\ \ /
\ ) /
\ | /
\ ‘ /
A |
Caso 3 SO ,/ /
5 = 1 > u‘)\(/ 1 2 3 /
; Voo
\ /
3 \ J
N /
/30
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5. HIPERBOLES

A hipérbole é uma seccédo de uma superficie cdigcaevolucao por um plano
que corta todas as geratrizes menos duas, por&sitdamente paralelo a duas
geratrizes, ou seja, a hipérbole é o lugar geoométtos pontos de um plano tais que €
constante a diferenca, em modulo, das suas diatacdilois pontos fixos desse plano,
chamados focos. Essa constante tem de ser infedistancia entre os focos.

dz

d

Estudo Analitico:

O estudo analitico faz-se melhor usando o eixabassas a rectaff,

orientada de fpara k, e para eixo das ordenadas a mediatriz gleJ[F
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Problema:

=» Caso Particular:
|d1-d2|:3 efifz =5

5 5
Tem-se F1=,0) e F2=(-z, 0). Sendo P(x,y) um ponto da hipérbole vem,

5 3 5 3

:I(x—i) + % - ‘I(“E) + y2= 13
|d1-d2|=3> ~ \

E uma condic&o que define analiticamente a hipérbol

Isolando um radical,
5V 5

(=3 + 2= 2ae [(s3) 4 2
W W
e quadrando ambos os membros,

5\3 [/ 52 [ 5\’

—Z}y =9+s] z 72 + =

( 2) + ﬁ,(ﬂz) £yt xhs)

Desenvolvendo os quadrados dos bindbmios,

r 512
-5x=91%6 I(x+§) + y*+5x

w
prova-se que nao se introduzem solucdes estrardi@éra-se a igualdade,

’ 512
-9 —10x= *6 (x+§) + 2

W
Quadrando de novo ambos 0os membros,

(-9 —10x)? = (J_rﬁ
v

E simplificando a equagéo, obtém-se,

16x2* — 9y2 = 36

Que é equivalente a inicial.

Esta equacao pode-se ainda escrever na forma,

lex* 9y*

BT ET
Ou entdo na forma,

1
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53 },: -1
—=1 = 933
* , ou seja,(%) ’

X

(2]
ot
S

(2]

9
1

Que tem o0 nome de equacdo reduzida da hipérbole.

=>» Caso Geral:

Consideremos um referencial ortonormado, de moeéasgja =(c, 0) e B=(-c,
0), sendo 2c a distancia focal.

Seja P (x,y) um ponto genérico da hipérbole e @egecc.

Por definicdo, |0~ | = 2a, donde,

VaE+P+ 57 - Jr-a*+ y =t
Condicdo que define a hipérbole.

Isolando o primeiro radical,
Jr+oB+ y2=x2a+ Jx—c)@+ y?

E quadrando ambos os membros,
(Va+or+ %) =(22a+ JG—oF + %)
Obtém-se,

(x+e)3+ yi=4a% +40/(x — )3 + Vi (x— )3 + 3
E simplificando,

(x+c)2=4a? +4a/(x— ) + y2 4 (x—0)?
Desenvolvendo os quadrados dos bindbmios,
¥3+2xc+ c® =4a® t4a/(x —c)F+ yI+ x%—2xc+ cF
Que simplificando d4,

4xc —4a® = +4a/(x — )2 + %

Ou seja, dividindo tudo por 4 da,

xc—a* = taflx —c)* + *

Quadrando novamente obtém-se,
(e —a?)® = (ra /G- + 7).

Ou seja,
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x3c? - 2xca® + a* = a*{(x—c)* + y?)
<:>(C: — a: }:X:: — a:},: — ﬂ:(cz — a::}

&

Mas, como 0<a<c, a expressdo— a* é positiva, logo pode-se fazer—a* = b* e a

equacao transforma-se na condicdo equivalente,

Ou seja,
.'X.'= }:_ z z z
= b_z_if\b = f

E a equacdo reduzida da hipérbole visto que sam@vequivalente a condi¢&o inicial.
Das constantes a, b, ¢, sabemos por enquantodqumositivas, que ¢ é a semi distancia
focal, que a<c por definicdo, que b<c por constggues* = a* + b* logo podem

ser medidas de lados de um triangulo retangulo.

Discussao da equacao reduzida de uma hipérbole:

A equacéo reduzida € dada por,

(2]

12 .
— J =1
a3

u|

* A curva correspondente tera de ser simétrica emgdelao eixo dos xx e em
relacdo ao eixo dos yy, visto que x e y estdo dieva expoente par. Isto €, se
um ponto P=(x,y) pertence a hipérbole, entdo osasapx,y), (X, -y) € (-X,-y)
também pertencem a conica. Conclui-se assim queva € a reuniao de dois
ramos e também é simétrica em relacao a origeraataidenadas.

e Exprimindo y em fungéo de x, obtém-se,

F= —ax* — g* F= ——afxt — g
2 7V J 7"

Logo a hipérbole é a reunido dos gréaficos destas fluncoes.

Na primeira, os valores de y sdo sempre positivasutos, logo o grafico
correspondente é a parte da hipérbole situadaaaddneixo dos XX ou no eixo.
Analogamente, a outra equacéo define a parte @adule abaixo do eixo dos
XX.
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O dominio de qualquer uma destas func¢des é dado por

¥zt d=xyz=lgl<==xzavy=—-a (a=0)

D=]—o0,—a] Ula +oo[

Isto significa que ndo pode haver pontos da higérbatre as rectas x=-a e x=a,

logo a hipérbole ndo intersecta o eixo das ordenada

0]

da

Parax = +a vem y=0 em qualquer das equacdes, 0 que mostraso@s
graficos (acima e abaixo de OX) cortam o eixoalagssas por pontos;¥a,0)
e V,=(-a,0), chamados vértices da hipérbole.

b = _=
Como, além disso, as expressé&?s"'x “" definem funcdes continuas no seu
dominio, concluimos que cada ramo da hipérbole alurha continua.

A medida do comprimento de {V;] eixo transverso da hipérbole, é
precisamente igual a 2a, valor constante ge,|d

lim —vx%—a?= 4w lim ——vx%—a%®= —ow
xoto @ ex~ta a logo qualquer dos ramos da
hipérbole é uma linha aberta.

Informacgdes dadas pelas derivadas:

— b x e ab
},=E.rx:_a: y == ———— }'r:_,:_a‘f:n
De 1 , vem @ yx*i-g%e Vx* —a?)

Estudo da Monotonia:
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=00 -d a Foo

y’ il >
JERNEG O

Quando a 12 derivada € positiva, a funcéo € aneseequando a 12 derivada é

negativa, a funcdo € decrescente.
A 22 derivada ao ser negativa mostra que a cot@d®ivoltada para baixo.
Por simetria em relacéo ao eixo das abcissasluesgcfacilmente qual o
tracado dos dois meios ramos inferiores.

« Ainterpretacdo geométrica do valor de b resulteetigdoc* = a* + b* que
traduz o Teorema de Pitagoras aplicado ao triangatejado na figura. (Para se obter o
tridangulo, traca-se as assintotas, ou seja, ceréatangente no veértice por um arco de
raio ¢ e centro O=(0,0) .)

O segmento [@B;,] chama-se eixo ndo transverso da hipérbole. Tangbém

medida def:1 5z, que € 2b, se pode designar por “eixo ndo trassVevé-se ainda que
B1=(0,b) e B=(0,-b).

Assimptotas:

» Vé-se facilmente que a curva ndo tem assimptotéisais, mas tem assimptotas

obliquas. Comeca-se por estudar a funcao defiruda p
b

= =y/x*-a
y=ow

quandcx — +oo

Declive da assimptota:

.y . Vx*—a? , ]xz —a? b
lim == — lim —— = — lim [———= —
x—++oo X 2 x—+Fo X Qx—++too W e o
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Ordenada na origem da assimptota:

. b —— b b, == b, x*—a® —x*
lim |- vx*—a?——x|= - lim |vx%—a? - x] = — lim | ———| =10
x—=t+om | & @ @ x—atoc @

Entao,

b
y=-x

Agora quande — —%  nota quer = —vx*,
Declive da assimptota:

lim({x = —e) [yfx= b/a lim—(x = —x) Y(xT2-a"2)/x] = bfa lim—{x = —wx0) — V(xT2

Ordenada na origem da assimptota:

P ——— b b . x*—a®—x7
lim |- v¥x*-a%4—-x|=-lim t————=10
x——m |2 a Ax——e= Vel —p? —x

b
Logo,” = " a*
b M= =
o . = —— Jx® - gt
Trabalha-se com a funcéo definida [})or a e encontra-se a
b b

Y=72% quandox — +o |

. T ==X
assmptot& a  , quandoxr = —w e
Conhecendo a e c, € muito facil construir as agsitag, basta cortar as rectas
X=a e x=-a por um arco de centro O e raio c.

Os pontos obtidos, de coordenadas (a,b) e (-a&lkenrem a assimptota
b b

= —x f= ——x .
> & e} & respectlvamente.

Excentricidade:
A excentricidade de uma hipérbole é o quocientgistancia focal pelo eixo

transverso.

2c ©
. , E == —
Numa hipérbole, 2a a, e>1.
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Quanto maior € a excentricidade maior é a “ab&frtdos ramos da hipérbole.
Sendo, por definicdo, c>a, a excentricidade duipérbole € sempre maior que 1.

No caso limitez = 1 |ogo 2a = 2¢ | ou seja, o valold:s —dzl — B E .

A hipérbole degenera entdo em duas semi-recteserd&los opostos, uma com

origem em I;, outra em [

Quando se tem a=b (semieixo transverso igual @&otra@sverso) chama-se

hipérbole equilatera e € um caso particular daérbgdes. Assim sendo, os declives das

b
assimptotas sé$E, a hipérbole equilatera tem por assimptotas rqogsendiculares

de declive +1 e -1, ou seja, as bissectrizes daslrgates, caso a hipérbole tenha o

centro na origem.

A equacéo reduzida desta hipérbole equilatera €,

53 -2
— }—. =1
as o

Ou seja,

13— J.-‘= = q®

Onde a é o semieixo transverso.

C=
Sendcc® = a®*+ b* yvemc® = 2a* dondea® —

Logo, a excentricidade duma hipérbole equilatey® & 1.414 ....
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6. ACTIVIDADES

6.1.Actividade para construir uma elipse

YV V. V V V

Usa-se o0 “processo do jardineiro” que o desenperswpara tracar uma elipse.
Supde-se que o cordel tem 10cm (livres) e quearepes distam 8cm.
Procura-se:

Pontos da linha equidistantes dos dois punaises

Pontos da linha que distam 10 cm um do outro

Pontos cujas distancias aos dois punaises tenmmsz senor que 10
Eixos de simetria da linha

Pontos cujas distancias aos dois punaises somem 8 ¢

No GeoGebra:
» Construir uma elipse, colocando os focos A e B;
» Colocar um ponto sobre a elipse, D, para se podemnentar;
* Fazer o segmento AD (renomeado por a) e 0 segnitrenomeado
por b);
* Soma das distancias € a soma dos dois segmentomésraa para
gualguer ponto D sobre a elipse, s=a+b.
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6.2.Actividade para construir uma parabola

Numa folha de papel marca-se uma recta e um pofura dela.

Dobra-se o papel, de modo que F coincida com umopgualquer da recta e
vinca-se bem a dobra. Repete-se a operacdo usdeamtes pontos da recta. Os

vincos ficam todos tangentes a uma parabola quegda delinear-se no papel.

Procura-se:

» O ponto da curva mais proximo de d
» Os dois pontos X tais que XF é paralelo ad

Qual a distancia entre estes dois pontos?

No GeoGebra:
* Desenha-se 0 ponto A;
» Desenha-se uma recta directriz que passa pelo poafeelo ponto C, a recta a;

e Construir uma parabola com foco em A,

40



FCTUC FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE DE COIMBRA

» Desenha-se um ponto D sobre a parabola;

» Desenha-se a recta perpendicular a recta diregtezpassa por D, a recta b;

* Encontra-se o ponto E, de intersecc¢do entre asrdo@s a e b;

» Tragar o segmento DE, o segmento d;

» Depois o segmento DA, o segmento e;

* Oculta-se a recta b;

* Movimenta-se o ponto D sobre a parabola e verdgeague a distancia dos

segmento d e e tém a mesma medida de comprimento.

Outra actividade no GeoGebra:

» Desenha-se uma recta a que passa pelos pontos A e B

e Oculta-se os pontos A e B;

« Desenha-se um ponto C fora da recta a e um pongteepertence a a;

« Desenha-se 0 segmento de recta CD;

» Constroi-se a recta mediatriz do segmento de f&dta

» Activa-se o traco a recta mediatriz;

* Movimenta-se o ponto D sobre a recta directriz €eola-se a parabola que vai

aparecendo.

6.3.Actividade para construir uma hipérbole

Com régua e fio.

F e F’ pontos fixos.
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Réguar = FF'

Fio de comprimento f um pouco menor do que r (erdifca r-f tem de ser menor que

ﬁ)

Fixar (punaises ou fita-cola):

>
>

Um extremo da régua em F’

Um extremo do fio em F

Outro extremo do fio no outro extremo da régua

Mantendo o bico do lapis de modo a esticar o fapstado a régua, traca-se
parte dum ramo de hipérbole:

PF +PR=r
FrklEREE .
PF' - PF = r - f (constante)

Troca depois as posi¢des da régua e do fio empaiel@os focos: obteras parte do

outro ramo de hipérbole.

Procura:
a) Um ponto de [FF’] que pertence a hipérbole

b) Dois pontos da hipérbole cuja distancia é r-f

c) Os pontos P tais ngF’ - ﬁ| = FF'

No GeoGebra:

Construir uma hipérbole, colocando os focos A e B;

Colocar um ponto D (por exemplo, ramo do lado th)eipara se poder
movimentar;

Constroi-se os segmentos AD (renomeado por segna@rneoBD (renomeado
por segmento b);

Subtraccdo das distancias € a diferenca dos dgieesgos € a mesma para
qualquer ponto D no mesmo ramo da hipérbole, d=a-b.
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7. CONCLUSAO

Este relatério serviu-nos como suporte para &egglo da apresentacéo de
PowerPoint. Realizamos também algumas actividadéguas exercicios para resolver
com 0S nossos colegas e com a professora (os redesos de momento).

Em relacdo as actividades optamos fazer manuatnsénpara o caso da elipse
pois para as outras tornava-se mais dificil regljzar exemplo o caso da parabola era
fazer muitos vincos no papel e ia ser dificil vedf que surgia uma parabola, no
entanto, como conheciamos um pouco do softwareet&€bra optaremos por
desenvolver mais as actividades no GeoGebra.

Esperamos que todos gostem da nossa apresentalgae achemos muito
extensa mas por outro lado a aula é para 3h. Aga@anais dificil € calcular o que

temos de fazer para o tempo pretendido.
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Editorial O Livro;
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http://www.youtube.com/watch?v=b6tjaf ACCO
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