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ACTIVIDADES MATEMATICAS




CIENCIA MODERNA

» Floresceu no século XVII

Galilei Galilei Johannes Kepler Isaac Newton
1564 - 1642 1571 - 1630 1642 - 1727



CIENCIA MODERNA

» Método Experimental
» Caracter Quantitativo
- Teoria matematica



Metodo Experimental

- Caracter probatorio e demonstrativo
» Nao se satisfaz com deducoes teoricas

- Requer testes, fundamentacoes,
experimentacoes



Caracter Quantitativo

« A fisica de Aristoteles apenas dava explicacoes
qualitativas para os fendmenos observados

- A ciéncia antiga procurava explicar PORQUE
uma maca caia de uma arvore.

- Galileu estava mais interessado em saber COMO
a maca caia ignorando quaisquer justificacoes
qualitativas

e Procurou uma descricao matematica para
eventos tais como o movimento de queda livre
de um corpo



Teoria Matematica

 Isaac Newton

- Permite fazer previsoes e explicar uma grande
variedade de fendmenos

- O trabalho de Newton combinou as leis
observadas de movimento planetario de Newton
com as leis da mecanica que aparentavam
governar os fenOmenos terrestres

- Gravidade, movimento planetario e marés



DA GRECIA A GALILEU

- Galileu comecou o seu investimento na
Astronomia em 1609

» 1609 - um fabricante de lentes holandés
descobre como alcancar grandes ampliacoes ao
combinar duas lentes de uma forma especial
num longo tubo

- Invencao do Telescopio



DA GRECIA A GALILEU

« Galileu procurou entao construir o seu proprio—_ -
telescopio |
- Conseguiu triplicar a ampliacao conhecida

- Dominou os problemas de polir as lentes e
experimentar diferentes arranjos das lentes no
tubo

- Conseguiu atingir ampliacoes 33 vezes
superiores

» Grande evolucao no mundo da Astronomia



DA GRECIA A GALILEU

» Viu as faces da Lua: tinha montes e vales e nao
era uma esfera perfeita como conceblda pela
teoria Aristotélica -




DA GRECIA A GALILEU

- Observou manchas solares mostrando que
também o Sol nao era perfeito

Dl Sig. Calies Gl



DA GRECIA A GALILEU

- Estas observacoes chocaram os seus
contemporaneos pois contradizia concepc¢oes
existentes ha séculos sobre a natureza do
Universo

- Aristoteles e Ptolomeu

» Terra era o centro imoével do universo que era
concebido como uma enorme esfera celestial que
girava em torno da Terra e onde todas as estrelas
estariam fixas



EEEEEEEEEE———
DA GRECIA A GALILEU

- Teoria Geocéntrica
 Prevaleceu por quase dois milénios

- Apoiada por quase todos os académicos, Igreja
Catolica, Igreja Luterana e lideres Judeus




DA GRECIA A GALILEU

» Teoria Heliocéntrica

- Proposta por Aristarco de Samos no século II1
a.C.

- Trabalho ignorado
- Colocava o sol no centro do universo



EEEEEEEEEE———
DA GRECIA A GALILEU

» Teoria recuperada numa forma modificada 1800
anos depois por um jovem estudante polaco

- Nicolau Copérnico
- Argumentou que todos os planetas incluindo o

nosso, se moviam em esferas concéntricas (com
ligeiras modificacoes) em torno do Sol

e dﬂ-!- E#-f.l"a(q,s




E——— |
DA GRECIA A GALILEU

Orle ES O * N e OCG

- Argumento devastador contra apoiantes da

Teoria Geoceéntrica

= (Galileu descobriu quatro luas que orbitavam o
planeta Jupiter

= Se Jupiter um planeta possuia luas entao a Terra
poderia e deveria também ser considerada um
planeta

» Estas luas de Jupiter nao orbitavam a Terra, o
presumivel centro do universo



MELHORANDO O TELESCOPIO

« Meio século depois de Galileu

- Newton recorreu ao seu génio para melhorar o
instrumento




MELHORANDO O TELESCOPIO

- Telescopio de Galileu

s telescopio refractor que dobrava os raios
luminosos por meio das lentes

o Tinha duas deficiéncias

- O vidro usado para as lentes tinha de ser de alta
qualidade e sem falhas para minimizar distorcoes

- A flexao dos raios luminosos separa as cores
contidas na luz branca introduzindo uma distorcao
chamada aberracao cromatica



MELHORANDO O TELESCOPIO

= O primeiro problema foi eliminado

s Segundo problema foi reduzido usando um
espelho em vez de uma lente



MELHORANDO O TELESCOPIO

» Telescopio de Newton

= telescopio reflector com um espelho para captacao
de luz em vez da lente usual

- Newton era estudante e admirador da Geometria
grega

- Sabia que a melhor forma para o espelho seria a
forma parabolica



MELHORANDO O TELESCOPIQ ——
<3

- Parabola (/ ‘W )

= Vértice % R
VA

= Eixo de Simetria <
= Foco k
- Raios luminosos que ao embater na superficie
concava da parabola sao redireccionados e
acumulados no foco
- Dificuldades para construir espelho parabélico




MELHORANDO O TELESCOPIO

« Usou espelho estérico em alternativa
« Acumula os raios luminosos no centro da esfera

- Mas para isso o observador teria que estar
colocado no centro da esfera bloqueando a
entrada de luz




MELHORANDO O TELESCOPIO

« Colocou espelho esférico na base de um cilindro
para o espelho reflectir os raios luminosos que
entrassem para o foco

- Para ver a imagem colocou um pequeno espelho
plano perto do foco para reflectir a imagem para

a parte lateral do telescopio

__




MELHORANDO O TELESCOPIO

» Quatro anos depois

- Cientista frances Cassegrain

- Concebeu espelho parabdlico

- Telescopio: primeira aplicacao tecnologica da
propriedade focal das parabolas



SECCOES CONICAS

- Conica
» Curva gerada na interseccao de um plano que
atravessa um cone

- Tres tipos de seccoes conicas
= Elipse
» Parabola
» Hipérbole
- Descobertas destas seccoes remetem-se ao
tempo dos Gregos






JOHANNES KEPLER

« Brilhante matematico

- Desenvolveu teoria mistica para o sistema solar
relacionando os seis planetas conhecidos (na
época) com os cinco solidos platonicos

- Precisou de dados astron6micos rigorosos



JOHANNES KEPLER

- Tycho Brahe possuia esses dados

- Passou 20 anos a fazer registos extremamente
rigorosos das posicoes planetarias e das posicoes
de 1000 estrelas

- Kepler tornou-se seu assistente

« LEIS DE KEPLER



JOHANNES KEPLER

- Lei das trajectorias elipticas

= A Orbita de cada planeta € uma elipse com o sol
no seu foco

O -




JOHANNES KEPLER

» Leil das areas

» Durante cada intervalo de tempo o segmento de
recta juntando o sol e um planeta cobre uma area
igual em qualquer lugar da sua orbita eliptica

oo e
¢ ¢ I=



JOHANNES KEPLER

- Lei do tempo

= O quociente do quadrado do periodo orbital
pelo cubo do semi-eixo maior é constante

Planeta P (anos) a (UA) P2/a3
Mercurio 0.24085 | 0.387099 1.000063
Vénus 0.61519 | 0.723326 1.000038
Terra 1.0000 | 1.000018 0.999946
Marte 1.8807 | 1.523638 0.999985
Jupiter 11.861| 5.20248 0.999106
Saturno 29570 | 9.56329 0.999725
Urano 84.746 | 19.2937 0.999981
Neptuno 166.57 | 30.2743 0.999934




UNIFICACAO DE NEWTON

- 50 anos depois da morte de Galileu

- Newton virou a sua atencao para alguns dos
problemas que ocuparam Galileu e Kepler

» Problemas de mecanicas terrestre e celestial

» Principia

» Uniu as duas mecanicas numa ciéncia
matematica dedutiva



UNIFICACAO DE NEWTON

 No espirito dos Elementos de Euclides definiu
termos como massa, forca, inércia e momento

» Trés leis de movimento
- Conduzindo a lei da gravidade



NOVAS GEOMETRIAS PARA MEDIR O
UNIVERSO

- Geometria Euclidiana

- Postulado das paralelas nunca foi provado
= Geometrias nao euclidianas
= Geometria hiperbodlica
= Geometria eliptica



- Seccoes conicas desempenharam um papel . =)
fundamental na evolucao da ciéncia

- Fundamental para o estudo da fisica, 1 <
astronomia, arquitectura e engenharia 3 <

- Aplicacoes em varias vertentes do dia-a-dia




Actividades tht

Elipses

 E o lugar geométrico dos pontos de um plano tais
que € constante a soma das suas distancias a dois
pontos fixos, desse plano, chamado focos.

* dq + d, = constante;

- F1 e F, sao os focos;

- F1F, é a distancia focal;

» [PF{] e [PF,] sao raios
focais




» 2¢ ¢ a distancia entre os focos;
- P € um ponto da elipse;
- PF, + PF; = 2a com a constante e a > c;

* F1(c,0), F(=¢,0), P(x, y)
e d; =PF =/(x — )2 + y?
o+ dy =PF, = /(x + )2 + y?

° d1+d2:2a



Actividade no GeoGebra

No GeoGebra:

 Construir uma elipse, colocando os focos A e B;

 Colocar um ponto sobre a elipse, D, para se
poder movimentar;

- Fazer o segmento AD (renomeado por a) e o
segmento BD (renomeado por b);

- Soma das distancias € a soma dos dois

segmentos é a mesma para qualquer ponto D
sobre a elipse, s=a+b.



tJ(x—0)2+y2 +J(x+ )2 +y% = 2a
- Isolando um radical e elevando ambos os
membros ao quadrado obtemos sucessivamente:

(\/(x +c)? + yz)z = (Za —J(x—0)?%+ yz)z
o af(x—c)2+y2 =a?—cx
» Voltando a elevar ambos os membros ao
quadrado:
a?(x? —2cx + 2+ y?) = a* + ?x? — 2a%cx
& (a? — c?)x? + a’y? = a*(a® — ¢?)




« Como a > ¢ podemos escrever

a? — ¢% = b°
de onde resulta a equacao
b°x% + a%y? = a?b”
: Dividindo os dois membros por a?b?, obtém-se

—1/\b=a—c

que é a equacao redumda da elipse.




 Das constantes positivas a, b, c podemos afirmar
que:
“*a > c pela definicao de elipse
“a > bvisto que a — ¢ = b*

. a? = b* + ¢2, logo os trés nimeros podem ser
medidas dos lados de um triangulo.



Estudo analitico:

Adopta-se um referencial ortogonal xoy tendo, por
exemplo:

» A origem no ponto médio de [F,F]
- O eixo das abcissas coincidente com F,F;
(orientado de F, para Fq)

»A maxima corda da elipse chama-se eixo maior ;
»A menor corda chama-se eixo menor .




Discussao da equacao reduzida de uma
elipse

» A equacao reduzida é dada
por,

Semi-eixo maior=a;
Semi-eixo menor = b
Semi-distancia focal = ¢
a’® = b? + c?

0 é o centro de simetria
A, A’ B, B’ vértices




» O dominio é dado por x* < a?, ou seja,
x| <ae —a<x<a.
Dominio = [-a,a] (a positivo)

« Parax = tavem y = 0 s elipse passam

em (a,0) e (—a,0).
“ b : -

- As expressoes + Z\/ a? — x? definem funcoes
continuas no seu dominio

- A elipse ¢ uma linha continua e fechada cujo eixo
maior mede 2a.

» A expressao Va? — x% toma o maximo valor para
x=0deondey=bey=-b

- A elipse passa em (0, b) e (0, —b) e que o eixo
menor da elipse mede 2b.




Estudo da monotonia:

b
3y=;\/a2—x2; 2 0 &
r_ b —x il e U O <
° Y :_X,/z >
L, ve Qe S B
ey = — <0 U5
J@=:2)
b 2 2 a
«y=—-Va? — x?
o 5 Gpen VOO i ¢
° = - X
Y =3 Ja2—x2 Ve 2 @



Excentricidade

A excentricidade de uma elipse € o quociente da

distancia focal pelo eixo maior:
2c ¢
e = — = —
2a a
cc<a=e<l1



Caso particular

» Se o0 eixo maior da elipse for igual ao eixo menor,
entao a elipse € uma circunferéncia.

» Nesse caso a = b logo ¢ = 0, ou seja, a distancia
focal é nula e os dois focos estao coincidentes com
o centro da circunferéncia.

« Numa circunferéncia, a excentricidade é nula

visto que 2 = 0.



- Quanto maior ¢ a excentricidade de uma elipse
(mais perto de 1), mais alongada é a curva e
portanto mais se afasta da forma da
circunferéncia:

» Quando e — 1, a elipse tende para um segmento
de recta com os focos nos extremos.



Outra forma de escolher o
referencial:

Elipse com eixo maior vertical

 Se colocarmos os focos sobre o eixo das ordenadas e o
centro da elipse na origem, temos sucessivamente:
F{F, = 2c; eixo maior igual a 2b
“*PF{ + PF, = 2b, sendo P um ponto qualquer de elipse e

sendo b > c.
« Neste caso tem-se
b* = a% + ¢ = a? = b* — ¢?
» A excentricidade é dada por e = % < 1. A equacao

reduzida da elipse é
X2 2

y
a2+b2=1 (b > a)




Actividades Matematicas
- As Conicas

Parabolas




Actividades tht

Parabolas

Definicao do dicionario:

Curva plana, cujos pontos sao equidistantes de
um ponto fixo (foco) e de uma recta fixa
(directriz) ou curva resultante de uma seccao
feita num cone por um plano paralelo a geratriz.



Actividades Matematicas

Parabolas

Definicao matematica:

Considere no plano cartesiano xOy, uma
recta d (directriz) e um ponto fixo F
(foco) pertencente ao eixo das abcissas
(eixo dos xx), conforme figura ao lado.

Denominaremos PARABOLA, i curva
plana formada pelos pontos P(x,y) do
plano cartesiano, tais que

PF = Pd onde:

PF = distancia entre os pontos P e F

PP' = distancia entre o ponto P e a recta d
(directriz).

- As Cobnicas

d t¥
P P(x.¥)
P /P
2 |2,
L' F x

Importante: Temos
portanto, a seguinte
relacao notavel:

VF =p/2



Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Actividade no GeoGebra

No GeoGebra:
-Desenha-se o ponto A;

-Desenha-se uma recta directriz que passa pelo ponto B e pelo
ponto C, a recta a;

«Construir uma parabola com foco em A;
-Desenha-se um ponto D sobre a parabola;

-Desenha-se a recta perpendicular a recta directriz que passa por
D, arecta b;

-Encontra-se o ponto E, de interseccao entre as duas rectas a e b;
*Tracar o segmento DE, o segmento d;

*Depois 0 segmento DA, o segmento €;

«Oculta-se a recta b;

-Movimenta-se o ponto D sobre a parabola e verifica-se que a
distancia dos segmento d e e tém a mesma medida de
comprimento.



Actividades Mtnt

Parabolas

Equacao reduzida da parabola de eixo horizontal e
vértice na origem:

Observando a figura acima, consideremos os pontos:

F(p/2, 0) o foco da parabola, e P(x,y) - um ponto qualquer da

parabola. Considerando-se a definicao acima, deveremos ter:
PF = PP’

Dai, vem, usando a fé6rmula da distancia entre pontos do

plano cartesiano:

J{x-%}ﬁ +(y=0)3 =qu+§}3 +(y =)’


http://www.algosobre.com.br/images/stories/matematica/parabola_02

Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas

Desenvolvendo convenientemente e simplificando a
expressao acima, chegaremos a equacao reduzida da
parabola de eixo horizontal e vértice na origem, a saber:
y2 = 2px onde p € a medida do parametro da parabola.



Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Consideremos a funcao f(x)= x2.

D=R
f(x)=0
a funcao quadratica vai i
encontrar-se na zona colorida N E
f(0)=0%=0
contradominio é R*
minimo da funcao é zero.




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

A funcao f(x)=x2 representa uma curva
chamada parabola

Neste caso o vértice da parabola é o
ponto (0,0).

Numeros simétricos tém o mesmo
quadrado, logo

f(-x) =(x?) =x2=1{(x),

para todo o x € R, € uma funcao par.



Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

A nivel grafico vé-se que uma funcao é

par quando o grafico dessa mesma \/

funcao € simétrico em relacao ao eixo
das ordenadas (eixo yy).

Definicao de funcao par:
Uma funcao f é denominada par
quando f(x)=f(-x), para todo x do Domf.




Actividades Matematicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Grafico de uma parabola:

Observando o grafico de y = x2,
concluimos ainda que:

f é crescente no intervalo [0, +x[, ou
seja, sendo a e b nameros reais
positivos tais que a < b, entao a2 < b?;
f é decrescente no intervalo ]-o, 0], ou
seja, sendo a e b nameros reais
negativos tais que a < b, entao a2 > b?;
-0 grafico desta funciao de dominio R é
uma “linha continua”, o que nos sugere
que é uma funcio continua no seu
dominio.

- As Cobnicas




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Funcoées do tipo y = ax?, com a e R\{o}:

Podemos analisar varias parabolas para ver as diferencas
entre elas.

Para a > 1 teremos por exemplo:

o y=X2
o y:2X2
o y=3X2

e obteremos os seguintes dados e respectivos graficos.



Actividades Matematicas
- As Conicas

Parabolas - Funcdao quadratica




Actividades Matematicas
- As Conicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Para 0 < a < 1 podemos obter os seguintes
valores e graficos:




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Para a < 0 iremos obter as seguintes parabolas:




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Se a < 0, a concavidade é virada para baixo;
Se a > 0, a concavidade é virada para cima;
Se |a| > 1, a parabola € mais estreita;

Se 0 < |a| < 1,, a pardbola é mais larga



Actividades Matematicas
- As Conicas

Parabolas - Funcdao quadratica
y, =Xx*
y, =X*+3
y;=X*—5




Actividades Matematicas

- As Conicas
Parabolas - Funcdao quadratica
y, =X
y,=(&x—4)*
ys = (x +6)*
C A B




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Partindo de y =x2 vamos chegar a funcaoy=-2(x-4)>-1.

19 Passo: Desenhar a funcao y = x2.




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

20 Passo: Multiplicar a funcao
anterior por 2 para obter a funcao 3

y = 2X3,




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

39 Passo: Fazer a translacao
associada ao vector de
coordenadas (4,0). A parabola 3|
val deslocar-se 4 unidades
para a direita. Obtemos assim
a funcao 1

y=2(x—-4)




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

4° Passo: Fazer a translacao
associada ao vector de .|
coordenadas (0,1). A parabola
vai deslocar-se 1 unidade para
a cima. Obtemos assim a
funcao

y=2(x—-4)*+1 :




Parabolas - Funcdao quadratica

5°Passo: Por ultimo basta fazer
a simetria da parabola que
temos neste momento em
relacao ao eixo das abcissas
(eixo dos xx), para obtermos
finalmente o grafico da funcao

y=-2(x—4)*-1

Actividades Matematicas
- As Cobnicas




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica
Numa funcio do tipoy = ax2+ bx + ¢, sendo a, b, ce R

» Quais serao as coordenadas do vértice da parabola?
- E qual é o seu eixo de simetria?

Vejamos:

Os pontos em que a curva intersecta a recta y = ¢, obtém-se
resolvendo o seguinte sistema de equacoes:

yv=c y=c¢c V==

2 5 b
[c:r,:::‘-l—b:::—l—r: ﬁ{r,":m:‘—I—bx—l—r:{:}{x(a—l-bx]=ﬂ{z}[x=n V= ——



Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

b
As solucoessdo O e - —
a
. . b
A abcissa do vértice é o valor médio entre o e - —
a

Vem entao:




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Assim, se considerarmos f (X) = ax? + bx + ¢, as coordenadas do
vértice da parabola sédo

e 0 eixo de simetria da parabolaéarecta x = — —
L



Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Exemplo: o
Obtencao do vértice da parabola de equacao B
Yy =-x2+ 8x — 20. o
Resolucao: N

Os pontos de interseccao d rectay = - 20 com a
parabola tém de abcissa as solucoes da equacao
X2+8x—-20=-20~-x2+8x=0%

~x,=0Vx,=8
O vértice tem portanto abcissa 4.

Depois de conhecida a abcissa basta substituir j \
na equacao o valor de x e encontra-se o valor i
dey.

Neste caso o vértice vai ser (4,-4).




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Sinal da funcao quadratica:
A =Db2 - 4ac

- se A >0, afuncao tem dois zeros e o grafico tem uma
parte positiva e outra negativa;

- se A=0,atfuncao tem um zero e o grafico esta situado
“acima” do eixo do xx ou “abaixo” do eixo dos xx,
interceptando-o apenas num ponto que sera o seu
vértice;

- se A < 0 afuncao nao tem zeros e o seu grafico esta
“acima” ou “abaixo” do eixo dos xx.



Actividades Matematicas
- As Conicas

Parabolas - Funcdao quadratica

Caso 1:
2 +
Caso 3: 4 N
Caso 2: .
+ 7 +




Hipérboles -

 E o lugar geométrico dos pontos de um plano tais
que é constante a diferenca, em modulo, das suas
distancias a dois pontos fixos desse plano,

chamados focos.
« Essa constante tem de ser

inferior a distancia entre os
focos.




Actividades tht

Definicao

e |F;P — F,P|=constante .
 F, e F, sao os focos

* F,F, =distancia focal

* [PF,] e |PF,] sao raios focais
* A hipérbole é formada por dois ramos

* O eixo das abcissas normalmente é a recta F; F,,
orientada de F, para F;

* O eixo das ordenadas é a mediatriz de [F, F;]



Actividade no GeoGebra

No GeoGebra:

» Construir uma hipérbole, colocando os focos A e
B;

 Colocar um ponto D (por exemplo, ramo do lado
direito) para se pode movimentar;

» Constroi-se os segmentos AD (renomeado por
segmento a) e BD (renomeado por segmento b);

- Subtraccao das distancias é a diferenca dos dois

segmentos é a mesma para qualquer ponto D no
mesmo ramo da hipérbole, d=a-b.



Adde

Recordar...

>« |dy — d,| = 2a, a constante,0< a<c
 Origem em 0=(0,0)

. F1=(C,O)EF2=(—C,O) /aT\
e 2c é a distancia focal

* Seja P=(x, y) um ponto da hipérbole
d]_:F]_' O e d2=F2' O

Ja=—x)%+ 0 —y1)? —Jx—x2)>+ (y —y2)*> = *2a
(Férmula da Distancia)



Adde

» Consideremos um referencial ortonormado, de
modo que seja F,=(c, 0) e F,=(-c, 0), sendo 2c a
distancia focal.

» Seja P (x,y) um ponto genérico da hipérbole e seja
o<a<c.

- Por definicao, |d, — d,| = 2a, donde,

JE+0)?2+ y2— J(x — )2+ y2 =+ 2a, condicio
que define a hipérbole.




> |solando o primeiro radical,

\/(x+c)2+ y? =+ 2a+ \/(X—C)2+ Ve
* E quadrando ambos os membros,

(\/(x+c)2 + yz)z = (i 2a+ (x—¢)? + yz)
e Obtém-se,
(x + )% + y?
=4a% +4a/(x— )2 + y2 + (x — 0)? + y?

2

* E simplificando,
(x + )% = 4a% +4a\(x—c)®+ y? + (x — ¢)?




Actividades Matematicas
- As Cobnicas

» Desenvolvendo os quadrados dos binémios e
simplificando e dividindo tudo por 4 da,

xc—a? = +a/(x —c)? + y2
» Quadrando novamente obtém-se,
2
(xc —a?)? = (ia\/(x —c)? + yz)
» Ou seja,
x2¢? = 2xca® + a* = a?((x — ¢)? + y?)
&(c? — a?)x? — a?y? = a?(c? — a?)
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» Como 0<a<c, a expressao c? — a® > 0, logo pode-se
fazer c? — a? = b? e a equacao transforma-se na
condicao equivalente,

b2x?% — a?y? = a?b? /\bz — 2 _ g2

» Ou seja,
2 2

X Y 2 2 2
Z =1 /\r’=¢-a
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- Das constantes a>0, b>0, ¢>0 que c é a semi-
distancia focal, que a<c por definicao, que b<c por
construcao e que c* = a“® + b?, logo podem ser
medidas de lados de um triangulo retangulo.



SSSSSSSSSS

Discussao da equacao reduzida de uma
hipérbole:

A equacao reduzida ¢ dada por,
X2y
iR
a b?
- P=(x,y) _ (-x,y), (%, -y) e (-x,-y) também
pertencem a conica;
» A curva é a reuniao de dois ramos, € simétrica em

relacao a origem.



Adde

- Exprimindo y em funcao de x, obtem-se,
b b
_ 2 [2_ 2 — _ —[y2 _ 2
y 0 \/ X a \/ y 0 \/ X a

» Logo a hipérbole é a reuniao dos graficos destas
duas funcoes.

» Quando y = 0, logo o grafico correspondente ¢ a
parte da hipérbole situada a cima do eixo dos XX.

- A outra equacao define a parte da hipérbole abaixo
do eixo dos XX.




Adde

*» O dominio de qualquer uma destas funcoes é
dado por,
x? > a® <=>|x| = |q|
<=>x=2aVx<-a (a>0)

D=]—o,—a] U|a,+ox]|
* Nao pode haver pontos da hipérbole entre as

rectas x=-a e x=a;
* A hipérbole nao intersecta o eixo das ordenadas.
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« Para x = +a vem y=0 cortam o eixo das
abcissas por pontos V,=(a,0) e V,=(-a,0), chamados
vértices da hipérbole;

» As expressoes i%\/ x? — a? definem funcoes
continuas no seu dominio;

- A medida do comprimento de [V,V,] eixo
transverso da hipérbole,|d,-d,|=2a,

b . b
lim =vVx2—a2 = 4+o0e lim —=Vx2 —a?2 = —o
X—+oo a X—+oo a

logo qualquer dos ramos da hipérbole é uma linha
aberta.

- Informacoes dadas pelas derivadas:

b b b
Dey = —Vx2 —a?,vemy' = - ey’ =
a

b a Vx2-a?
<0

J(x2-a2)3




Estudo da Monotonia:

» 12 derivada é positiva, a funcao € crescente;

- 12 derivada é negativa, a funcao € decrescente;

» 22 derivada ao ser negativa mostra que a
concavidade é voltada para baixo;

- Por simetria em relacao ao eixo das abcissas ‘
tracado dos dois meios ramos inferiores;

- A interpretacao geométrica do valor de b resulta da
relacdo c? = a? + b? (Teorema de Pitagoras)
aplicado ao triangulo tracejado na figura;

« O segmento [B,B,] é o “eixo nao transverso”;

- A medida de B, B,, que é 2b, designa-se por “eixo
nao transverso”,

B.=(0,b) e B,=(0,-b).



Assimptotas:

- As Conicas
A curva nao tem assimptotas verticais, mas tem assimptotas obliquas;
Estuda-se a funcao definida por,

y = %x/xz —a? quando x - +oo

Declive da assimptota:

_ b x? — a? b
lim == — lim = = —
X—=>+ X a x—+coo X a
« Ordenada na origem da assimptota:
b b
lim |—+Vx%?—a? - —x
x>+ | @ a
b b x? —a? — x*
= — lim \/xz—az—xlz — lim =0
a x—+oo a x>+ |\[x2 — g2 4 x

[
i
=
f-"
an

N
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Agora quando X — —oo, nota que x = —\/ﬁ - As Cénicas
* Declive da assimptota:
. b ~ Vx*!—a* b x2 — q2 b
x1—1>r—noo; - a x1—1>r—noo X _ a x1_1>r_noo o \/? - E

* Ordenada na origem da assimptota:

b b b x? — aq® — x*
lim —\/xz—a2+—x]=—lim =0
* Logo,y = —Ex
g0,y = a’”
* Trabalha-se com a fung¢ao definida por y = \/x2 — a? e encontra-se

b
a assimptotay = ~ X, quandox —» —00, ey = ——x quando x — +oo.



*« Conhecendo a e ¢, é muito facil construir as
assimptotas, basta cortar as rectas x=a e x=-a
por um arco de centro O e raio c.

* Os pontos (a,b) e (-a,b), pertencem a

: b b
assimptota y = Xey=-—-X

respectivamente.
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Excentricidade da HipérAlcaole:

» E 0 quociente da distancia focal pelo eixo transverso.

2C C
2a a

» Quanto maior ¢ a excentricidade maior é a
“abertura” dos ramos da hipérbole;

« c>a=e>1

» No caso limite e — 1 logo 2a — 2c, ou seja, o valor
|dy — dy| > F, F;.

- A hipérbole degenera entao em duas semi-rectas, de

sentidos opostos, uma com origem em F_, outra em
F
o



Actividades Matematicas
- As Cobnicas

s Se a=b (semieixo transverso igual ao nao transverso)
chama-se hipérbole equilatera. Aqui, os declives das

assimptotas sao + g, a hipérbole equilatera tem por

assimptotas rectas perpendiculares de declive +1 € -1, ou
seja, as bissectrizes dos quadrantes, caso a hipérbole
tenha o centro na origem.

-+ A equacao reduzida desta hipérbole equilatera é,

X2 y2
2 21
az a
« Ou seja,
x* — y? = a*, onde a é o semieixo transverso.
2
C
- Sendo c* = a* + b* vem c* = 2a* — =2,

: %/ggo, a excentricidade duma hipérbole equilgtera é
2=1414 ....
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- Alexandra Resende
« Andreia Videira PIRERSE
- Diogo Silva 4
- Tania Lopes
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Fonte: http://commons.wikimedia.org/



