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Introdução

Neste projeto pretendemos comparar os estimadores do quociente e da regressão em duas
populações convenientemente escolhidas, usando o método de Monte Carlo, onde utilizamos
um plano SSR. As populações que vamos utilizar são populações reais que estão inclúıdas
nas bases de dados data(belgianmunicipalities) e data(swissmunicipalities) no package “sam-
pling” do R.
Vamos comparar também estes dois estimadores com a média amostral e por fim vamos ana-
lisar a probabilidade de cobertura e a margem de erro dos intervalos de confiança produzidos
pelos mesmos.

Simulação

Resultados teóricos

Na elaboração deste trabalho tivemos em consideração os seguintes resultados.

Num plano SSR, o estimador do total é dado por

t̂y =
N

n

∑
k∈S

yk .

A variância deste estimador é dada por

Var(t̂y) = N2
(

1− n

N

) sy2
n
.

Por sua vez, o estimador da média no plano SSR é dado por

ˆ̄y =
t̂y
N
,

e a sua variância definida por

Var(ˆ̄y) =
Var(t̂y)

N2
.

Quando se verifica uma relação de proporcionalidade entre y e a variável auxiliar x, tem-se
para λ ∈ R a seguinte relação

yk = λxk, k ∈ U .
Assim,

ty = λtx.

E para toda a amostra aleatória S, temos que

t̂y = λt̂x.

Quando se verifica esta relação podemos utilizar o estimador do quociente definido por

t̂q =
t̂y

t̂x
tx.
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O estimador t̂q é assim um estimador de tipo rácio que não é cêntrico, contudo, quando temos
um tamanho de amostra n grande podemos desprezar o viés do estimador. A variância do
estimador t̂y é dada por

Var(t̂q) ≈ N2
(

1− n

N

) sy2
n

(
1− 2rsyx − r2sx2

sy2

)
Resultados semelhantes se conclui para o estimador do quociente da média, representado
por,. Sendo definido por:

ˆ̄yq =
ˆ̄y

ˆ̄x
x̄

Por sua vez a variância deste último estimador é dado por

Var(ˆ̄yq) ≈
Var(t̂q)

N2
.

Quando se verifica uma relação linear entre a variável de interesse y e a variável auxiliar x, da
qual supomos conhecer o respetivo total tx, conseguimos estimar ty, utilizando o estimador
da regressão definido por:

t̂r = t̂y − â(t̂x − tx)

Com

â =
ˆsyx

ŝ2x

Sabemos que t̂r é em geral enviesado, contudo para amostras grandes o viés pode ser des-
prezado. A expressão da variância deste estimador é definida por

Var(t̂r) ≈ N2
(

1− n

N

) sy2
n

(
1− ρ2xy

)
com

ρxy =
sxy
sysx

Por outro lado, quando pretendemos estimar a média da população, temos:

ˆ̄yr = ˆ̄y − â(ˆ̄x− x̄)

Cuja variância é dada aproximadamente por

Var(ˆ̄yr) ≈
Var(t̂r)

N2
.
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População da Belgica (belgianmunicipalities)

Temos uma população U de munićıpios da Bélgica de tamanho N = 589 e desta população
vamos retirar amostras de tamanho n.
A nossa variável de interesse é o total dos impostos em cada um dos munićıpios que repre-
sentamos por y. Para estimar ȳ vamos utilizar uma variável auxiliar x que representa o total
da população em cada um dos munićıpios.
Inicialmente começámos por verificar que tipo de relação existia entre estas duas variáveis.
Para isso, construimos o seguinte gráfico de dispersão.

Figura 1: Gráfico de dispersão entre x e y

Como podemos observar existe uma relação linear entre as duas variáveis e, portanto é
razoável considerar o estimador do quociente e da regressão para estimar ȳ.
Para a simulação dos dados considerámos 2000 amostras de tamanho 100 retiradas através
de um plano SSR. Começámos por gerar os diagramas de extremos de quartis para cada um
dos estimadores.
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Figura 2: Diagrama de extremos e quartis dos estimadores

A média da variável y está representada a vermelho. Como podemos ver, no caso dos esti-
madores da regressão e quociente a sua previsão parece coincidir com a média y. No caso
da média amostral no plano SSR, nota-se que essa coincidência não é tão notória, ainda que
exista.
Mais, no estimador do plano SSR existe maior quantidade de outliers, o que leva a uma
maior dispersão nos valores da amostra, comparativamente aos estimadores da regressão e
do quociente. Assim, podemos concluir que os estimadores da regressão e do quociente são,
de facto, fiáveis para estimar a média de y.
Analisando o gráfico de extremos e quartis apenas dos dois estimadores em estudo obser-
vamos que estes são muito idênticos, sendo, por isso, dif́ıcil de concluir qual destes é o melhor.

Figura 3: Diagrama de extremos e quartis dos estimadores em estudo
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Teoricamente sabemos que um estimador é melhor que o outro quanto menor for o seu
EQM. Como estamos perante amostras de dimensão 100, podemos considerar que o viés dos
estimadores é próximo de zero, logo basta comparar as variâncias destes estimadores.
Veja-se a seguinte imagem.

Figura 4: Quatro simulações da variância dos estimadores

Em cada simulação temos 3 valores apresentados: o valor da variância da média amostral
num plano SSR, o valor da variância do estimador da regressão e o valor da variância do
estimador do quociente.
Como podemos observar, o segundo valor em cada simulação é mais baixo que os outros
dois valores, em particular, mais baixo que o terceiro. Logo, concluiu-se que o estimador da
regressão é o mais preciso para estimar ȳ.
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População da Súıça (swissmunicipalities)

Temos agora uma população U de munićıpios da Súıça de tamanho N = 2896 e o estudo
será análogo ao caso da população da Bélgica.
A nossa variável de interesse é o número de famı́lias por munićıpio que representamos por u.
No entanto, pretendemos agora estimar tu e, para isso, vamos utilizar uma variável auxiliar
v que representa o total da população em cada um dos munićıpios.
Novamente, começámos por verificar que tipo de relação existia entre estas duas variáveis.
Para isso, construimos o seguinte gráfico de dispersão.

Figura 5: Gráfico de dispersão entre u e v

Como podemos observar existe claramente uma relação linear entre as duas variáveis e,
portanto, é razoável considerar o estimador do quociente e da regressão para estimar ȳ.
Para a simulação dos dados considerámos 2000 amostras de tamanho 600 retiradas através
de um plano SSR. Começámos por gerar os diagramas de extremos de quartis para cada um
dos estimadores.
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O total da variável u está representada a vermelho. Como podemos ver, no caso dos estima-
dores da regressão e quociente a sua previsão parece coincidir com o total de u, no entanto
a amplitude interquartil no SSR é maior. Mais, no estimador do plano SSR existe maior
quantidade de outliers, o que leva a uma maior dispersão nos valores da amostra, compa-
rativamente aos estimadores da regressão e do quociente. Assim, podemos concluir que os
estimadores da regressão e do quociente são, de facto, fiáveis para estimar o total de y.
Analisando o gráfico de extremos e quartis apenas dos dois estimadores em estudo observa-
mos que há menor dispersão no estimador da regressão.
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Teoricamente sabemos que um estimador é melhor que o outro quanto menor for o seu EQM.
Como estamos perante amostras de dimensão 600, podemos considerar que o viés dos esti-
madores é próximo de zero, logo basta comparar as variâncias destes estimadores.
Veja-se a seguinte imagem.

Em cada simulação temos 3 valores apresentados: o valor da variância da média amostral
num plano SSR, o valor da variância do estimador da regressão e o valor da variância do
estimador do quociente.
Como podemos observar, o segundo valor em cada simulação é mais baixo que os outros
dois valores, em particular, mais baixo que o terceiro. Logo, concluiu-se que o estimador da
regressão é o mais preciso para estimar ty.
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IC e probabilidade de cobertura

Dado um intervalo de confiança, In para um parâmetro θ, entende-se por probabilidade de
cobertura a P (θ ∈ In). Se temos um intervalo de confiança com ńıvel de confiança α, então
espera-se que as probabilidades de cobertura sejam aproximadamente α.

População da Belgica (belgianmunicipalities)

Inicialmente começamos por construir um intervalo de confiança para cada um dos estima-
dores da média de y. Para uma amostra de tamanho 100, fizemos o estudo para um intervalo
de confiança com ńıvel de confiança 95% e obtivemos os seguintes resultados.

Figura 6: IC para os estimadores SSR, regressão e quociente

Na figura anterior temos uma matriz 2 por 3 em que as colunas representam os extremos dos
intervalos de confiança. Podemos ver que para o mesmo ńıvel de confiança as amplitudes dos
IC para os estimadores da regressão e do quociente são muito inferiores quando comparados
ao do estimador SSR. Note-se também que a amplitude do IC obtido para o estimador da
regressão é inferior ao do estimador do quociente.
De seguida fomos calcular as probabilidades de cobertura.

Figura 7: Probabilidades de cobertura dos estimadores

Como se pode ver na figura 7 foram feitas 5 simulações e como a nossa amostra é de tamanho
100 podemos ver que as probabilidades de cobertura não coincidem com o ńıvel de confiança,
ficando proximas de 90%.
No entanto, sabemos que se aumentarmos o tamanho da nossa amostra verificamos que as
probabilidades de cobertura também aumentam. Quando se tem n ≈ N estas probabilidades
aproximam-se do ńıvel de confiança 95%.
Para n = 500 e n = 550 obtivemos os seguintes resultados.
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Figura 8: IC para os estimadores SSR, regressão e quociente

Figura 9: Probabilidades de cobertura dos estimadores

Como podemos ver na figura 9, foram feitas duas simulações, a primeira para uma amostra
de tamanho 500 e a segunda para uma amostra de tamanho 550. Em ambas as amostras
podemos agora ver que as probabilidades de cobertura já se encontram mais próximas dos
95%, como era de esperar.

No entanto, como o melhor estimador para estimar t̂y seria o da regressão, seria de esperar
que o valor das probabilidades de cobertura deste estimador fossem as melhores, tanto na
amostra de tamanho 100, como para estas duas últimas. O que não acontece. Os valores
destas probalidades são sempre melhores no estimador do quociente.
Isto pode dever-se ao facto de estarmos a lidar com populações reais, podendo, por isso, haver
valores muito discrepantes e os resultados não irem de encontro ao esperado teoricamente.
Ou pode ser devido ao facto de se estar a utilizar um quantil de uma lei normal, quando o
estimadores não são bem aproximados por uma lei normal.
Desta forma, decidimos construir os gráficos QQ Plot de cada um dos estimadores.
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Figura 10: QQ-Plot do estimador SSR

Figura 11: QQ-Plot do estimador da regressão
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Figura 12: QQ-Plot do estimador do quociente

Observamos então que os estimadores da regressão e do quociente são melhor aproximados
por uma lei normal centrada e reduzida. No entanto, isto não justifica o porquê de as pro-
babilidades de cobertura do quociente serem melhores do que as do estimador da regressão.
Portanto, este resultado deve-se ao facto de se estar a trabalhar com valores reais.
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População da Súıça (swissmunicipalities)

Novamente começamos por construir um intervalo de confiança para cada um dos estimado-
res do total t̂u. Para uma amostra de tamanho 600, fizemos o estudo para um intervalo de
confiança com ńıvel de confiança 95% e obtivemos os seguintes resultados.

Figura 13: IC para os estimadores SSR, regressão e quociente

Na figura anterior temos uma matriz 2 por 3 em que as colunas representam os extremos dos
intervalos de confiança. Podemos ver que para o mesmo ńıvel de confiança as amplitudes dos
IC para os estimadores da regressão e do quociente são muito inferiores quando comparados
ao do estimador SSR. Note-se também que a amplitude do IC obtido para o estimador da
regressão é inferior ao do estimador do quociente.
De seguida fomos calcular as probabilidades de cobertura para n = 600 e obtivemos os
seguintes resultados:

Figura 14: Probabilidades de cobertura dos estimadores

Como se pode ver na figura 14 foram feitas 5 simulações e como a nossa amostra é de ta-
manho 600 podemos ver que as probabilidades de cobertura não coincidem com o ńıvel de
confiança, ficando proximas de 90% para o estimador do SSR e de 80% para os estimadores
da regressão e do quociente.

No entanto, sabemos que se aumentarmos o tamanho da nossa amostra verificamos que as
probabilidades de cobertura também aumentam. Para n = 1500 e n = 2000 obtivemos os
seguintes resultados.

Figura 15: IC para os estimadores SSR, regressão e quociente
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Figura 16: Probabilidades de cobertura dos estimadores

Como podemos ver na figura 16, foram feitas duas simulações, a primeira para uma amostra
de tamanho 1500 e a segunda para uma amostra de tamanho 2000. Em ambas as amostras
podemos agora ver que as probabilidades de cobertura já se encontram mais próximas dos
95%, como era de esperar.

Desta forma, decidimos construir os gráficos QQ Plot de cada um dos estimadores.

Figura 17: QQ-plot do estimador SSR
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Figura 18: QQ-plot do estimador da regressão

Figura 19: QQ-plot do estimador do quociente
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Observamos então que os estimadores da regressão e do quociente são melhor aproximados
por uma lei normal centrada e reduzida, no entanto isto não é tão evidente como na população
anterior.

1 Conclusão

Neste projeto trabalhamos com valores reais, o que nos levou, por vezes, a resultados algo
inesperados. Estes acontecem pelas más aproximações das leis de cada estimador.
Face aos resultados obtidos, conclúımos que a eficiência de cada estimador depende bastante
das caracteŕısticas da população e da relação entre as variáveis de interesse com a auxiliar.
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