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Introdução

Este projeto, proposto pela unidade curricular de Séries Temporais, tem por base a geração
e modelação estocástica de uma série temporal e uma posterior modelação e previsão de
uma série real que, neste caso particular, é representada pelas cotações de fecho diárias da
RAMADA, retirada do ı́ndice PSI20, no peŕıodo temporal de 17-9-2018 a 14-9-2020.
A empresa RAMADA tem 80 anos de existência no ramo do aço. Entrou em 2018 para
o leque das empresas existentes no PSI20, em substituição da Novabase. A RAMADA é
composta, por oito empresas, das quais três são sedeadas em páıses da União Europeia.

1 Geração de uma Série Temporal

Neste caṕıtulo pretende-se gerar e analisar uma série temporal X = (Xt, t ∈ {1, 2, ..., T})
que verifique um processo estocástico estacionário ARMA (p, q) com erros TGARCH (r, s)
de potência δ.
Depois de uma escolha conveniente e justificada dos parâmetros, obtém-se a seguinte série:

Xt =
5

6
Xt−1 −

1

6
Xt−2 + εt .

Ou seja, tem-se uma série que verifica um processo AR(2). Facilmente se verifica que este
processo é estacionário, pois as ráızes do polinómio AR estão fora do circulo unitário. De
facto, sendo o polinómio autoregressivo dado por

Φ(L) = 1− 5

6
L+

1

6
L2 ,

tem-se que

Φ(x) = 0⇔ 1− 5

6
x+

1

6
x2 = 0⇔ x = 2 ∨ x = 3 .

Por fim, note-se que ε = (εt, t ∈ Z) é um rúıdo branco de variância não nula.

No que diz respeito ao processo dos erros, foi escolhido trabalhar com um modelo GARCH
(1, 1). Assim sendo, o processo ε = (εt, t ∈ Z) é definido por:{

εt = σtZt

σt = 3 + 0.45ε+t−1 + 0.2ε−t−1

onde ε+t = max(εt, 0) e ε−t = max(−εt, 0), com Z = (Zt, t ∈ Z) uma sucessão de variáveis
aleatórias i.i.d., centradas e reduzidas, tal que Zt é independente de εt−1 para todo o t ∈ Z
e com α = 0.45 e β = 0.2 constantes reais.
Desta forma, verifica-se que o erro do processo é um GARCH (1, 1) a partir da seguinte forma:

∀t ∈ Z, V (εt|εt−1) = ht = α0 +

q∑
i=1

αiε
2
t−1 +

p∑
j=1

βjht−j .
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Esta representação permite estudar a estacionaridade de 2ª ordem, onde o modelo é assin-
toticamente estacionário no sentido fraco se os parâmetros são tais que:

q∑
i=1

αi +

p∑
j=1

βj < 1⇔ 0.45 + 0.2 < 1 . (1)

A condição inerente à equação (1) é condição necessária para a estacionaridade do processo
de erro, neste caso, GARCH (1, 1).

1.1 Simulação da Série Temporal Z

Para analisar a série Z, que segue uma lei normal standard, começámos por gerar 1000
valores, no EViews, e obtivémos os seguintes resultados, figuras 1 e 2.

Figura 1: Histograma e resultado do teste de
Jarque-Bera de Z

Figura 2: Trajetória da série Z

Da trajetória desta série observamos que existe um comportamento estável ao longo do
tempo, isto é, não existem picos de grande volatilidade instantânea, mais ainda, consegui-
mos, de certa forma, enquadrar o seu gráfico entre duas retas.
O teste de Jarque-Bera testa duas hipóteses, a hipótese nula H0: ”Z segue uma lei normal”,
contra a hipótese alternativa H1: ”Z não segue uma lei normal”. O p-valor associado a este
teste encontra-se apresentado na figura 1 e vemos que o seu valor é 0.375748, superior aos
ńıveis de significância usuais, logo aceita-se a normalidade.
Mais, os valores da média (0.0368 ≈ 0), do desvio padrão (0.980193 ≈ 1) e da curtose
(3.089 ≈ 3), reforçam que, de facto, a série Z segue uma lei normal centrada e reduzida.

1.2 Simulação da Série Temporal X

Tendo por base um processo X AR(2), teoricamente sabemos que a sucessão das autocor-
relações parciais de X anula-se a partir da ordem 3. De facto, observando o correlograma
de X, ver figura 5, vemos que apenas os dois primeiros valores são significativos, estando os
restantes valores próximos de 0, como seria de esperar. Também é posśıvel verificar que a
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sua função autocorrelação decresce exponencialmente.
Na figura 3 verifica-se que o p-valor do teste de Jarque-Bera é nulo, o que nos leva a rejeitar
a hipótese de normalidade de X e verifica-se também uma trajetória estável ao longo do
tempo.

Figura 3: Histograma da série X

Figura 4: Trajetória da série X
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Figura 5: Correlograma da série X

1.3 Simulação do Processo ε = (εt, t ∈ Z)

As estat́ısticas apresentadas do processo ε eram as esperadas, ou seja, um processo de erro
com caracteŕıst́ıcas muito próximas de um rúıdo branco. A função de autocorrelação é nula,
assim como a sucessão das autocorrelações parciais. No histograma vemos que o valor da
média é 0.179816, próxima de zero, mas podia ser um valor mais próximo. O teste de Jarque-
Bera diz-nos que este processo não segue uma lei normal, mas tal também não era esperado,
pois não é uma condição necessária.
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Figura 6: Histograma do processo ε

Figura 7: Trajetória do processo ε

Figura 8: Correlograma do processo ε
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De seguida, analisámos também o processo do erro quadrático, ε2 e, através do seu correlo-
grama, verificámos que a sua sucessão das autocorrelações parcias se anula a partir da ordem
2 e que a função de autocorrelação tem um decrescimento rápido. Isto levou-nos a concluir
que este processo é compat́ıvel com um AR(1).

Figura 9: Correlograma de ε2

Concluida esta análise, considerámos importante analisar o comportamento da nossa série
X quando a sua estacionariadade é ameaçada, isto é, quando o seu polinónimo AR tem as
ráızes próximas de 1.
Por exemplo, ao considerar o polinómio AR da forma

Φ(L) = (L− 101

100
)(L− 100

101
) ,

onde as suas ráızes são, aproximadamente, 1.01 e 0.99, obtivémos os seguintes resultados.
Ver figuras 10, 11 e 12.
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Figura 10: Trajetória de X novo
Figura 11: Histograma de X novo

Figura 12: Correlograma de X novo

Como se pode ver na figura 10 a nova trajetória de X não apresenta um comportamento
estável ao longo do tempo, tendendo para valores infinitamente grandes. Mais, na função de
autocorrelação podemos verificar que não há um decrescimento exponencial.
Claro que um processo nestas condições não tem qualquer interesse para o nosso estudo, dáı
a importância das condições que garantem a estacionaridade do processo.
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2 Análise de uma subsérie de X

Seguidamente fomos fazer o estudo de uma subsérie da nossa série X gerada na secção
anterior. Para isso, considerámos estudar uma subsérie com 890 observações e são estas
observações que vamos ajustar ao nosso modelo.
Depois de gerar a subsérie, analisámos o seu correlograma e, como se pode ver na figura 13, a
sucessão das autocorrelações parciais anula-se a partir da ordem 3 e a correspondente função
de autocorrelação decresce exponencialmente. Portanto, não se verifica qualquer alteração,
ou seja, continuamos a ter caracteŕısticas de um processo AR(2).

Figura 13: Correlograma da subsérie X

De seguida, procedemos à estimação da nossa série temporal X, gerada por um AR(2),
com base nesta subsérie de 890 observações, através do método dos mı́nimos quadrados. Os
resultados desse método estão ilustrados na figura 14.
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Figura 14: Teste de ajustamento

Como se pode verificar o modelo estimado está bem ajustado ao modelo inicial.
O primeiro p-valor apresentado, relativamente à variável C, é 0.3824, superior aos ńıveis de
significância usuais, logo permite-nos verificar que, de facto, o nosso processo é centrado,
pois foram testadas as hipóteses H0 : “C = 0” contra H1 : “C 6= 0”. O segundo p-valor é
relativo ao teste H0 : “ϕ1 = 0” contra H1 : “ϕ1 6= 0” e sendo nulo, aceitamos H1 porque,
como sabemos, considerámos ϕ1 = 5

6
e o valor apresentado é 0.855665 ≈ 5

6
. De forma análoga

se tira as mesmas conclusões para o teste efectuado ao coeficiente ϕ2 = −1
6
.

Depois analisámos o correlograma dos reśıduos da estimação desta subsérie e, novamente,
nada se alterou, porque os resultados apresentados na figura 16 mostram-nos que estamos
perante um correlograma compat́ıvel com um rúıdo branco. Mais, também o correlograma
do quadrado dos reśıduos se mantém compat́ıvel com um AR(1), pois a sucessão das au-
tocorrelações parciais anula-se a partir da ordem 2 e a função de autocorrelação decresce
rapidamente.
De forma a termos uma melhor comparação relativamente à subsérie gerada, analisámos
também o seu gráfico da trajectória e, como seria esperado, mantém-se muito semelhante ao
AR(2) inicial, pois a subsérie gerada tem apenas menos 110 observações.
Posteriormente analisámos o correlograma dos reśıduos e, como se pode ver na figura 16,
temos caracteŕısticas de um rúıdo branco. No entanto, pela a análise do correlograma do
quadrado dos reśıduos vemos que este não é compat́ıvel com um rúıdo branco, pois há de-
pendência de primeira ordem, ou seja, a dependência do quadrado do reśıduo é compat́ıvel
com um modelo AR(1), figura 17.
Isto levou-nos a analisar a heteroscedasticidade dos erros e o teste efectuado encontra-se na
figura 15. Neste teste são testadas as hipóteses H0 : “Ausência de heteroscedasticidade”
contra H1 : “Presença de heteroscedasticidade”.
Como o p-valor deste teste é identicamente nulo, então rejeitamos a hipótese nula e portanto
conclúımos que o nosso modelo ainda não é o mais adequado.
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Figura 15: Heteroscedasticidade dos erros AR(2)

Figura 16: Correlograma dos reśıduos da es-
timação

Figura 17: Correlograma do quadrado dos
reśıduos
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De seguida, procedemos à estimação do nosso modelo por um processo AR-GARCH com
base numa subsérie com 890 observações.

Figura 18: Teste de ajustamento

Análogamente ao teste de ajustamento feito anteriormente, podemos observar na figura 18
que primeiro p-valor apresentado, relativamente à variável C, é 0.3136, superior aos ńıveis
de significância usuais, logo permite-nos verificar que a subsérie tem por base um processo
centrado, pois foram testadas as hipóteses H0 : “C = 0” contra H1 : “C 6= 0”.
O segundo p-valor é relativo ao teste H0 : “ϕ1 = 0” contra H1 : “ϕ1 6= 0” e sendo nulo, acei-
tamos H1 porque, como sabemos, considerámos ϕ1 = 5

6
e o valor apresentado é 0.805827 ≈ 5

6
.

De forma análoga se tira as mesmas conclusões para o teste efectuado ao coeficiente ϕ2 = −1
6
.

Depois analisámos novamente o correlograma dos reśıduos da estimação desta subsérie e
agora podemos verificar que deixa de existir dependência de segunda ordem no correlo-
grama do quadrado dos reśıduos, tendo assim correlogramas compat́ıveis com rúıdos brancos.
Vejam-se as figuras 20 e 21 e o teste de heteroscedasticidade apresentado na figura 19, que
nos garante a ausência de heteroscedasticidade nos erros, pois o p-valor é 0.7231, superior a
qualquer ńıvel de significância usual.
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Figura 19: Heteroscedasticidade dos erros AR-GARCH

Figura 20: Correlograma dos reśıduos da es-
timação AR-GARCH

Figura 21: Correlograma do quadrado dos
reśıduos da estimação AR-GARCH
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Figura 22: Variância condicional da série ob-
servada

Figura 23: Variância condicional da série es-
timada

Figura 24: Trajetória das séries observada e estimada e trajetória do reśıduo associado

Seguidamente decidimos fazer a estimação da nossa série temporal X, gerada por um AR(2),
com base numa subsérie com apenas 390 observações, para verificarmos se continuamos a ter
caracteŕısticas de um processo AR de ordem 2, através do método dos mı́nimos quadrados.
Os resultados desse método estão ilustrados na figura 25.
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Figura 25: Teste de ajustamento para a subsérie com 390 observações

Como se pode ver o modelo estimado não está compat́ıvel com o nosso modelo inicial.
O primeiro p-valor apresentado, relativamente à variável C, é 0.5141, superior aos ńıveis de
significância usuais, logo permite-nos verificar que o nosso processo é centrado, pois foram
testadas as hipóteses H0 : “C = 0” contra H1 : “C 6= 0”.
O segundo p-valor é relativo ao teste H0 : “ϕ1 = 0” contra H1 : “ϕ1 6= 0” e sendo nulo, acei-
tamos H1 porque, como sabemos, considerámos ϕ1 = 5

6
e o valor apresentado é 0.767077 ≈ 5

6
,

mas mais afastado do valor estimado quando se considerou uma subsérie com 890 observações.
Relativamente ao terceiro p-valor apresentado conclúımos que, para ńıveis de significância
0.01, o coeficiente ϕ2 é zero, pois é aceite a hipótese nula. Isto diz-nos que o nosso modelo
ficaria melhor ajustado a um modelo AR de ordem 1 para ńıveis de significância de 0.01.
O correlograma dos reśıduos da estimação desta subsérie é compat́ıvel com um rúıdo branco,
como se pode verificar na figura 26. Novamente o correlograma do quadrado dos reśıduos
mantém-se compat́ıvel com um AR(1), mas muito próximo de um rúıdo branco se for igno-
rado as autocorrelações de ordem 1.
Depois voltamos a testar a heteroscedasticidade dos erros e obtivémos um p-valor nulo, re-
jeitando assim a hipótese de ausência de heteroscedasticidade.
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Figura 26: Correlograma dos reśıduos da
subsérie com 390 observações

Figura 27: Correlograma do quadrado dos
reśıduos da subsérie com 390 observações

Assim, procedemos à estimação do nosso modelo por um processo AR-GARCH com base
numa subsérie com 390 observações.
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Figura 28: Teste de ajustamento para a subsérie com 390 observações

Por fim, analisámos novamente o correlograma dos reśıduos da estimação desta subsérie
e agora podemos verificar que deixa de existir dependência de segunda ordem no correlo-
grama do quadrado dos reśıduos, tendo assim correlogramas compat́ıveis com rúıdos brancos.
Vejam-se as figuras 29 e 30.
É conveniente reforçar a análise feita até agora com a análise dos critérios presentes nos testes
de ajustamento. Desta forma, iremos abordar os testes de Akaike, Schwarz, log-likelihood e,
por fim, o r-quadrado.
O teste de Akaike (AIC) e Schwarz (BIC) estimam a quantidade relativa de informação
perdida por um determinado modelo, ou seja, quanto menos informações um modelo perde,
maior a qualidade do mesmo. Assim sendo, quanto menor o valor destas estat́ısticas, melhor
será o modelo. Será de esperar que os modelos com menos observações tenham maior valor
AIC e BIC.
O teste de r-quadrado (R2) é uma medida estat́ıstica que nos indica o quão próximos estão
os dados dos valores do nosso modelo, ou seja, o seu valor é a percentagem de dados que são
explicados pelo modelo. Esta estat́ıstica varia entre 0 e 1.
Por fim, o teste de log-likelihood é um método cujo objetivo é encontrar coeficientes que ma-
ximizem o valor da função de verosimilhança, ou seja, encontrar um conjunto de parâmetros
que produzem um modelo mais aproximado com a teoria. Esta estat́ıstica é sempre negativa
e será tão melhor quanto maior for o seu valor.
Pela análise dos testes de ajustamento para o modelo com diferentes observações, obtém-se
a seguinte tabela:

Modelo AIC BIC R2 Log-likelihood

890 observações 5.707474 5.729007 0.534222 -2535.826
390 observações 5.700319 5.740997 0.480905 -1107.562
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Da tabela anterior pode-se verificar que, com a perda de observações, existe uma diminuição
do R2 e do BIC. Isto era de esperar pois, com menos observações, menor a percentagem de
dados explicados pelo modelo (diminução de 53% para 48%) e, com menos observações, mais
informação perdida, ou seja, menor a qualidade do modelo e maior a estat́ıstica BIC.
A análise da estat́ıstica de log-likelihood é mais pertinente quando se tenciona comparar mo-
delos diferentes, por exemplo, AR(5) com MA(1). Desta forma, como estamos a comparar o
mesmo modelo mas com observações diferentes, esta estat́ıstica não nos ajuda.

Figura 29: Correlograma do quadrado dos
reśıduos da subsérie com 390 garch

Figura 30: correlograma residuos quadrados
390 garch
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Figura 31: Trajetoria da subsérie com 390 observações
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Modelação de uma série real

Nesta secção vamos abordar um exemplo prático considerando uma série temporal real re-
lativa às cotações de fecho diárias da F. Ramada, retirada do ı́ndice PSI 20, entre 17-9-2018
e 14-9-2020. Foram-nos fornecidos os dados relativamente a esta empresa e pretende-se
encontrar o melhor modelo estocástico da classe ARMA, com erros condicionalmente hete-
roscedásticos, que descreve a dinâmica subjacente a esta série temporal.

Analisando os dados que foram disponibilizados e o gráfico da trajetória da série pode-
mos concluir que esta apresenta uma tendência decrescente ao longo de todo o seu peŕıodo.

Figura 32: Cotação de fecho da ação da F.
Ramada

Figura 33: Análise descritiva da série F. Ra-
mada

Através da análise descritiva observamos que a série apresenta uma distribuição com média
aproximadamente igual a 6.23, desvio-padrão 1.95 e, como a curtose tem valor inferior a 3,
conclúımos que se trata de uma distribuição pláticurtica.
A partir do p-valor do teste Jarque-Bera, claramente inferior aos ńıveis de significância usu-
ais, reforça-se a hipótese de que estamos perante uma distribuição não gaussiana.
De seguida, analisámos o correlograma da série e verifica-se que a autocorrelação não tem
um decréscimo acentuado. Aliado a este comportamento a autocorrelacão parcial de ordem
1 apresenta um valor muito próximo da unidade, desta forma, recorremos ao teste de Dickey-
Fuller para confirmar a não estacionaridade da série. De facto, como o p-valor deste teste é
0.7679, superior a qualquer ńıvel de significância usual, aceitamos a hipótese nula, ou seja,
aceitamos a não estacionaridade da série.
Isto justifica a necessidade de diferenciar a nossa série da forma

Xt −Xt−1 = Yt .
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Figura 34: Correlograma da série F. Ramada

Figura 35: Teste de Dickey-Fuller

Figura 36: Trajetória da série diferenciada
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Analisando o correlograma da série diferenciada, verificamos que as autocorrelações e as au-
tocorrelações parciais não diferem muito de zero, pelo que concluimos que estamos perante
um rúıdo branco. Mais, no teste de Dickey-Fuller, obtivémos um p-valor nulo, o que nos leva
a aceitar a hipótese de estacionaridade da série.
No que respeita à análise descritiva verificamos que a sua média é aproximadamente zero, o
desvio-padrão 0.12 e a sua curtose é, aproximadamente, 17.75, pelo que estamos claramente
perante uma distribuição leptocúrtica e, portanto, não gaussiana.
Apesar das nossas autocorrelações evidenciarem todas as caracteristicas de um rúıdo branco
para a série diferenciada, note-se que a autocorrelação parcial de ordem 3 gera duvidas em
relação à sua proximidade de zero. Desta forma decidimos ver o comportamento da série
segundo um modelo AR(3).

Figura 37: Correlograma da série diferenci-
ada

Figura 38: Teste de Dickey-Fuller da série
diferencial
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Figura 39: Análise descritiva da série diferenciada

Com base no teste de ajustamento, apresentado na figura 32, tiramos algumas conclusões
relativamente à possibilidade da série seguir um modelo AR(3) da forma

Xt = ϕ1Xt−1 + ϕ2Xt−2 + ϕ3Xt−3 + εt .

O primeiro p-valor apresentado, relativamente à variável C, é 0.0595, superior aos ńıveis de
significância usuais, logo permite-nos verificar que, de facto, o nosso processo é centrado,
pois foram testadas as hipóteses H0 : “C = 0” contra H1 : “C 6= 0”. O segundo p-valor é
relativo ao teste H0 : “ϕ1 = 0” contra H1 : “ϕ1 6= 0” e sendo 0.8675, aceitamos H0. De forma
análoga se tira as mesmas conclusões para ϕ2. Em relação ϕ3, aceitamos a hipótese H0 para
ńıveis de significância iguais ou inferiores a 0.01. No entanto, ao ńıvel de significância 0.05
rejeitamos H0, a favor da hipótese que ϕ3 existe e tem o valor aproximado de 0.089.

Figura 40: Teste de ajustamento
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Seguidamente, com a análise do correlograma dos reśıduos, podemos verificar que este corres-
ponde a um rúıdo branco, conclusão também retirada através do correlograma do quadrado
dos reśıduos.

Figura 41: Correlograma dos reśıduos
Figura 42: Correlograma dos reśıduos
quadráticos

Assim, resta testar a heteroscedasticidade do modelo AR(3).
Como podemos ver na figura 35, o p-valor do teste de heteroscedasticidade é 0.2575, superior
a qualquer ńıvel de significância usual, logo aceitamos a hipótese nula, ou seja, estamos na
presença de um processo de erro homocedástico.
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Figura 43: Heteroscedasticidade do modelo AR(3)

Podemos ver que através do Eviews podemos ainda comparar a nossa série estimada com a
série diferenciada, bem como a trajetória do reśıduo associado.

Por fim, recorremos ao forecast e como o erro associado à série diferenciada é um ruido
branco, por definição, temos que E(εt) = 0 e que E(ε2t ) existe e é independente de t.

Figura 44: Forecast

Através da analise da figura 44, podemos verificar que E(εt) é um valor relativamente próximo
de zero. A vermelho e tracejado temos a representação de E(ε2t ), que, como podemos ver,
se mantém com poucas oscilações ao longo do tempo, o que nos permite concluir que E(ε2t )
existe e é independente de t, tal como seria de esperar.
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Figura 45: Trajetória das séries observada e estimada e trajetória do reśıduo associado

Considerações Finais

A realização deste projeto computacional permitiu-nos aplicar alguns resultados teóricos
abordados na cadeira de Séries Temporais, assim como a respetiva análise de conhecimentos
adquiridos ao longo do semestre. Através da utilização do software Eviews foi posśıvel
modelar séries e realizar previsões, o que nos permitiu consolidar os conhecimentos adquiridos
nas aulas. Além disso, é de salientar a relevante componente prática do trabalho, que nos
levou a prever uma série temporal representada pelas cotações de fecho diárias da F Ramada,
dando-nos assim a conhecer uma aplicação bastante prática desta disciplina.
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