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Resumo

Durante a primeira guerra mundial, como seria de esperar, ocorreu uma reducao
da pesca nos paises envolvidos nesse conflito, foi entdo com o objetivo de estudar de
que forma a diminuicdo da pesca influenciava o desenvolvimento das espécies, que
surgiram as equagoes de Lotka-Volterra. Este modelo permitiu em 1920 estudar de
que forma a pesca influenciava o desenvolvimento das espécies num modelo presa-
predador.

As pequisas da altura mostraram que a diminuicdo da pesca é mais benéfica para os
predadores do que para as presas, tendo ocorrido até 1918, ano do fim da primeira
guerra mundial, um aumento da percentagem de predadores.

Foi com o objetivo de compreender este fenémeno que surgiram as equagoes de Lotka-
Volterra. Desde entao estas equagoes tém sido aplicadas em diveras &reas ciéntificas
desde a biologia & economia,e até no estudo do consumo de diéxido de carbono na
atmosfera por parte das plantas.

Iremos entao analisar inicialmente o modelo de Lotka-Volterra e depois abordar um
modelo aplicado & economia e perceber a relagao salarios-emprego dentro de uma
dada empresa.

Palavras Chave: Lotka-Volterra; Predador; Presa; Equagoes Diferenciais; Goodwin; Salérios;

Emprego
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1 Modelo de Lotka-Volterra

Seja x(t) a populagdo de presas e y(t) a de predadores. Consideremos um modelo de interagdo
predador-presa em que as presas nao competem de forma muito intensa entre si pelo seu alimento,
isto é, no meio onde habitam as presas o aliemnto existe em abundéincia para a populagdo em

causa .Assim, na auséncia de predadores a variacao da populacao de presas é dada por:

dr _
dt

Como é expectavel,na auséncia de predadores e com alimento em abundéancia, a populacao

axr

de presas aumenta ao longo do tempo,t,portanto podemos afirmar, a > 0.

Ao adicionar os predadores no sistema, Volterra considerou que a interacao entre as duas espécies
seria dada por bxy , b > 0.

Assim, adicionando os predadores ao sistema, teremos de subtrair bzy na expressao anterior.

Portanto, temos agora que a variagao da populagao de presas é dada por:

d—wfaxfbx
at Y.

Considerando que a populacao de predadores tem tendéncia natural para diminuir a uma taxa
—cy, obtemos a expressao da variagao da populagao de predadores que é dada pela equagao:

dy
o + dxy.

Obtemos assim, o seguinte sistema, correspondente ao modelo predador-presa de Lotka-Volterra:

9 — gz — bay

ot (1)
Oy _

1.1 Familia de Solugoes

O sistema (1) tem as seguintes familias de solugoes:

z(t) = woe

y(t) =0
z(t)=0

3
y(t) = yoe™ )

Verifiquemos agora que (2), é efetivamente uma famiia de solugbes do sistema dado anteri-

ormente.

Para x(t) = zoe, temos 2Z(t) = azge®.

Dadas estas equacoes verifiquemos que se verificam as equacoes do sistema.

dr __
G = ax — bxy & axpe

o — groe™ — brge® x 0 < axpe® = axge®.

Portanto concluimos assim que (2) é uma familia de solugoes do sistema.

De modo analogo concluimos o mesmo para (3).



1.2 Pontos de equilibrio

Determinemos os pontos de equilibrio do sistema (1).

Isto &, queremos determinar os pontos do sistema,da forma (z,y), que respeitam a seguinte

condicao:
o _oy_,
ot ot
Ora, portanto:
%:O - ar —bry =0 - xz(a—by) =0
%:0 —cy+dxy =0 y(drx —c) =
z=0 =42
& v ¥

Obtemos assim que (0,0) e (5, #) sdo pontos de equilibrio do sistema.

1.3 Orbita

As orbitas do sitema, para z,y # 0 sao solugdo da equacdo:

%_@_ ar —bxry  x(a—by)
dr gy =
& dr  —cy+dry y(dr—c)

A equacgdo é assim separavel e podemos escrevé-la na forma:

a—bydy —c+dzx

y Ox x

) (-9

Primitivando do lado esquerdo da equagao em ordem a y e do lado direito em ordem a x, obtemos:

Obtemos assim,

aln(y) — by + cln(z) —dr =k

para uma constante k.
Usando exponenciais e aplicando algumas propriedades obtemos:

xC

Y _
o etr I

Proposigao:
As orbitas das solugoes do sistema (1) sdo curvas fechadas e portanto as solugdes sdo periddicas.

c

~ . . _ ya‘ _ T
Demonstragao. Consideremos assim f(y) = % e g(x) = &
Determinemos o valor de y, para o qual f(y) atinge o seu maximo, assim:

af

dﬁw=0®y:

e



()

Entao f atinge um méximo M, = -2~ paray = ¢.
De modo anélogo, para g(x), obtemos:
dg c
—(zr)=0&z=-
da:( ) d
; i _ (&) _
Portanto g atinge um méximo M, = ~5~ para x = 5.
Nao ha assim solugao para k > M, M,,com z,y > 0 e temos z = < e y = ¢ como solugao para
K = M,M,.
Seja agora K = AM,, com 0 < A < M,.
A equacdo g(x) = gfi—i = A tem uma tnica solugao para x < § e outra para r > 5 , sejam essas

solugoes dadas respetivamente por x,, e x ;.

Temos que a equagao

nao tem solugdo para x < x,, ou T > ).

Mas para x = z,, ou x = x)s temos a solugio tnica y = 7.

Entdo como A < My, f(y) = g(I)M com
9(Tm) = A
glzm) = A
Seja xg < z.,.Entao:
2o < Ty = g(T0) < A = Z((Z?)) >1= (”\ My, > M,

De modo anéalogo, para x1 > z;, temos:

21 >y = g(me) < glzy) = A= 28 5 1 = A _pp S M,

g(x1) g(a1)
Logo nao ha solucao para um z; fixo tal que z1 < x)ps. Portanto concluimos que néo ha solucao
y para um xg fixo, tal que g < x,,.Nem para z; fixo,tal que x1 > x),.
H4 assim uma solugdo tnica y = ¢ para r = x,,, ou = x7, hd tambem duas solugdes y;(z) e
y2(x) para cada x €|z, xp].
yi(z) < §eyi(x) > 3.
Ao aproximar x de z,, ou de xp7, quer y;(z) quer yz(z) aproximam-se de
Podemos assim concluir que

ya 1.6

eby edz

é uma curva fechada para x,y > 0. O

1.4 Principio de Volterra

Proposigao:

Seja x(t) , y(t) uma solugio periddica do sistema do modelo predador-presa (1), com periodo T'.

ed i

Entdo 7 = § e y = §.Isto &, os valores médios de z(t) e y(t) sio os valores de equilibrio.

al



Demonstragao. Comecemos por T.

Dividindo por & ambos os membros da equacdo: z’(t) = ax — bxy obtemos:

o W
Assim,
1 [Tt 1T
o L me(m) ~ in(e(@)] = & [ ade— % [y
T (@ x =7 ), a 7 ), Y
1 _ . __a
@O—TaT—by@y—g
Tendo agora em conta g, e dividindo por y ambos os membros da equagdo: y'(t) = —cy+dzxy
obtemos:
y'(t)
=—c+dz
y(t)
Assim: . .
1 / Y (1) 1 /
— dt = = —c+ dx(t)dt
T Jo y(t) T Jo )

Exemplo particular:

Fazendo a = 2,b = 1,c = 4 e d = 2, por substituigdo em (1),0btemos o seguinte campo de

direcoes:
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Figura 1: Campo de direcoes.



2 Modelo de Goodwin

Segundo os economistas existem trés tipos principais de modelos econémicos,em que:

e O sistema econoémico tem tendéncia a manter-se em equilibrio como acontece com os sis-

temas econdémicos atuais dos paises mais desenvolvidos economicamente.

e O crescimento é ciclico e pequenas alteracoes afetam de forma substancial o sistema eco-
noémico no futuro. Os sistemas econémicos com foco para o mercado sdo um bom exemplo
disso,em que os mecanismos de preco atuam com base na lei da oferta e da procura.
Estagoes do ano e condigoes climatéricas tém uma influéncia tremenda nas atividades eco-

noémicas deste sistema.

e Sistemas econémicos que quando sujeitos a choques aleatérios provocam um comporta-
mente imprevisivel nos recursos, e consequentemente na economia.QOs sistemas econdémicos
sao um exemplo disso mesmo, em que os valores de produtos sao decididos por um érgao
central com base na informacao dos recursos de producao disponiveis e das necessidades

do pais que representa.

2.1 Introducgao e suposicoes

O modelo econémico de Goodwin assemelha-se ao modelo predador-presa de Lotka-Volterra,
havendo uma analogia dos salarios aos predadores, e do emprego as presas. E possivel verificar
que um aumento dos empregados por parte de uma empresa provoca um aumento das despesas, e
um aumento das despesas tera como efeito a diminuicao do lucro das empresas. Para fazer frente
a essa diminuicao de lucro a empresa despede empregados,0 que provoca uma diminuicao das
despesas empresariais, consequentemente o lucro aumenta, provocando a contratacao de mais
empregados.

Ao desenvolver este modelo, Goodwin fez uma série de suposi¢oes iniciais:
1. A produtividade, a, e o trabalho, n, aumentam de forma constante.
2. Existem apenas dois fatores de desenvolvimento: capital,k, e emprego, E.

3. Os valores em causa sdo liquidos (n&o se estuda por exemplo, a existéncia de impostos nem

de despesas adicionais das empresas).

4. Os salarios dos trabalhadores,s e os lucros empresariais sao respetivamente gastos e inves-

tidos por cada uma das entidades.
5. A razao entre o capital das empresas e a produ¢do,p, ¢ uma constante dada por §.

6. A despesa das empresas com salarios aumenta com o respetivo aumento de empregados.



2.2 Deducao do Modelo de Goodwin

Pela suposigao 1, obtemos que a produtividade do trabalho dos trabalhadores é dada por a,
tal que:

t

a = age®,a > 0.

Também pela suposicao 1, o crescimento do trabalho é dado por n, tal que:
n = nee’, 5> 0.

Pela suposicao 5, sabemos que § é uma constante dada por:

b= 4)

O coeficiente salario/produtividade dado por , u, representa os gastos que a empresa tem com

salarios por produtividade dos trabalhadores:

Sabemos que o rendimento do trabalho dos trabalhadores tem valor a, portanto a — s, deter-
minard o sinal do aumento de capital.

Assim:

salario > produtividade — prejuizo
salario = produtividade — 0

salario < produtividade — lucro

Assim vem que o lucro pelo rendimento dos trabalhadores depende de:
a—s (5)

O lucro da empresa também dependera da razao entre a produgao e a produtividade dos traba-

lhadores,que representa o nimero de empregados:

p

- 6

’ (©)
Pela suposicao 2 e 3, a variagao do capital de uma empresa representa o lucro ou prejuizo obtido,

multiplicando (5) e (6), obtemos assim a variacdo do capital:

Tt =ta-s)x2eBt)=0-uwp @

A expressdo do numero de empregados de uma dada empresa, como ja foi referido, é obviamente

dado pela producao a dividir pela produtividade dos trabalhadores, assim temos:

p="2
a

i dp (4.
Determinemos agora 7 (t):



Ora por (4), temos que:

Entao por (8), obtemos que:

Portanto:

£ 7 9
dt ) ©)
: = . d
Determinemos agora a expressao de: 42 ().
Ora sabemos que E = £, portanto:

dE d—f(t)a —pe(t)
E(t) =g dt

Usando o resultado (9), vem que:

a2

1—u « 1—
dE(t):p s4a — paage™ P 5“—pa_£ {(lu) _a]

dt a? - a T a 0

Chegédmos assim & expressao:

TO=205" )

FE é a variavel referente aos emprego, contudo na area da economia existe um medidor de

emprego muito utilizado denominado "nivel real de emprego",que mede o niimero de empregados

por oferta de trabalho.

Seja entdo o nivel real de emprego dado por v:

V= (10)

Com o objetivo de compreender melhor este conceito econdémico analisemos o seguinte es-

quema:
emprego > trabalho —v>1
emprego = trabalho —-v=1
emprego < trabalho —v<1
Determinemos 9% (t).

De (10), temos que:

(1w
4

@(t) _ 4E (tyn — Bnoe’* E _ E(lgiu) —la—1p
dt

2 =un _a_ﬁ}—v{(lgu)—a—ﬂ]

Pela suposi¢ao 6, podemos definir a variacao dos salarios da seguinte forma:

%(t) =s(Av—7). (11)



Sabemos que:

Entao, temos que:

du 95 (t)a — s92(¢)
-t = % (12)

Sabemos que a, foi definida, para « > 0, pela expressao:

t t

& d—ctl(t) = aage™.

Entédo aplicando este resultado em (12), obtemos:

a = age®

@(t) B %(t)a — saage™
e 2

a

Usando (11), na equagdo anterior vem:

du, . sAv—7)—as au(lv—vy—a)
()= = =u(Av—v—a).

a a

Fazendo:

V)=o) [fa=p=P2] [ 0= v n - o)

(13)
u(t)(Ao(t) =y — ) w/(t) = u(t)(O20(t) —n2)

Q\
—~
~
~—
Il

Vemos assim que este modelo respeita as equagoes de Lotka-Volterra, e é evidentemente da
forma do modelo (1).
Tendo em conta a correspondéncia de variaveis, sabemos que todos os resultados obtidos para

as equgoes de Lotka-Volterra sao igualmente vélidos para o modelo de Goodwin.

2.3 Defeitos do modelo de Goodwin

O modelo de Goodwin apresenta algumas falhas, umas mais graves e relevantes que outras.
Passamos a analisar algumas das mais relevantes, bem como a resolucionar essas irregularidades
tentando assim melhorar o modelo, tornando-o mais realista.

O que acontece quando v =0 ou v =07



Consideremos v = 0 :

Ora, como
E
v=—.
n
Temos que
E=0=v=0
Também

n—oo=v=0

Fazendo v = 0, vem da segunda linha do sistema (13) ,referente ao modelo de Goodwin, que:
u/(t) = —npu(t). Primitivando ambos os lados da equacio, vem que: u(t) = uge~">(*=*) com
ug = u(to).

Calculemos usando a expressdo de u(t) o seguinte limite:

: — 1 —n2(t—to) _
(55, (8) = g, voe 0

Isto significa que quando v = 0, isto é, quando o nimero de empregagos é zero, £ = 0, ou
quando o trabalho, n , verifica n — oo entdo também u serd zero quando t — oco.
Podemos ver que este resultado realmente verifica o que seria de esperar na realidade, e nao é
nenhuma lacuna do modelo de Goodwin.

Consideremos agora u =0:

Ora, como
s
U= —.
a
Temos que:
s=0=u=0
Também:

a—oo=u=>0

Pela primeira equagao do sistema (13) temos que:

Primitivando agora ambos os lados da equagdo anterior, vem que: wv(t) = voe™ (t=10) - com
Vo = ’U(to).

Calculemos agora usando a expressao de v(t) o seguinte limite:

lim ’U(t) = lim ’l}oenl(t—to) = +00.
t—o00 t—o00

No contexto do problema este resultado significa que quando os salarios tém valor zero, s = 0,0ou
quando a produtividade no trabalho é muito grande a — oo a varidvel v atinge valores ilimitados
para t — oo.

Esta é uma das lacunas do modelo de Goodwin, pois na realidade isto significard que o numero



de empregados,F, serd muito superior ao trabalho n.

Para tornar o modelo mais realista, aproximando-o da realidade, para u = 0, devemos con-

siderar
/ — —_ E
V'(t)=m (1 ) v (14)

Assim, se quisermos considerar que no méximo o emprego é de 1, devemos fazer K = 1.

Obtemos assim o seguinte modelo:

v'(t) = m (1= o)) v(t) = Orv(t)u(t)
W' (t) = u(t)(020(t) - 12)

Passemos agora a resolver a equagao (14), que é uma equagdo de varidveis separaveis e

verifiquemos se o problema no modelo de Goodwin foi corrigido para k = 1. Temos entao:

dv v 1 1 1
_ 1 dv = = R dv = d 1
dt(t)_m( K)U(:)v 2 v =1dt /v — ) /771 t (15)

Calculemos agora as primitivas de ambos os lados, ora temos:

1 1
/f— dv =Injv| —Injv — 1| + &1
v v-—1

/ﬁldt = ’Iht —|— Co

Substituindo estes dois resultados na equagao (15), temos:

ln|v|—ln|v—1|—|—cl:771t+62<:>ln< v 1) =n1t+02—c1®L=e"1t+c3
v —

v—1
_emttes
Sv=eMTSp—1) oo (1l —eMts) = —ents o o(t) = T ontia (16)
—e

Em que ¢35 = ¢35 — ¢1.

Para verificar se o problema esta agora resolvido, calculemos o limite v(¢) quando t — oco,usando

a igualdade (16).

—eMmttes —_emttes -1 -1

lim v(¢) = lim Il lim o i = lim ———=—=1
— 1 3 . _— [ —_

t—o0 tsoo 1l —e t—oo eMiTes [e"lt‘*'CS 1} 20 e 1

Assim, verificamos que para u = 0 e para t — oo, teremos v(t) — 1, portanto temos esta falha

resolvida.
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Relagao salarios-emprego:
Alteragoes em u provocadas por alter¢des em v ndo podem influenciar imediatamente o sistema.
No modelo de Goodwin essas alteragdes sdo imediatas e posteriormente nio se verifica nenhuma
influéncia, e portanto para aproximar o modelo o maximo possivel & realidade queremos provocar
um atraso na variacao da varidvel u.

Podemos assim obter o pretendido substituindo na segunda equacao do modelo:

v = /Ot o(T)G(t — T)dT

Onde G é uma funcao integréavel positiva que verifica

/too Gt —m7)dr = /OOO G(z)dx = 1.

v'(t) =m (1 —o())v(t) - 91@( Ju(t)
u'(t) = —nou(t) + Oau(t) fo G(t—7)dr
Instabilidade do modelo
A instabilidade é um dos maiores problemas do modelo (13).
Pequenas alteracoes nas condigdes iniciais (ug,vo) conduzem a solugbes demasiado diferentes.

axr

Usando a funcdo G(x) = ae~** , a > 0, conseguimos estabilizar as solugdes e corrigir esse pro-
blema.
Esta funcao é decrescente, e fard com que uma alteragao em v,uma nova contratagao, um despe-
dimento ou uma modificacdo na produtividade,influencie cada vez menos a variacao da variavel
u com o passar do tempo.

Isto significa que é tido em conta alteragoes no lucro da empresa quando se celebra um novo
contrato de trabalho.Assim, dado um periodo de tempo x, respetivo ao tempo que ocorreu esse

contrato, a influéncia que tera no salario dos trabalhadores serd cada vez menor com o passar

do tempo ,devido & influéncia da funcdo G(z).

/OOO G(z)dx = 1.

/ G(z)dx = / ae”ds = — [e7*>® —¢’] =1
0 0

Assim obtemos o seguinte modelo, que é uma melhoria do modelo de Goodwin:

Provemos que:

v'(t) = m (1 —o(t) v(t) = Orv(t)u(t)
' (t) = —nou(t) + Ou(t) fo Tae~*t=")dr

Este modelo é uma melhoria do modelo de Goodwin (13).
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