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Resumo

O principal objetivo deste trabalho foi uniformizar a teoria do reconhecimento
linguagens de arvores de aridade, de arvores sem aridade e de florestas, com
énfase especial para as duas tultimas, com a teoria do reconhecimento de
linguagens de palavras.

De facto, apesar de tanto as linguagens de arvores (de e sem aridade) e
as linguagens de florestas serem generalizacoes de linguagens de palavras, o
seu desenvolvimento nao conhecia o mesmo tratamento sistematizado de que
estd munida a classica teoria de linguagens de palavras. Nas paginas que se
seguem, procurou-se formalizar e organizar alguns aspetos relativos ao re-
conhecimento de linguagens de arvores de aridade, de arvores sem aridade
e de florestas numa teoria comparavel com aquela que faz das linguagens
de palavras ferramenta incontornavel em intmeras aplicacoes a Ciéncia da
Computacao. De notar que é também como resposta a novos problemas pos-
tos pela Ciéncia da Computagao que outros objetos matematicos véem a ser
estudados com maior profundidade. Esse é precisamente o caso das arvores
e florestas, cujas linguagens dao resposta, por exemplo, a problemas relacio-
nados com a representacao/armazenamento e troca de dados informaticos.

O texto encontra-se organizado da seguinte forma. No primeiro capitulo,
sao sumariamente apresentados alguns conceitos e resultados relacionados
com teoria de semigrupos; no segundo ¢ recordada a teoria do reconhecimento
de linguagens de palavras; nos dois tltimos, é entao descrita uma teoria de
reconhecimento de linguagens de arvores de aridade e de linguagens de flores-
tas, respetivamente, as quais, sendo inspiradas na teoria cléssica, constituem
uma possivel uniformizacao.

Palavras chave

Algebra-floresta sintatica, arvore de aridade, arvore sem aridade, autémato,
floresta, monoide sintatico, ¥-algebra sintatica, palavra, reconhecimento de
uma linguagem.






Abstract

The main aim of this study was to present a uniform theory of recognizable
language of ranked trees, unranked trees, and forests as that of words.

Indeed, and despite the fact that both languages of (ranked and unran-
ked) trees and languages of forests are generalizations of languages of words,
its development had not yet achieved the systematic treatment that has long
been known to languages of words. In what follows, we develop a forma-
lization and organization of some aspects concerning language recognition
for languages of ranked trees, languages of unranked trees, and languages of
forests in a manner that resembles the classical — and powerful — theory of
languages of words. And if the classical theory has been the major tool in
various problems in computing science, new challenges have recently deman-
ded other approaches. For instance, problems related to data representation
and exchange have been solved using trees and forest, prompting renewed
interest in these subjects.

The text is organized as follows. In the first chapter, we briefly present
some concepts and results concerning semigroups; in the second, we recall
the aspects of the classical theory of languages of words which will allow us
to, in the third and fourth chapters, describe a theory of language recognition
for ranked trees and for forests, respectively, that compares with the classical
theory.

Keywords

Automaton, forest, language recognition, ranked tree, syntatic monoid, syn-
tatic forest algebra, syntatic »-algebra, unranked tree, word.
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Introducao

A nocao de reconhecimento de linguagens, como conjuntos de sequéncias de
simbolos, surgiu na década de 60 do século passado e estd intrinsecamente
relacionada com autématos finitos. Inicialmente foi desenvolvida sobre lin-
guagens de palavras (finitas) mas depressa foi estendida a outros modelos.
O estudo das linguagens de palavras reconheciveis e de outras estruturas
associadas tem permitido construir uma teoria rica assente em importantes
teoremas que permitiram avancos significativos, dos quais destacamos resul-
tados de Kleene, Myhill, Nerode, Elgot, Biichi e Schiitzenberger.

Atualmente as linguagens de palavras reconheciveis fazem parte de qual-
quer curso de Ciéncia da Computacao e sao usualmente consideradas pedras
basilares em muitos dos seus campos. Podem ser tratadas de diversas ma-
neiras, entre as quais: reconhecimento por autémato, reconhecimento por
monoide finito, expressoes racionais e definibilidade logica. Estes conceitos
sao equivalentes em termos de expressividade e levam a muitos algoritmos
fundamentais no campo da compilacao, processamento de texto, engenharia
de software, etc.. Por si s6 estas aplicagoes conferem a classe das linguagens
de palavras reconheciveis uma importancia inegavel. As diversas maneiras
de tratar as linguagens de palavras reconheciveis que mencionamos atras
tém gerado muito conhecimento nas areas da Combinatoéria, da Algebra e da
Légica.

Objetos matematicos que estendem as palavras tém sido, especialmente
desde o virar do século, estudados com o intuito de os aplicar ao desenvolvi-
mento de novas ideias da Computacao, por exemplo, a representagao/arma-
zenamento de dados informaticos e a troca dos mesmos. Neste campo desta-
camos o XML (do inglés eXtensible Markup Language) pela sua importancia.
Documentos XML sao produzidos comummente em bases de dados, em pro-
cessamento de documentos e em aplicagoes Web. Arvores sdo os objetos em
que o XML se baseia.
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Desde ha algumas décadas, arvores (finitas) e linguagens de arvores tém
sido intensamente estudadas tanto como extensao dos trabalhos desenvolvi-
dos para palavras como para dar resposta a varias questoes da Computacao.
Embora o inicio do estudo das &rvores de aridade (drvores etiquetadas num
alfabeto finito munido de uma funcdo de aridade) e das arvores sem aridade
(arvores etiquetadas simplesmente num alfabeto finito) tenha sido contem-
poraneo, o desenvolvimento da teoria sobre arvores de aridade foi bem mais
substancial e continuo até a presente data. Com a criagao do XML no final
dos anos 90 no ambito da Web, as arvores sem aridade voltaram a ser alvo
de um interesse especial uma vez que sao o modelo formal dos documentos
XML.

Muito do trabalho que existe para linguagens de arvores de aridade e para
linguagens de arvores sem aridade esta feito numa perspetiva de extensao de
conceitos e resultados existentes para linguagens de palavras. O mesmo su-
cede para florestas (finitas e sem aridade). No entanto, e contrariamente com
0 que se passa com o estudo das palavras, as diferentes abordagens desenvol-
vidas resultaram na ambiguidade de algumas defini¢coes. O objetivo principal
do nosso trabalho ¢ apresentar um estudo das linguagens de arvores sem ari-
dade e das linguagens de florestas a semelhanca daquele que se conhece para
linguagens de palavras. Grande parte do que aqui se apresenta consiste na
uniformizacao do formalismo de varios conceitos relacionados com o reco-
nhecimento de linguagens de palavras, de arvores de aridade, de arvores sem
aridade e de florestas, com o objetivo de colmatar as referidas discrepancias.

Esta dissertagao estda organizada da seguinte forma. No Capitulo 1 re-
cordamos algumas nogoes e resultados basicos sobre semigrupos e monoides
e estabelecemos a notacao considerada; cada um dos restantes capitulos é
dedicado a apresentar a teoria do reconhecimento de linguagens de palavras,
arvores de aridade e florestas, respetivamente. Tendo sido um dos objetivos
primordiais deste trabalho apresentar um estudo comparativo destes assun-
tos, os capitulos 2, 3 e 4 encontram-se organizados por forma a evidenciar o
facto de, ao contrario do que sucede em grande parte da literatura conhecida,
ser possivel apresentar a teoria relativa a cada um deles de forma uniforme.

Assim, o Capitulo 2 é dedicado a apresentar, relativamente a alfabe-
tos finitos, defini¢oes e resultados acerca de palavras finitas e de linguagens
das mesmas. Nomeadamente, recordam-se as nogoes de reconhecimento de
linguagens de palavras finitas através de autématos, de morfismos de semi-
grupos e monoides, de expressoes racionais e de féormulas da Logica, bem
como a equivaléncia destas nogoes. Além disso, é dada a caracterizacao de
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tres classes de linguagens de palavras finitas: as livres de estrela, as testaveis
localmente e as testaveis por pedacos.

O Capitulo 3 sistematiza entao, como ja referimos, a teoria relativa as
linguagens de arvores de aridade. Nao sendo a teoria das linguagens destas
arvores o principal tema deste trabalho, a apresentacao dos rudimentos desta
teoria prende-se nao s6 com razoes de completude como serve também o ob-
jetivo de permitir estabelecer pontos de contacto com as demais linguagens
consideradas. Comecamos por apresentar a nocao de arvore sobre um alfa-
beto sem aridade, certas relagoes definidas no dominio de uma arvore sobre
um alfabeto sem aridade, arvore sobre um alfabeto de aridade, que sao um
caso particular das primeiras, e de contexto sobre um alfabeto de aridade.
Dado que as arvores sem aridade sao, por sua vez, uma caso particular das
florestas, o seu estudo é adiado para o ultimo capitulo, sendo o Capitulo 3
dedicado a descrever o estudo das linguagens das arvores de aridade a luz do
classico estudo das linguagens de palavras finitas. Em particular, é recordado
o conceito de X-algebra para, a partir dela, poder ser desenvolvido o reco-
nhecimento algébrico da linguagem de arvores de aridade, e o de autémato
de arvores de aridade, através do qual é possivel considerar o reconhecimento
destas linguagens por meio de autématos. Por fim, é enunciado o resultado
que estabelece a equivaléncia entre os dois tipos de reconhecimento.

Por dltimo, o Capitulo 4 diz respeito ao estudo das linguagens de flores-
tas. Para tal, sao apresentadas as nocoes de floresta e contexto, generalizadas
as relagoes consideradas a propédsito das arvores sem aridade e definidas cer-
tas operacoes. A estrutura relativamente a qual é feito o reconhecimento
algébrico de uma linguagem de florestas é a de algebra-floresta, que consiste
num caso particular das chamadas “two-sorted algebras” e para a qual é
desenvolvida a teoria analoga a dos monoides para as linguagens de pala-
vras finitas. O papel desempenhado por autématos finitos no ambito das
linguagens de palavras é agora desempenhado pelos autématos de florestas.
Mais uma vez, tem-se a desejada equivaléncia entre os dois tipos de reco-
nhecimento, cuja demonstracao se inclui. E também definido o conceito de
arvores-reconhecimento, o qual permite reconhecer uma linguagem de arvores
sem aridade com recurso a uma algebra-floresta. Relativamente a algebras-
floresta, sao ainda apresentadas outras possiveis definicoes, nao necessaria-
mente equivalentes, e cujo interesse reside no facto de possibilitarem estudar
o reconhecimento de linguagens de florestas sob perspetivas diferentes. O tra-
balho ¢é concluido com a apresentacao de algumas aplicagoes, designadamente
a caracterizacao de certas classes de linguagens de arvores sem aridade e de
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florestas, tanto a custa de equagoes como a custa de féormulas da Légica. Para
as ultimas, é dado um exemplo, de forma sucinta e sem uma preocupacao de
muito rigor, igualmente ilustrativo de como as vérias relagoes definidas para
arvores sem aridade e florestas podem ser usadas para este efeito.

Este trabalho inclui também um apéndice sobre Légica. Embora utilize-
mos conceitos da Logica, como ja mencionamos, esta nao tem um papel cen-
tral nesta dissertacao. Por outro lado, um leitor com formacao mateméatica
nao teve necessariamente um curso de Logica. Incluimos assim em apéndice
uma compilacao dos varios conceitos basicos da Logica de que necessitamos.
No contexto deste trabalho, é substancialmente extensa, mas nao pretende
ser uma introducao a um curso de Logica.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consiste numa breve apresentagao de algumas definigoes e
resultados, quase na totalidade sobre semigrupos, que convém ter presente
nos capitulos seguintes. Estes contetidos podem ser encontrados em variada
bibliografia, entre a qual [19] que é a utilizada no que se segue.

Dados conjuntos X e Y, uma relagao 6 : X — Y e um elemento x em X,
denotamos por #(x) o conjunto {y € Y | (z,y) € #}. Em particular, se 0 é
uma funcao e 6(z) # ), denotamos por #(x) o elemento de Y que é a imagem
de x por 6.

A composicao da relaggo # : X — Y com a relacao p : Y — Z é a
relagao po 6 : X — Z definida por

pold={(z,z) | yeY: (z,y) €de(y,2) € p}.

Um semigrupo é um par (S, ) formado por um conjunto S (a que chama-
mos universo) e uma operagao bindria associativa - em S.

Um monoide é um terno (M,-,1), onde (M,-) é um semigrupo e 1 é
identidade da operacao -.

Vamos representar um semigrupo ou um monoide apenas pela letra que
representa o seu universo.

Dado um semigrupo S, podemos construir um monoide S* da seguinte
maneira: se S é um monoide, entao S é S; caso contrério, entao S'=SU{1},
onde 1 é um elemento que nao pertence a S e a operacao em S' estende a
operacao em S de modo que s - 1=1 - s=s, para todo o s € S*.
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Dados um semigrupo S e dois subconjuntos X e Y de S, denotamos por
XY oconjunto XY ={z-y|ze X, yeY}.

No que diz respeito a semigrupos, as nogoes de subsemigrupo, produto
direto, quociente e morfismo sao definidas como é habitual para outras es-
truturas algébricas. O mesmo acontece para monoides. Lembramos apenas
que para um morfismo de monoides ¢é requerida a condi¢ao extra da imagem
da identidade ser a identidade.

Dados dois monoides M e N, dizemos que M divide N se M é imagem
homomorfa de algum submonoide de N.

Seja T um semigrupo (respetivamente, monoide) e seja X C T.

Definimos subsemigrupo (respetivamente, submonoide) gerado por X, que
denotamos por (X) (respetivamente, (X)), como sendo

ﬂ {Y | Y subsemigrupo de T' contendo X}

(respetivamente, ﬂ {Y | Y submonoide de T contendo X}).

Seja S um semigrupo. Um elemento e de S tal que e* = e é chamado
idempotente. Representamos por E(S) o conjunto de todos os elementos
1dempotentes de S. Um semigrupo é idempotente se todos os seus elementos
forem idempotentes. Se e é um idempotente de S, entao eSe é um sub-
semigrupo de S que é um monoide com e como identidade e é chamado
submonoide local de S.

Num semigrupo finito S todo o elemento tem uma poténcia idempotente,
isto é, para todo o elemento s € S, existe ny, € N tal que s™ é idempotente.
Logo existe um n € N minimo, tal que s™ é idempotente para qualquer
s € S, que denotamos por w. Em particular, s¥ é a tnica poténcia de s que
¢ idempotente.

As relagoes de Green num semigrupo S sao cinco relagoes de equivaléncia
em S, notadas por R, L, J, D e H e que podem ser definidas da seguinte
maneira:

aRb < aS' =0bSh,

albe Sta=S:;

aJb e StasSt = S'bSY, para todos os a,b € S;
H=RNL e

D é a menor relacao de equivaléncia em S que contém R U L.



Pode provar-se que Ro L = Lo R, pelo que, D =R o L. Temos R,L C J
e, como tal, temos também D C 7.
O seguinte resultado é essencial no estudo de semigrupos finitos.

Proposicao 1.0.1.
Num semigrupo finito, D = 7.

Um semigrupo S diz-se aperiodico se existir um ntimero natural n tal que
s"=s"t1 para todo o elemento s € S. Adiante veremos que os semigrupos
finitos aperiddicos sao importantes no estudo das linguagens. O resultado
seguinte caracteriza os semigrupos finitos aperioédicos.

Proposicao 1.0.2.
Seja S um semigrupo finito. As segquintes afirmagoes sao equivalentes:

1. S € aperiodico,
2. S é H-trivial,

3. Qualquer subsemigrupo de S que € grupo, € trivial.

Neste trabalho sao também utilizados varios conceitos da Logica. Em
apéndice encontra-se uma compilacao dos conceitos de que necessitamos.






Capitulo 2
Linguagens de Palavras

Neste capitulo vamos enunciar, relativamente a alfabetos finitos, algumas
definicoes e resultados, que se presumem ja adquiridos, acerca de palavras
finitas e de linguagens das mesmas. Por isso, apenas serao feitas as demons-
tragoes que pensamos serem mais pertinentes ou ilustrativas. Tal como ja
referimos, os topicos que vamos seguir nos capitulos seguintes tiveram origem
na matéria que aqui vamos abordar. Assim, aproveitaremos a maior anti-
guidade e consequente maior desenvolvimento do estudo da matéria presente
neste capitulo para criarmos linhas orientadoras para as restantes. Com a
estrutura e os conteiudos aqui presentes vamos tentar estabelecer uma orga-
nizacao e objetivos a perseguir nas restantes secgoes.

Este trabalho teve como principal inspiracao um trabalho de Mikolaj
Bojanczyk e Igor Walukiewicz [12], o qual é a base do capitulo 4. Em ordem
a facilitar a comparacao deste capitulo com o que é feito no capitulo 4,
optamos por introduzir alternativas para alguns dos conceitos usuais.

A matéria aqui apresentada pode ser encontrada em variadissima biblio-
grafia (ver, por exemplo, [15, 19, 20, 21, 22, 16, 27, 25, 24, 23, 8, 30]).

2.1 Definicoes Base

Esta seccao esta dividida em trés partes: a primeira trata essencialmente
das definicoes de alfabeto, palavra sobre um alfabeto e de algumas relagoes; a
segunda aborda as defini¢oes de semigrupo e monoide livres e a aplicacao dos
mesmas a modelos de palavras sobre um alfabeto; na tltima debrucamo-nos
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sobre autématos de palavras.

2.1.1 Palavras

Neste trabalho estamos apenas interessados em casos finitos e, como tal,
vamos incluir essa finitude nas proprias defini¢coes de alfabeto e de palavra.

Um alfabeto é simplesmente um conjunto finito nao vazio e letras ou
stmbolos sao os elementos de um alfabeto.

Ao longo deste trabalho, alfabetos e letras serao habitualmente repre-
sentados por letras do comeco do alfabeto latino: letras maitsculas para
alfabetos (A, B, C,...); letras minusculas para letras (a,b, ¢, ... ).

Seja A um alfabeto. Chamamos palavra sobre o alfabeto A a uma sequén-
cia ordenada finita ajas. . .a, de letras de A e a sequéncia vazia. Dizemos que
tal palavra ajas. . .a, tem comprimento n e que a palavra vazia tem compri-
mento 0. Denotamos o comprimento de uma palavra u por |u|. A palavra
vazia representa-se, sempre que nao houver ambiguidade, por 1. Dada uma
palavra uw e uma letra a, denotamos por |ul, o nimero de ocorréncias de
a em u. Habitualmente representamos, neste capitulo, palavras sobre um
alfabeto por u, v e w (possivelmente com indices).

Mais formalmente, uma palavra u sobre um alfabeto A é uma funcao
parcial u : N — A tal que o seu dominio, que denotamos por dom(u),
é 0 ou {1,...,n} para certo n € N. Com o objetivo de compara¢ao com
definicoes de outras secgoes, notamos que isto significa que:

1. o seu dominio é finito;
2. com a ordem natural em N, dom(u) é um ideal de ordem.

Um elemento i € dom(u) é chamado i-ésima posi¢ao na palavra u. A fungao
parcial atribui a uma posicdo i € N a sua etiqueta u(i) € A e, como tal,
dizemos que a i-ésima posi¢cdo da palavra u tem etiqueta u(i). Por esta razao
também chamamos palavras A-etiquetadas ou A-palavras as palavras sobre
o alfabeto A.

Com o intuito de as utilizarmos no decorrer deste capitulo, definimos
agora algumas relagoes (estas relagbes sao igualmente utilizadas em vérios
dos trabalhos que temos como base, entre os quais [27] e [21]):
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e Dada uma A-palavra u, definimos uma relacao binaria em dom(u), a
que chamamos relacao sucessor e que denotamos por S*, como sendo
o conjunto {(i,i+1) e Nx N|i,i+ 1€ dom(u)}.

e Dada uma A-palavra u, definimos uma relagao binaria em dom(u), a
que chamamos relacdo ordem e que denotamos por <%, que ¢é a ordem
natural de N restringida a dom(u), ou seja, como sendo o conjunto
{(i,7) e Nx N | i,j € dom(u) e i < j}.

e Dada uma A-palavra u e uma letra a € A, definimos uma relacao
unaria em dom(u), que denotamos por lab¥, como sendo o conjunto
das posicoes em u que tém como etiqueta a letra a, ou seja, como
sendo o conjunto {i € N | i € dom(u) e u(i) = a}.

As relacoes S* e <" sao chamadas numéricas e as relagoes lab sao chamadas
predicados letra.

2.1.2 Semigrupo e Monoide Livres

Seja A um alfabeto. Denotamos o conjunto de todas as A-palavras por A*
e o conjunto de todas as A-palavras nao vazias por A'. Definimos uma
multiplicacao em A*, a que chamamos concatenacgdo, da seguinte maneira:

(a1a2 c. CLm) . (ble c. bn> = aias .. .amb1b2 c.e bn;
lu=ul=u,

para todos os m,n € N,aj,as,...,am,b1,b9,...,b, € Aeu € A*. Com
esta operacao toda a palavra nao vazia é concatenacao de letras de A e,
portanto, A* (respetivamente, AT) é gerado como monoide (respetivamente,
semigrupo) por A (ver Seccio 1). E chamado monoide livre (respetivamente,
semigrupo livre) gerado por A. Esta terminologia vem do seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1.

Seja A um alfabeto e seja A* (respetivamente, AT ) o monoide (respetiva-
mente, semigrupo) gerado por A.

Para toda a func¢ao f: A — S, onde S é um monoide (respetivamente,
semigrupo), existe um unico morfismo de monoides o : A* — S (respetiva-
mente, morfismo de semigrupos o : AT — S) que estende f.
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Aproveitamos algumas das defini¢oes anteriores para agora definirmos um
novo conceito para semigrupos. Sejam u, v € A*. Dizemos que um semigrupo
S satisfaz a equagao u = v se e s6 se p(u) = p(v) para qualquer morfismo
p: AT — 8S.

Exemplo 2.1.2.
Seja S um semigrupo. As equagoes

ab=ba, a> =a e a" ="
dizem, respetivamente, que o semigrupo S € comutativo, idempotente e ape-

riodico.

Se u = ujusus, onde uy,us, us € A*, dizemos que u; é um prefizo de u,
que uz é um sufizo de u e que us é um fator de u.

Seja u = ajas...a, € A* onde n € N e ay,as,...,a, € A. Dizemos que
u € uma subpalavra de uma palavra v € A* se v = vVya1vV1a2Vs . . . AV, para
alguns vy, vy, v9,...,v, € A*.

Definimos linguagem de A-palavras como um subconjunto de A*.
Consideremos duas linguagens K e L de A-palavras. Vamos agora definir
algumas operacoes que nos vao ser uteis futuramente:

® UNLaO,
KUL={u|lue Kouuel}
e concatenacao ou produto,
K-L=KL={u; -us|u € K eup € L};
e cstrela de Kleene ou, simplesmente, estrela,

L*={uy---u, | n€Neuy,...,u, € L} U{1}.

E conveniente definir também a operacao:
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Lt=LL*={uy---u, | n€Neuy,...,u, € L}.

Notamos que Lt é o subsemigrupo de A* gerado por L, enquanto que L* é
o submonoide de A* gerado por L.

E ainda importante a definicao de quociente esquerdo de L por K (respe-
tivamente, quociente direito de L por K), isto é, a linguagem

K'L={ve A | ueK: welL}
(respetivamente, LK ! = {v € A* | Ju e K : vu € L}).

Os elementos de K 'L sao os elementos de A* que podem ser obtidos a partir
de palavras de L através da eliminacao dos prefixos que estao em K.

2.1.3 Autémato de Palavras

Um autémato de palavras é um quintuplo A = (Q, A, E, I, F') onde:
- () é um conjunto, cujos elementos sao chamados estados;

- A é um alfabeto;

- ECQ x AxQ;os elementos de E sao chamados transigoes;

- I C @Q; os elementos de I sao chamados estados iniciais;

- F C Q; os elementos de F' sao chamados estados finais.

Dizemos que um automato de palavras € finito se o seu conjunto de estados
for finito.

Representamos a transi¢ao (p, a, q) por uma seta cuja origem é p, a extre-
midade é ¢ e a etiqueta é a, ou seja, p —— ¢. Dizemos que duas transicoes
(p,a,q) e (p/,d,q') sdo consecutivas se ¢ = p’. Chamamos caminho em A a
uma sequéncia finita de transi¢oes consecutivas:

<QO70J17Q1>7 (Q17CL27Q2)7 ceey (an?fln;Qn);

que também denotamos por:



10 Linguagens de Palavras

al a2 an

Qo " e Gn-

O estado gy ¢ a origem do caminho, o estado ¢, é o fim do caminho e a
palavra u = ajas ... a, é a etiqueta do caminho.

Dizemos que um autémato de palavras A = (Q, A, E, I, F') é determinista
se verificar as seguintes condicoes:

1. A tem um tnico estado inicial (isto é, I = {qy} para certo ¢y € Q);

2. para todo o p € () e para todo 0 a € A existe no maximo um g € () tal
que (p,a,q) € E.

Dizemos que um autémato de palavras A = (Q, A, E, I, F') é completo se
para todo o p € () e para todo o a € A existe pelo menos um ¢ € @) tal que

(p.a,q) € E.

Podemos obter uma definicao alternativa de automato de palavras deter-
minista e completo substituindo o conjunto £ das transi¢goes por uma funcao,
a que chamamos func¢ao transi¢cao e que denotamos por ¢, que a cada elemento
a € A faz corresponder uma fungao (total) d, : Q — @ onde, para qualquer
p € Q, da(p) € 0 unico estado ¢ tal que (p, a,q) € E. Como consequéncia deste
autéomato ser determinista vem que I = {qo} para certo ¢o € ). Denotamos
este autémato determinista e completo por A = (Q, A4, 6, qo, F).

2.2 Reconhecimento de Linguagens de Pala-
vras

Ao longo desta seccao vamos considerar um alfabeto A e uma linguagem
de A-palavras L (C A*). Relembramos que, mediante as definigoes de al-
fabeto e de palavra dadas anteriormente, estamos a considerar linguagens
de palavras finitas sobre um alfabeto finito mas diremos, com frequéncia,
simplesmente “linguagem de palavras” ou, ainda, “linguagem”.

Existem varias alternativas de nocao de linguagem reconhecivel, embora
se prove que todas elas sao equivalentes entre si no caso de linguagens de pala-
vras. Cada uma destas ideias de reconhecimento é interessante em si mesma
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pela perspetiva que utiliza. De seguida apresentamos estas diferentes nocoes
e enunciamos sem demonstragao alguns resultados acerca das mesmas.

Os principais resultados desta seccao podem ser encontrados em variada
bibliografia, entre a qual os trabalhos de Eilenberg [15], Pin [19], Strau-
bing [25], Sipser [24] e Sakarovitch [23].

Reconhecimento por Autémato de Palavras

Uma palavra v = ajas . ..a,, comn € Neay,as,...,a, € A, diz-se recon-
hecida pelo autémato de palavras A = (Q, A, E, I, F') se existir um caminho
nesse automato da forma:

al as

% > Q1 Sy,

onde gy € I eq, € F. A um caminho nestas condigbes chamamos caminho

bem sucedido em A. Dizemos que a palavra vazia € reconhecida pelo automato
de palavras A = (Q, A, E,I,F)se INF # (.

Vejamos agora de que maneira algumas das nogoes anteriores podem
ser adaptadas para um autéomato de palavras determinista e completo A =
(@, A, 9, qo, F). Um tal autéomato de palavras A aplica uma A-palavra u num
elemento de @, que representamos por u, que é definido por recorréncia da
seguinte maneira:

- se u for a palavra vazia, entdo u? = ¢qo;
- se u =va, onde v € A* e a € A, entdo u? = §,(v*?).

Assim, se u = ajas...a,, comn € Ne ay,as,...,a, € A, temos

ut = 64, 0 ... 64 O Oq.

Dizemos que uma A-palavra u € reconhecida por um automato de palavras
determinista e completo A = (Q, A, 6, qo, F') se e s6 se u* € F.

Definimos linguagem reconhecida por um autémato de palavras A, que
denotamos por L(A), como sendo {w € A* | w é reconhecida por A}.
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Reconhecimento Algébrico

Podemos considerar linguagens de palavras reconhecidas por um monoide
explorando a estrutura de monoide de A*.

Se M é um monoide e ¢ : A* — M é um morfismo de monoides, dizemos
que a linguagem L C A* € reconhecida por ¢ se L = o~ '(P) para algum
P C M; equivalentemente, se L = ¢~ 1(¢(L)). Dizemos que a linguagem
L C A* € reconhecida por um monoide M se existir um morfismo de A* em
M que reconhece L.

Automato de Palavras Minimal e Monoide Sintatico

Vamos aqui apresentar duas construcoes associadas a uma linguagem de
palavras L: o automato de palavras minimal de L e o monoide sintdtico de L.
Estes objetos permitem estabelecer os seguintes resultados:

e O autémato de palavras minimal de L é determinista e completo, reco-
nhece L e é minimal (num certo sentido, que nao vamos definir) entre
os automatos de palavras deterministas e completos que reconhecem L;
além disso, é efetivamente calculavel a partir de qualquer autémato de
palavras finito que reconheca L.

e O monoide sintatico de L reconhece L e é minimal (num certo sentido,
que vamos definir) entre os monoides que reconhecem L; além disso, é
efetivamente calculdvel a partir de qualquer morfismo que reconheca L.

Seja A = (Q, A, E, I, F) um autémato de palavras. Podemos associar
a cada palavra u de A* uma relacdo binaria em () da seguinte maneira: se
u=aas...a, € A*, comn € Neay,ao,...,a, €A, definimos

al a2

u={(p,q) € Q x Q | existe um caminho p > 1 PPN

definimos também T = {(p,p) | p € Q}. E claro que, para quaisquer
u,v € A* temos uv = uev no monoide B(Q) das relagoes bindrias em ) com
composicao e definida por Re .S = S o R, para todas as relagoes binarias R

e S em Q.
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Seja M(A) = {w | w € A*}, que é um submonoide de B(Q), chamado
monoide das transicoes de A. E ébvio que o monoide M (A) é gerado pelo
conjunto {a | a € A}.

Dado um autémato de palavras finito A = (Q, A, E, I, F'), podemos cons-
truir de maneira efetiva um autémato de palavras finito B = (Q, A, E, i, F)
determinista e completo e que satisfaz L(A) = L(B). Assim, em 5 a relacaou
¢ uma funcao (total), para cada u € A*. E claro que, dada uma palavra u €
A*, o autéomato de palavras B, = (Q, A, E,u(i), F') reconhece a linguagem
u 'L(A). Logo, se L C A* for a linguagem de palavras reconhecida por um
autémato de palavras finito, entao o conjunto {u~'L | u € A*} é finito.

Seja L C A*. Definimos um autémato de palavras A(L) sobre o alfa-
beto A da seguinte maneira:

estados: u= 'L, com u € A*;

transigoes: (u 'L, a, (ua)"'L), com u € A* e a € A;

estados iniciais: L (= 17'L);
- estados finais: v 'L, com u € L.

Se u,v € A* forem tais que u 'L =v 'L e (ul=)u € L, entdo 1 € u™'L,
pelo que também 1 € v™1L, ou seja, v € L.

Seja u = ajas...a, € A", onden € N e ay,as,...,a, € A. No autémato
de palavras A(L) temos o caminho

al — a _ as a —
L a;'L (a1ay) 'L poos ——u L,

que é o unico caminho em A(L) que comega em L e que tem etiqueta u.
Logo,

u € L(A(L)) & u'L é um estado final < v € L.

Logo, A(L) reconhece L e é determinista e completo. Portanto, L é reconhe-
cida por um autémato de palavras finito se e s6 se A(L) ¢ finito.

O autémato de palavras A(L) é chamado autémato de palavras minimal
de L. Esta terminologia deve-se ao facto de A(L) ser, num certo sentido,
um autéomato de palavras minimal dentro dos autéomatos de palavras que
reconhecem L e que tém uma certa propriedade. O autémato de palavras
A(L) pode ser efetivamente construido a partir de qualquer autémato de
palavras finito que reconheca L.
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Consideremos agora o monoide das transi¢oes do autémato de palavras
minimal de L, M(A(L)), e o morfismo

p: A* — M(A(L))

uU+—u

Pelo que vimos atras, este morfismo reconhece L. Definimos no monoide A*
uma relagao de equivaléncia que denotamos por ~:

u ~p v se e so se, para todos os =,y € A*,
ruy € L & zvy € L.

Pode provar-se que a relacao ~ é uma congruéncia em A*. Para quaisquer
u,v € A* temos

=7 Vo A" u(z L) =v(z7 L)
S Vr,y € A" (xuy € L < zvy € L)

<~ U~y .

Logo, M(A(L)) ~ A*/ ~. O quociente A*/ ~ é chamado monoide sintdtico
de L e é denotado por M(L). A congruéncia ~; é chamada congruéncia
sintdtica de L. O morfismo sintdtico de L é o morfismo candnico
A* — M (L). Portanto, vimos que M (L) reconhece L.

O seguinte resultado mostra que M (L) é, num certo sentido, um monoide
minimal entre os monoides que reconhecem L.

Proposicao 2.2.1.
Se L C A* e M ¢é um monoide finito, M reconhece L se e sé se M(L)
divide M.
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“Reconhecimento por Expressao Racional”

De uma maneira muito sucinta, vamos aqui falar em linguagens racionais
e estabelecer algumas convengoes a utilizar no decorrer deste trabalho. Para
um estudo mais aprofundado desta matéria sugerimos a consulta de [15, 19,
20, 21, 22, 1].

Consideremos duas linguagens K e L de A-palavras (isto é, K, L C A*)
e as operagoes unido, concatenacao, estrela e quocientes (definidas em 2.1.2)
que sao usualmente chamadas de operagoes racionais. Notamos que, jun-
tamente com as operac¢oes booleanas (unido, interse¢ao e complementacio),
as operacgoes produto, estrela e quocientes sao as operacoes bésicas conside-
radas quando se estudam linguagens reconheciveis. Notamos também que,
por vezes, sao utilizados os simbolos de paréntesis com o intuito evitar am-
biguidades na leitura das expressoes que se constroem utilizando letras que
representam linguagens e os simbolos das operagoes anteriores. Algumas con-
vencoes foram desenvolvidas acerca da precedéncia das operacoes de maneira
a, em alguns casos, conseguirmos evitar o uso de paréntesis. Uma convencao
comum é:

1. L* é considerada primeiro;

2. KL, K~'L e LK~! sao consideradas a seguir;

3. KUL e KN L sao consideradas em ultimo.

Quando nao existir ambiguidade, utilizaremos o simbolo 0 para represen-
tar a linguagem vazia e cada palavra u € A* para representar a linguagem
{u}. O conjunto das linguagens racionais de A* é o menor conjunto de lin-
guagens de A* que contém todas as linguagens finitas (ou, alternativamente,
que tem a linguagem vazia, ), as linguagens {a} para cada letra a € A) e é
fechado para as operagoes uniao, produto e estrela. Denotamos o conjunto
das linguagens racionais de A* por Rat(A*). Dizemos que uma linguagem
L C A* é racional se L € Rat(A*). Definimos expressoes racionais como
sendo expressoes formais que se obtém recursivamente através das seguintes
regras:

1. 0 e 1 sao expressoes racionais,
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2. para cada letra a € A, a é uma expressao racional,

3. se e e € sao0 expressoes racionais, entao (e+¢’), (e€') e e* sdo expressoes
racionais.

Conseguimos evitar a utilizacao de alguns paréntesis recorrendo as precedén-
cias anteriormente consideradas. Pode provar-se que existe uma tinica funcao
v do conjunto das expressoes reacionais sobre A em P(A*) que satisfaz:

v(0) =0
v(l) =1
v(a) = a para cada letra a € A
v((e+€)) =wv(e) +v(e)
v((ee’)) = v(e)u(€)
v(e) = (v(e)”

O walor de uma expressao racional e ou linguagem representada por e é a
linguagem v(e). Notamos que nao se devem confundir as nogoes de expressao
racional e de linguagem racional. Em particular, duas expressoes racionais
distintas podem representar a mesma linguagem.

Apresentamos sem demonstragao o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.2.
L € uma linguagem racional de A* se e sé se L € o valor de pelo menos
uma expressao racional.

“Reconhecimento por Definibilidade Légica”

Mais uma vez de maneira muito sucinta, vamos agora falar em Loégica
e estabelecer algumas convencoes a utilizar ao longo deste trabalho. Acon-
selhamos a consulta do Apéndice A para a compreensao dos tépicos aqui
presentes e, a leitores que pretendam um conhecimento mais aprofundado
desta matéria, a leitura da bibliografia ai mencionada.
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Tal como mencionado no Apéndice A, as féormulas de Légica de Primeira
Ordem ou, como doravante as vamos chamar por questoes de simplicidade,
formulas FO (abreviatura do inglés First Order), utilizam apenas varidveis de
Légica de Primeira Ordem (intuitivamente, varidveis que sao aplicadas em
elementos do universo e que, por vezes, sao chamadas varidveis de elemento),
e as formulas de Légica Monadica de Segunda Ordem ou, como doravante
as vamos chamar por questoes de simplicidade, férmulas MSO (abreviatura
do inglés Monadic Second Order), que sao casos particulares de férmulas de
Légica de Segunda Ordem onde pode apenas ser utilizado um tipo de variavel
de Loégica de Segunda Ordem: o das varidveis que representam relacoes de
aridade 1 (intuitivamente, varidveis que sao aplicadas em subconjuntos do
universo e que, por vezes, sao chamadas varidveis de conjunto).

Consideremos uma A-palavra u e a assinatura {5, <} U {lab, | a € A}
onde S e < tém aridade 2 e, para todo o a € A, lab, tem aridade 1. O terno
(dom(u), o, T) onde

-0 ={5,<}U{lab, | a € A} e

- I é a funcao definida por

I(S) = 5% I(<) =<" e, para todo 0 a € A, I(lab,) = lab¥;

¢ uma estrutura e vamos denoté-la por u.

No &mbito das palavras, vamos chamar férmula FO(S, <) (respetivamente,
formula MS0O(S, <)) ou, simplesmente, formula FO (respetivamente formula
MS0) a uma férmula de Légica de Primeira Ordem (respetivamente, a uma
féormula de Légica Monddica de Segunda Ordem) com a assinatura
{S,<}u{lab, | a € A}.

Seja ¢ uma férmula FO. A linguagem de A-palavras definida por ¢ é o
conjunto

{u € A* | existe uma atribuicdo de variaveis p tal que (u, ) = ¢}

e denotamo-la por L(p). Dizemos que a linguagem L ¢é definida através de
uma formula FO se, para a assinatura {S,<} U {lab, | a € A}, existir uma
férmula FO, digamos ¢, tal que L = L(yp).

Chamamos férmula FO(<) (respetivamente, férmula FO(S)) a uma férmu-
la de Légica de Primeira Ordem com a assinatura {<}U{lab, | a € A} (respe-
tivamente, com a assinatura {S}U{lab, | a € A}). Analogamente, definimos
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formulas MSO(<) e formulas MSO(S). Tal como atréds, com as adaptagoes na-
turais, estabelecemos o que significa uma linguagem de A* ser definida por
uma formula MSO, FO(<), FO(S), MSO(<) e MSO(.S).

Pode provar-se que a relagao S pode ser expressa em FO(<) e que a
relacao < pode ser expressa em MSO(S) (ver [21]).

Teorema de Equivaléncia de Reconhecimento de Linguagens de Pa-
lavras

Kleene, Nerode, Myhill e Biichi mostraram que as nocoes expostas atras
coincidem (ver, por exemplo, [15, 25, 16, 19, 20, 21, 22, 27, 24, 23, 30]):

Teorema 2.2.3.
Seja L C A*. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) L € reconhecida por um autémato de palavras finito.

ii) L € reconhecida por um autdmato de palavras determinista e completo
finito.

ii1) L € reconhecida por um monoide finito.
iv) L tem o monoide sintdtico finito.
v) L é uma linguagem racional.
vi) L € definida através de uma férmula MSO(S).

Mais ainda, existem algoritmos para passar de qualquer uma destas especi-
ficacoes para outra.

Com este resultado podemos, a partir de agora, falar apenas de linguagem
de palavras reconhecivel para nos referirmos a uma linguagem de palavras que
satisfaca qualquer uma das condigoes do teorema anterior.

Do Teorema 2.2.3 conclui-se facilmente que o conjunto das linguagens de
palavras racionais (ou reconheciveis) é fechado para as operagoes booleanas.
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A cada linguagem de palavras reconhecivel L podemos associar dois obje-
tos finitos: o autémato de palavras minimal de L e o monoide sintatico de L.
A relacao entre os dois ¢ estreita, pois o monoide sintatico de L é exatamente
o monoide das transi¢oes do seu autémato de palavras minimal.

2.3 Classificacao de Linguagens de Palavras
Reconheciveis

A relagao entre o autémato de palavras minimal e o monoide sintatico
dé uma boa maneira de classificagao de linguagens de palavras reconheciveis.
Constatamos que é o monoide sintatico, com a sua estrutura algébrica na-
tural, que oferece um bom método de classificacao. Nesta secgao vamos dar
exemplos de duas destas classificagoes.

Linguagens de Palavras Livres de Estrela

Um dos exemplos mais significativos de uma subclasse de linguagens de
palavras reconheciveis é o das linguagens de palavras livres de estrela. Estas
sao as linguagens de palavras que podem ser descritas por expressoes livres
de estrela, isto é, expressoes racionais que utilizam apenas letras do alfabeto,
as constantes (), 1 (a palavra vazia), as operagoes booleanas e a concatenacao
(mas nao exigimos a operagao estrela).

Vamos apresentar varias caracterizagoes de linguagens de palavras livres
de estrela, sendo que uma delas requer a definicao seguinte.

Um autémato de palavras determinista e completo diz-se livre de contador
se, para qualquer palavra nao vazia u, sempre que uma poténcia nao trivial
u™, com n € N, for etiqueta de um caminho que tem inicio e fim num mesmo
estado ¢, entao o mesmo acontece com u.

O seguinte resultado combina resultados de Schiitzenberger, McNaugh-
ton, Pappert e Kamp (ver, por exemplo, [15, 19, 21, 27, 30]).
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Teorema 2.3.1.
Seja L C A*. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) L ¢é livre de estrela.

ii) L é reconhecida por um autémato de palavras determinista e completo
livre de contador.

ii1) L € reconhecida por wm monoide finito aperiddico.
iv) L tem o monoide sintdtico finito e aperiodico.
v) L € definida por uma formula FO(<).

Mais ainda, existem algoritmos para passar de uma destas especificagoes para
outra.

Podemos entao concluir que a classe das linguagens de palavras livres
de estrela, com a sua definicao natural em termos de expressoes racionais,
tem também caracterizacoes em termos de todos os formalismos presentes no
Teorema 2.2.3.

Linguagens Testaveis Localmente e Linguagens Testaveis por Pedagos

Uma linguagem L C A* diz-se n-testdavel por pedacos, onde n € N, se
sempre que u,v € A* tiverem as mesmas subpalavras de comprimento nao
superior an e u € L, entao v € L. Uma linguagem L C A* diz-se testdvel
por pedagos se for n-testavel por pedagos para algum n € N.

Uma linguagem L C A" diz-se n-testdvel localmente, onde n € N, se
sempre que u, v € A* tiverem os mesmos fatores de comprimento nao superior
a n, os mesmos prefixo e sufixo de comprimento n — 1 e u € L, entdao v € L.
Uma linguagem L C A™ diz-se testdvel localmente se for n-testdvel localmente
para algum n € N.

Resultados de Simon e McNaughton (ver, por exemplo, [15, 19, 27]),
mostram que estas duas propriedades sao caracterizadas pelas propriedades
algébricas do monoide sintatico.
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Teorema 2.3.2.

Uma linguagem L C A* € testavel por pedacos se e s se o seu monoide
sintatico M (L) € finito e J -trivial.

Um semigrupo diz-se localmente idempotente e comutativo se todos os
seus submonoides locais sao idempotentes e comutativos.

Teorema 2.3.3.
Uma linguagem L C AT € testdvel localmente se e sé se o seu semigrupo
sintatico M (L) € finito, localmente idempotente e comutativo.



22

Linguagens de Palavras




Capitulo 3

Linguagens de Arvores de
Aridade

Neste capitulo comecamos por abordar arvores finitas sobre um alfabeto
sem aridade e de seguida passamos para arvores finitas sobre um alfabeto de
aridade, que sao o foco deste capitulo. Os conceitos que vao ser introduzi-
dos para arvores finitas sobre um alfabeto sem aridade vao ser fundamentais
para o estudo das arvores finitas sobre um alfabeto de aridade. Existe uma
extensa e rica teoria sobre arvores finitas sobre um alfabeto de aridade. No
entanto, neste capitulo vamos limitar-nos as nogoes basicas sobre arvores fini-
tas sobre um alfabeto de aridade para podermos fazer, mais a frente, algumas
comparagoes com o que se passa com arvores finitas sobre um alfabeto sem
aridade e com florestas, estas sim o objetivo principal deste trabalho. Para
o estudo das arvores finitas sobre um alfabeto sem aridade vamos seguir va-
riadissima bibliografia, entre a qual [26, 27, 2, 4, 10, 11, 9, 6, 17]. No estudo
das drvores finitas sobre um alfabeto de aridade vamos utilizar [7, 18, 5] e,
especialmente, [14].

Tal como ja referimos anteriormente, procuramos adotar neste capitulo
uma estrutura semelhante a utilizada no Capitulo 2.

Em ordem a facilitar a comparagao daquilo que aqui vai ser feito para
arvores de aridade finitas com o que vai ser feito para florestas finitas no
Capitulo 4, optamos por aqui introduzir alternativas para alguns conceitos
(seguindo o principio ja utilizada no Capitulo 2).
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3.1 Definicoes Base

Esta seccao esta dividida em trés partes: na primeira parte tratamos
essencialmente das defini¢oes de arvore sobre um alfabeto, de drvore sobre um
alfabeto de aridade, de contexto sobre um alfabeto de aridade e de algumas
relacoes; na segunda parte abordamos as defini¢oes de Y-dlgebra e Y-dlgebra
livre e na terceira e ultima parte debrugamo-nos sobre autématos de arvores
de aridade folhas-raiz.

3.1.1 Arvores

Vamos definir arvores finitas sobre um alfabeto (também conhecidas por
arvores etiquetadas) e arvores finitas sobre um alfabeto de aridade. A defi-
ni¢ao de arvore finita sobre um alfabeto de aridade é um caso particular de
arvore finita sobre um alfabeto e é sobre a primeira que o nosso estudo vai
incidir neste capitulo. O estudo mais aprofundado de arvores finitas sobre
um alfabeto fica adiado para o Capitulo 4. A escolha desta ordem deve-se
ao facto de uma arvore finita sobre um alfabeto poder ser tratada como um
caso particular de floresta finita sobre um alfabeto, sendo que esta ultima é
a definicao basilar do estudo apresentado no proximo capitulo.

Vamos também estabelecer algumas relacoes para arvores sobre alfabetos
que, sempre que fizerem sentido, ficarao assim igualmente definidas para
arvores finitas sobre alfabetos de aridade. Algumas destas relacoes sao aqui
introduzidas para serem utilizadas ao longo deste trabalho e outras apenas
pela importancia que assumem no variado estudo que tem sido desenvolvido
acerca de linguagens de arvores finitas sobre um alfabeto (onde se inclui
alguma da nossa bibliografia).

Consideremos N*, o conjunto das palavras sobre o alfabeto N. Obser-
vamos, para evitar ambiguidades, que o nimero natural 1 nao é a palavra
vazia de N*. Definimos uma relacao binaria em N*| a que chamamos rela¢ao
prefizo e que denotamos por <y, da seguinte maneira:

x <y+ y se e 86 se x for um prefixo de y.
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Arvores Sobre um Alfabeto

Seja A um alfabeto. Uma drvore t sobre A é uma funcgao parcial

t:NT — A tal que:

- 0 seu dominio, que denotamos por dom(t), ¢é finito;

dom(t) NN C {1};

- dom/(t) é um conjunto fechado para prefixos nao vazios, isto é,

se y € dom(t) e x € NT é tal que z <y y, entdo x € dom(t);

nao ezxistem saltos em dom(t), isto é,

se m,n € N ez € Nt sdo tais que m < n e xn € dom(t),

entdo xm € dom(t).

Chamamos drvore vazia a arvore de dominio vazio e denotamo-la por 0.

Exemplo 3.1.1.

Seja A um alfabeto. Qualquer funcdo parcial de NT em A que tenha como
dominio qualquer dos sequintes conjuntos € uma drvore sobre A:

0,{1},{1,11,12,13,14}, {1, 11,12, 13, 111, 121, 122, 131, 132}.

Por outro lado, nenhum dos sequintes conjuntos é dominio de uma drvore
sobre A:

{1,11,12,111, 121,122, 131,132}, {1, 11, 12, 13, 111, 122, 131, 132}.
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Habitualmente representamos, neste capitulo, arvores sobre um alfabeto
por t e s (possivelmente com indices).

Seja t uma arvore sobre um alfabeto A. Um elemento de dom(t) é cha-
mado nddulo. No caso de t nao ser a arvore vazia, ao elemento de dom(t)
que pertence a N, ou seja, ao nimero natural 1, chamamos raiz de t.

Dadas uma arvore t sobre um alfabeto A nao vazia e um noédulo = de t,
chamamos etiqueta de = a t(x). Por esta razdo também chamamos drvores
A-etiquetadas ou A-drvores as érvores sobre o alfabeto A. Se y € dom(t),
dizemos que o ndodulo y € uma folha de t se e s6 se o ndédulo y nao é o prefixo
préprio de nenhum nodulo de ¢, isto €, se e s6 se nao existe n € N tal que
yn € dom(t).

Observamos que o dominio de uma arvore ¢ sobre um alfabeto munido
da restricao da ordem parcial <y+ é um inf-semi-reticulado com elemento
minimo - o nimero 1 - tal que, para cada x € dom(t), o ideal de ordem gerado
por x é uma cadeia. Esta caracteristica costuma ser usada na literatura para
definir drvore (nao etiquetada), no entanto, por uma questao de simplificagao,
consideramos apenas os inf-semi-reticulados com esta caracteristica que sao
subconjuntos de NT e que satisfazem as quatro condicoes anteriores que ca-
racterizam o dominio de uma arvore sobre um alfabeto.

Como é usual, se t é uma arvore sobre um alfabeto, representamo-la pelo
diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado dual de (dom(t), <),
onde < é a restrigdo de <y« a dom(t), mas substituindo cada elemento de
dom(t) pela sua etiqueta. Nesta representagdo nédulos com o mesmo com-
primento ficarao na mesma linha.

Exemplo 3.1.2.
Consideremos o alfabeto A = {a,b,c,d}. Seja t a A-drvore definida da
sequinte maneira:

t:N*— A; dom(t) = {1,11,12,111,112,121, 122, 1111, 1112};

t(1) = b, t(11) = a, t(12) = b, t(111) = b, £(112) = ¢, t(121) = d,
£(122) = ¢, t(1111) = ¢ e ¢(1112) = d.

O diagrama de Hasse do c.p.o. dom(t)é o sequinte:
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11 12
/N /N
111 112 121 122
/N
1111 1112

Podemos assim representar t da sequinte maneira:

o

JolRcINONRG

©
© @

Sejam A um alfabeto, t uma A-arvore e x,y € dom(t). Introduzimos as
seguintes definigoes:

e y € filho de x se e s6 se y = xk para algum k € N;
e y ¢ pai de x se e sO se x = yk para algum k£ € N;

e se v = zk para certos z € N* e k € N, y € irmao sequinte a x se e sé se
y=z(k+1);

e se x = z(k + 1) para certos z € N* e k € N, y € irmao anterior a x se
e s6 se y = zk;

e y ¢ descendente de x se e 86 se x <y+ V;
e y € ascendente de x se e sO se Y <+ T;

e se v = zk para certos z € N* e k € N, y € nodulo a direita de x se e s6
se y = zl para algum [ € N tal que k < [;

e se v = zk para certos z € N* e k € N, y € nddulo a esquerda de x se e
s se y = zl para algum [ € N tal que [ < k.



28 Linguagens de Arvores de Aridade

Definimos agora algumas relagdes binédrias em dom(t).

e A relacao filhos, que denotamos por child:

child® = {(z,y) | z,y € dom(t) e x é filho de y}.
e A relacao pai, que denotamos por parent:

parent' = {(z,y) | z,y € dom(t) e x é pai de y}.

e A relagao irmao sequinte, que denotamos por ns' (abreviatura do inglés
next sibling):

ns' ={(x,y) | x,y € dom(t) e x é irmao seguinte de y}.

e A relagao irmao anterior, que denotamos por ps' (abreviatura do inglés
previous sibling):

pst ={(z,y) | z,y € dom(t) e x é irmao anterior de y}.

o A relacao descendente, que denotamos por descendant:
descendant® = {(x,y) | z,y € dom(t) e x é descendente de y}.

e A relacao ascendente, que denotamos por ancestort:

ancestor® = {(z,y) | x,y € dom(t) e x ascendente de y}.
e A relacao nddulo a direita, que denotamos por right:

right' = {(z,y) | ,y € dom(t) e x é irmao a direita de y}.

o A relacao nddulo a esquerda, que denotamos por leftt:

leftt = {(z,y) | =,y € dom(t) e x é irmao & esquerda de y}.
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Atendendo as defini¢coes de A-arvore e de filho de um nédulo é facil veri-
ficar que caso um noédulo tenha filhos estes estao ordenados e, como tal, se
x,y € dom(t) forem tais que zn = y para algum n € N, podemos ser mais
precisos e dizer que y € o n-ésimo filho de x.

Dados uma A-arvore t e z,y € dom(t), dizemos que os nddulos x ey sao
1rmaos se tiverem o mesmo pai, mais precisamente, se * = zm € y = zn para
certo z € dom(t) e certos m,n € N.

Sejam A um alfabeto e ¢ uma A-arvore. Chamamos caminho em t a um
conjunto de nédulos {z1,...,z,} de t, onde n € N e (z;,7,41) € child" para
todooi € {1,...,n—1}. Dizemos que tal caminho {z1,...,x,} tem compri-
mento n. Chamamos caminho mazimal em t a um tal conjunto {xy,...,z,}
em que x; = 1 e x,, é a uma folha. Se n € Ny, definimos em dom(t) a relagdo
undria profundidade n, que denotamos por depth!, como sendo o conjunto
{z | © € dom(t) e x é uma palavra sobre o alfabeto N de comprimento n}.
Se n € Ny, dizemos que a drvore t tem profundidade n se e s6 se n é o menor
nimero inteiro nao negativo tal que depth!, , = 0.

Dados um alfabeto A, uma A-arvore t e x € dom(t), definimos subdrvore
sobre o alfabeto A det com raiz em x ou, simplesmente, subdrvore de t com
raiz em x, que denotamos por t|,, como sendo a fungao parcial t|, tal que:

- dom(t) ={ly | y e N* e xzy € dom(t)} e

- t|.(y) = t(zy), para todo o y € dom(t|,).

Sejam A um alfabeto e t uma A-arvore. Definimos mais algumas relagoes.

e Dado a € A, definimos em dom(t) a relagdo unaria nddulos da drvore
t de etiqueta a, que denotamos por lab’;:

labl, = {x | x € dom(t) e t(z) = a}.

e Dado i € N, definimos em dom(t) a relacao bindria i-ésimos filhos da
A-drvore t, que denotamos por ch}:

chi ={(z,y) | z,y € dom(t) e y é o i-ésimo filho de z}.

Notamos que é especialmente importante o caso em que ¢ = 1, sendo
recorrentemente utilizado no estudo de linguagens de arvores, onde
muitas vezes é denotada por fc' (do inglés first child).
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Exemplo 3.1.3.
Relativamente ao Exemplo 3.1.2 temos:

o labl = {11}, labl = {1,12,111}, lab! = {112,122, 1111},
lab, = {121,1112};

° Ch;‘f = {(1, 11), (11, 111), (12, 121), (111, 1111)},
Cth = {(1, 12), (11, 112), (12, 122), (111, 1112)},
chly = 0.

o A subdrvore de t com raiz em 111 é a A-drvore

@ﬂ@

(notamos que a raiz desta A-drvore € 1 e nao 111).

Arvores Sobre um Alfabeto de Aridade

Chamamos alfabeto de aridade a um par ordenado (X,0) formado por
um conjunto finito e nao vazio ¥ e uma funcao o : ¥ — Ny, ou seja, X é um
alfabeto onde cada letra a tem um nimero inteiro nao negativo atribuido, a
que chamamos aridade de a. A funcao o chamamos funcao aridade, a qual
é frequente omitirmos, dizendo apenas, por exemplo, alfabeto de aridade X.
As letras de aridade zero chamamos letras nuldrias.

Uma drvore sobre um alfabeto de aridade 3 é uma arvore nao vazia e >-
etiquetada, onde um nédulo de etiqueta a tem exatamente o(a) filhos. Em
particular um nédulo é uma folha se e s6 se tem etiqueta de aridade zero. No
resto deste trabalho, quando nos quisermos referir a uma arvore sobre um
alfabeto de aridade (respetivamente, arvore sobre um alfabeto de aridade )
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vamos habitualmente falar em drvore de aridade (respetivamente, ¥-drvore
de aridade).

Como estamos apenas a considerar drvores finitas (a finitude é consequéncia
da defini¢ao de arvore sobre um alfabeto), vamos sempre considerar qualquer
alfabeto de aridade com, pelo menos, uma letra nularia.

Exemplo 3.1.4.
Consideremos o alfabeto ¥ = {a,b,c,d,e, f} com a fun¢do de aridade o
definida por o(a) = 3, o(b) = 2, o(c) =1, o(d) =0, o(e) =0 e o(f) = 4.

Seja t a Y-drvore de aridade definida da sequinte maneira:
t: Nt — 3, dom(t) ={1,11,12,13,121,122,1221};

t(1) = a, t(11) = d, t(12) = b, t(13) = e, t(121) = ¢, £(122) = c ¢
£(1221) = d.

Podemos assim representar t da sequinte maneira:

Joy
ca-
@

Nota 3.1.5.

Tal como jd foi observado, a nossa definicao de drvore sobre um alfabeto
(e, consequentemente, a nossa definicao de drvore sobre um alfabeto de ari-
dade) implica que, sempre que um ndédulo tenha filhos, esses filhos estejam
ordenados. Existem defini¢oes alternativas de darvore sobre um alfabeto onde
os filhos de um mesmo nodulo nao tém ordem. Com a anterior op¢ao ficamos
ainda com mais hipdteses para defini¢ao de drvore [28].

Nota 3.1.6.
Da nossa definicao de alfabeto de aridade decorre que cada letra tem uma
artdade bem definida. Eristem ideias alternativas para a definicao de alfabeto
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de aridade onde € permitido cada letra ter mais do que uma aridade. Por
exemplo, podemos definir alfabeto de aridade n, onde n € N, como sendo
um congunto finito e nao vazio onde cada elemento tem aridade n ou 0. Uma
arvore sobre um alfabeto de aridade n € uma drvore onde cada nodulo tem
n ou 0 filhos. FEsta é uma alternativa muito utilizada, por exemplo, em bi-
bliografia relacionada com reconhecimento de linguagens de arvores binarias,
onde ¢ comum esta definicao de alfabeto de aridade n com n = 2. FEsta
alternativa aumenta ainda as hipoteses para as defini¢oes de drvore atrds
referidas.

Contextos Sobre um Alfabeto de Aridade

Dado um alfabeto de aridade X, consideramos o alfabeto de aridade
YU {d}, onde o simbolo [J nao pertence a ¥ e a fun¢do de aridade em
¥ U {0} estende a de ¥ de maneira a que o simbolo [J, a que chamamos
buraco, tenha aridade zero.

Um contexto sobre um alfabeto de aridade 3 é uma arvore sobre o alfabeto
de aridade ¥ U {(J} tal que o elemento OJ ¢ etiqueta de um e um sé nédulo.
Notamos que o facto do elemento [ ter aridade zero implica que esse simbolo
seja apenas etiqueta de folhas. Notamos que, com esta definicao, admitimos
um contexto sobre um alfabeto de aridade com um tnico nédulo e cuja
etiqueta desse nédulo é [1. Denotamos esse contexto, sempre que nao existam
ambiguidades, por 1.

No resto deste trabalho, quando nos quisermos referir a um contexto so-
bre um alfabeto de aridade (respetivamente, contexto sobre um alfabeto de
aridade ) vamos habitualmente falar apenas em contexto de aridade (res-
petivamente, Y-contexto de aridade). Habitualmente representaremos, nesta
capitulo, Y-contextos de aridade por p, g e r (possivelmente com indices).

Exemplo 3.1.7.

Consideremos o alfabeto ¥ = {a,b,c,d,e, f} com a fun¢ao de aridade o
definida por o(a) = 3, o(b) =2, o(c) =1, o(d) =0, o(e) =0 e o(f) = 4.
Sejam p e s 0s Y-contextos de aridade definidos da sequinte maneira:
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o p:NT — %: dom(p) = {1,11,12,13,14,121,122, 131,1221};

p(1) = f, p(11) = e, p(12) = b, p(13) = ¢, p(14) = d p(121) = d,
p(122) = ¢, p(131) =d e p(1221) = ;

o s: Nt — ¥ dom(s) = {1,11,111, 112,113, 1111, 1131, 1132, 11321} ;

p(1) = ¢, p(11) = a, p(111) = ¢, p(112) = ¢, p(113) = b, p(1111) = d,
p(1131) = O, p(1132) = ¢ e p(11321) = d.

Podemos assim representar p e s da sequinte maneira:

p: /QK 5 @

@ olo

]
&)
]
@@>9

Operacgoes

Seja 2 um alfabeto de aridade. Dados um Y-contexto de aridade p e uma
Y-arvore de aridade s, definimos a composicao de p e s, que denotamos por
p-s ou, simplesmente, ps, como sendo a X-arvore de aridade que, geometri-
camente, se obtém substituindo o buraco de p por s, isto é, a Y-arvore de
aridade definida por: sendo x o 1inico noédulo de p com etiqueta [,

- dom(ps) = dom(p)U{zy | y € N* é tal que 1y € dom(s)};

- (95)|(dom)\{z}) = Plidomw)\{z}) € (ps)(zy) = s(1ly), para y € N* tal que
ly € dom(s).
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De maneira semelhante a anterior, dados Y-contextos de aridade p e s, defi-
nimos a composicdao de p e s, que denotamos por p-s ou, simplesmente, ps.
E claro que se s for uma Y-drvore de aridade (respetivamente, Y-contexto de
aridade), entao ps também o é.

Exemplo 3.1.8.

Consideremos dos Exemplos 3.1.4 e 3.1.7 o alfabeto de aridade %, a 3-
arvore de aridade t e os Y-contextos de aridade p e s. Podemos assim repre-
sentar, geometricamente, pt e ps da sequinte maneira:

O30

(@ 0O

5050

@

)
o

P
0
(0) [

&)
@@;9

3.1.2 E—Algebra e Z—Algebra Livre

Para uma melhor compreensao desta subseccao é conveniente ter-se al-
guma familiaridade com as nogoes elementares de Algebra Universal. Dispen-
samo-nos de as apresentar aqui em geral para nao sobrecarregar este trabalho,

mas podem ser consultadas em qualquer livro de Algebra Universal (ver, por
exemplo, [13, 16]).
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No contexto da Algebra Universal, um alfabeto de aridade (3, 0) costuma
ser chamado assinatura. Uma X-dlgebra é um par ordenado § = (S, ZS),
onde S é um conjunto e ¥° = {a”: a € ¥} é um conjunto de operagoes
sobre S tais que, para cada a € X, a operacao a” tem aridade o(a). Diz-se

que a® é a interpreta¢do de a no conjunto S.

Consideremos o conjunto de todas as Y-arvores de aridade, que vamos
denotar por drvores(¥). Neste conjunto, interpretamos cada letra a do alfa-
beto de aridade ¥ como sendo uma operacio (drvores(X))() —s drvores(X)
que aplica a sequéncia de ¥-arvores de aridade (1,ts,...,t,(,)) na X-arvore

de aridade representada por:

Esta X-drvore de aridade é denotada por a(ty, o, . .., ts(a))- E facil constatar
que o par constituido por drvores(X) e pelo conjunto formado pelas operagoes
atras consideradas é uma X-algebra, a qual, como habitualmente, denotamos
também por drvores(3). Toda a Y-drvore de aridade se pode obter a partir
das Y-arvores com um tunico nodulo e de operacoes deste tipo, como ilustra
o exemplo seguinte. Isto é, drvores(X) é gerado pelo conjunto das Y-arvores
com um unico nédulo no sentido de ser o menor subconjunto 7 de drvores(X)
tal que:

- tem as X-arvores com um unico nédulo,

-sea€Xety,. .. tyq €T, entao a(ty, ..., tow) €T.

Exemplo 3.1.9.

Consideremos o alfabeto ¥ = {a,b,c,d} com a fun¢ao de aridade o defi-
nida por o(a) =2, o(b) =1, o(c) =0 e o(d) = 0. Consideremos a sequinte
Y-darvore de aridade t:
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9

b
(@

A Y-drvore de aridade t pode ser obtida da sequinte maneira:

- Primeiro, para cada etiqueta de uma folha de t, consideramos a -dr-
vore de aridade com um unico nodulo e que tem essa etiqueta como
etiqueta desse nodulo. Temos assim duas destas Y-drvores de aridade,
ty e ty, cujos unicos nodulos sao etiquetados por c e d, respetivamente:

© (@

- A partir das X-drvores de aridade construidas no passo anterior e das
letras de aridade nao nula de X, continuamos a construir as X-drvores
de aridade que necessitamos para chegar a pretendida. Temos assim
duas X-drvores de aridade, b(t1) e b(ta), respetivamente:

5 &

- A partir das X-drvores de aridade construidas nos passos anteriores e
das letras de aridade nao nula de 32, continuamos a construgao. Temos
assim a X-drvore de aridade a(ty,b(ts)):

@ﬂ@
@
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- Finalmente temos a X-drvore de aridade t pretendida, tendo-se t =

a(b(ty),alty,b(ts))):

O
(@)

E fécil ver que a X-dlgebra drvores(X%) é livre no seguinte sentido: para
qualquer Y-élgebra S, existe um tnico morfismo da Y-dlgebra drvores(X)
para S (recordamos que estamos a admitir que ¥ tem letras nularias). Isto
significa que a X-algebra drvores(X) é livre na classe das Y-dlgebras sobre
o conjunto vazio. O alfabeto Y é assim interpretado como assinatura e nao
como conjunto gerador. De facto, é claro que a X-édlgebra drvores(¥) é iso-
morfa a Y-algebra dos YX-termos sobre o conjunto vazio. Recordamos, da
Algebra Universal, que os X-termos sobre o conjunto vazio, a que chamamos
aqui, simplesmente, Y -termos, podem ser definidos como expressoes formais
construidas recursivamente da seguinte maneira:

- as letras de X de aridade zero sao X-termos;

-seacXétal que o(a) > 0ety,... tyq) sao X-termos,
entdo a(ty,...,ty(q) ¢ um X-termo.

Observamos que esta definicao traduz o facto, que mencionamos anterior-
mente, de que toda a Y-arvore se obtém das Y-arvores com um tinico médulo
e das operacgoes associadas a cada letra de . Denotamos o conjunto dos
Y-termos por Tx. A notacgao usada para os Y-termos nao gera, assim, ambi-
guidade com a notacao utilizada para a construcao de arvores a(t, . .., ts(a))-
Identificaremos com frequéncia, sem qualquer mencao, ¥-arvores de aridade
e X-termos. No Exemplo 3.1.9, a >-arvore de aridade t é identificada com o
Y-termo a(b(c), a(e, b(d))), este uma expressao formal.

Se S é uma X-dlgebra e t ¢ uma Y-arvore de aridade (um elemento da
Y-dlgebra livre), escrevemos t° para denotar a imagem de t através do tinico
morfismo de drvores(¥) para S.
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Contrariamente ao que acontece em linguagens de palavras, em que consi-
deramos a associatividade do monoide livre, aqui nao consideramos nenhuma
propriedade das operagoes nesta X-algebra.

Definimos linguagem de %-drvores de aridade como um subconjunto de T;.

3.1.3 Autémato de Arvores de Aridade Folhas-Raiz

Para as arvores de aridade existem estruturas analogas aos automatos de
palavras, a que chamamos automatos de drvores de aridade. Existem varios
tipos destes autématos, entre os quais podemos encontrar: os bottom-up e
os top-down, em inglés, que traduzimos por folhas-raiz e raiz-folhas, respe-
tivamente; e os tree walking, que apenas abordamos a titulo exemplificativo
nesta introducao e que por isso nao lhes atribuimos outro nome. Vimos que
dado um autémato de palavras finito que reconheca uma determinada lingua-
gem de palavras, podemos sempre construir um autémato de palavras finito
determinista e completo que reconheca essa mesma linguagem de palavras
(ver Seccao 2.2). Faz entao sentido perguntarmo-nos se o mesmo acontece em
autématos de arvores de aridade. No caso de linguagens de arvores de aridade
a pergunta tem de ser respondida tendo em conta cada tipo de autémato,
pois nao existe uma resposta que seja valida simultaneamente para todos.
Por exemplo, a resposta é positiva para autématos de arvores de aridade
folhas-raiz, mas é negativa para os raiz-folhas e para os tree walking. Os
autématos de arvores de aridade folhas-raiz e raiz-folhas tém o mesmo poder
expressivo, mas os autématos de arvores de aridade folhas-raiz deterministas
e completos sao estritamente mais poderosos que os autématos de arvores
de aridade raiz-folhas deterministas e completos. Os autématos de arvores
de aridade tree walking sao estritamente menos expressivos que os outros
dois tipos de autémato de arvores de aridade. Pelas razoes anteriores, pela
frequéncia com que sao utilizados no estudo de linguagens de arvores de ari-
dade (em detrimento de outros) e pela necessidade de sintese neste trabalho,
apenas vamos estudar autématos de arvores de aridade folhas-raiz.

Um automato de arvores de aridade folhas-raiz ou, simplesmente, auto-
mato de drvores de aridade, é um quadruplo A = (Q, %, E, F') onde:
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- () é um conjunto, cujos elementos sao chamados estados;
- Y é um alfabeto de aridade;

- F é um conjunto, cujos elementos sao chamados transicoes e sao de
um dos seguintes tipos:

— (a,q), que também representamos por ——¢, onde a € X é tal
que o(a) =0e q € Q;

= ((q1,---+90(a)); @, q), que também representamos por
(1, -+ qo(a)) —¢, onde a € ¥ é tal que o(a) >0
€ q,qi -, qsa) € Q;

- F C @, cujos elementos sao chamados estados finais.

Ao contrario do que acontece nos autématos na Seccao 2.1, os autéomatos
de arvores de aridade folhas-raiz nao tém um conjunto de estados iniciais,
mas podemos interpretar qualquer estado ¢ tal que (a,q) é uma transigao
para certo elemento a de aridade zero do alfabeto de aridade como sendo um
estado inicial. Relembramos que assumimos a existéncia de pelo menos um
destes elementos em 3.

Dizemos que um autémato de drvores de aridade A = (@, X, E, F') folhas-
raiz € finito se o seu conjunto de estados for finito.

Dizemos que um autémato de arvores de aridade A = (Q, 3, E, F') folhas-
raiz é determinista se:

- para todo 0 a € ¥ tal que o(a) = 0, existe no méximo um ¢ € @ tal
que (a,q) € E;

- para todo o a € ¥ tal que o(a) > 0 e para todos 0s qi, ..., ¢s(@) € @,
existe no maximo um ¢ € @ tal que ((¢1, ..., 4()),a,q) € E.

Dizemos que um autémato de &rvores de aridade A = (Q,%,E, F) é
completo se:

- para todo o a € ¥ tal que o(a) = 0, existe pelo menos um ¢ € @ tal
que (a,q) € E;

- para todo o a € X tal que o(a) > 0 e para todos 0s g1, ..., (@) € @,
existe pelo menos um ¢ € @ tal que ((¢1,--.,4()),a,q) € E.
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Podemos obter uma definicao alternativa de automato de drvores de ari-
dade folhas-raiz determinista e completo, que denotamos por A = (Q, X, 6, F),
substituindo o conjunto E das transi¢oes por uma func¢ao, a que chamamos
fung¢ao transicao e que denotamos por 4, que a cada elemento a € X faz cor-
responder uma funcao (total) J,, onde 9, estéd definida da seguinte maneira:

- se o(a) = 0, entdo J, é o unico estado tal que (a,d,) € E;
- se o(a) > 0, entdo &, : QY — @Q é uma funcio (total) em que para

quaisquer qi, . .., o) € @, 9a(q1,- -, Go(a)) ¢ 0 tinico estado ¢ tal que
((Q17 SR 7QU(a))7 a, C]) € FE.

3.2 Reconhecimento de Linguagens de Arvores
de Aridade

Ao longo desta seccao vamos considerar um alfabeto de aridade 3 e uma
linguagem de ¥-drvores de aridade L (C T%).

Reconhecimento por Autémato de Arvores de Aridade Folhas-Raiz

Um ciclo de um autémato de drvores de aridade A = (Q,%, E, F') sobre
uma X-drvore de aridade t é uma fungao parcial ¢ : dom(t) — @ que é
compativel com E no seguinte sentido:

- se x € dom(t) tem etiqueta a com o(a) = 0, entao c(x) é, caso exista,
um elemento pertencente ao conjunto {q € @ | (a,q) € E};

- se x € dom(t) tem etiqueta a com o(a) > 0 e tem filhos z1,...,2z,(a)
tais que c(z1) = q1, ..., c(To@)) = Go(a), €ntao c(z) é, caso exista, um
elemento pertencente ao conjunto {q¢ € Q | ((¢1,-..,¢,(a)),a,q) € E}.
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Podemos obter um ciclo de um autémato de arvores de aridade sobre
uma arvore de aridade de véarias maneiras. Uma possibilidade é comecgar por
aplicar folhas em estados, de seguida aplicar em estados os nodulos cujos
filhos ja tenham sido todos aplicados em estados e repetir este ultimo passo
enquanto for desejado e/ou possivel. A seguir vamos descrever esta variante
geometricamente. Neste trabalho qualquer ciclo de um autémato de arvores
de aridade sobre uma arvore de aridade é obtido através da execucao das
seguintes acoes, onde podemos ver um autémato como um mecanismo de
leitura e escrita:

1. o automato lé a etiqueta do nédulo mais a esquerda da linha mais
abaixo da arvore de aridade,digamos a, e se existir pelo menos um
estado ¢ tal que (a,q) € E, entao atribui um desses estados ao nédulo
e passa a executar 2 (a seguir) ou para;

2. o0 autémato executa uma das seguintes acoes:

i) se na mesma linha existir um nédulo a direita do nédulo em que
esta o autémato, entao o automato anda uma posicao para a direita
e executa 3;

ii) se na mesma linha nao existir um ndédulo a direita mas existir uma
linha da arvore acima do nédulo em que estd o autémato, entao
o autémato sobe uma linha, vai para a posi¢ao mais a esquerda
dessa linha e executa 3;

ili) se na mesma linha nao existir um nédulo a direita nem existir uma
linha da arvore acima do nédulo em que esta o autémato, entao o
processo termina;

3. o automato lé a etiqueta do nédulo em que esta e executa uma das
seguintes acoes:

i) se a letra lida, digamos a, tiver aridade zero e existir pelo menos
um estado ¢ tal que (a,q) € F, entao atribui um desses estados ao
nodulo em que estd e passa a executar 2 ou para;

ii) se a letra lida, digamos a, tiver aridade positiva n, entao o autéma-
to analisa o estado que atribuiu a cada um dos n filhos do nédulo
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e, sendo eles q1,...,q, da esquerda para a direita, se existir pelo
menos um estado g tal que ((q1,...,qn),a,q) € E, entdo atribui
um desses estados ¢ ao nédulo em que esta e passa a executar 2
ou para.

Seja ¢ um ciclo de um autémato de arvores de aridade A = (Q, %, E, F)
sobre uma -arvore de aridade t. Tal como vem sendo comum para varios
conceitos presentes neste trabalho, dependendo da bibliografia que consulte-
mos vamos encontrar diferentes alternativas para a representacao de c. Neste
trabalho vamos representar ¢ da seguinte maneira:

- apresentamos geometricamente a arvore t;

- se © € dom(t) ¢é tal que existe ¢(x), entdo ao lado da posigao de x na
arvore t escrevemos ¢(x) e o numero que indica o nimero de vezes que
no processo anterior foi executado o passo 1 ou 3 (isto é, n+1, onde n é
o numero de nédulos que estao em linhas inferiores & de = e na mesma
linha a esquerda de ).

Exemplo 3.2.1.

Consideremos o alfabeto ¥ = {a,b,c,d} com a funcao de aridade o defi-
nida por o(a) =2, o(b) =1, o(c) =0 e o(d) =0, e o autémato de drvores

de aridade A= (Q,%, E, F) onde:

- Q = {QIJQ27Q37Q47Q5}7‘

-E = {(c,q1),(d,q2), (q1, b, 42), (@2, b, ¢2), ((q2, 01), @, 42), (@2, @2), @, q3),
((CI1,(]4),&,Q5)};

- = {Q:s}-

Consideremos a Y-arvore de aridade t que geometricamente se representa da
sequinte maneira:
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Jo§
66
©

Consideremos o sequinte ciclo do automato A sobre a drvore de aridade t:

c:dom(t) — Q,
c(1211) = q1, ¢(111) = qo, c(121) = @9, ¢(122) = q1, c(11) = @, ¢(12) = g5 €
C(l) = (3.
Assim podemos representar este ciclo através da sequinte sequéncia de

grafos (notamos que a cada elemento da sequéncia foi acrescentada uma pe-
quena explicagdo que ndo faz parte da representa¢do habitual):

2 2
(% %}Q@ G % %ﬂ(@

Primeiro o ciclo aplica 1211 em ¢q,.  Depois aplica 111 em qs.

2 2

Fo% o,

() @

Agora o ciclo aplica 121 em qs.  De sequida aplica 122 em q;.
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2 2

¢ @ % @ 0
% @ @/(SD\@ N % @ @/SD\@ o
() @ () @

Aqui o ciclo aplica 11 em gs. Neste passo aplica 12 em g,.

S

42
a2 @ @ a2 @ il
@ 0
Finalmente o ciclo aplica 1 em qs.

Tal como referimos, neste trabalho vamos representar o ciclo do automato A
sobre a darvore de aridade t apenas por:

5 @ﬁ%@

q2 q2

2 3 4

q2 @ @ q2 @ qQ
© q

Dizemos que um ciclo ¢ de um autémato de drvores de aridade A =
(Q, %, E,F) sobre uma X-drvore de aridade t é maximal se ndo é possivel
ser estendido a mais nenhum noédulo, isto €, se nao existir nenhum ciclo d de
A sobre t tal que dom(c) & dom(d) e d|gom(e) = c.
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Geometricamente, um ciclo de um autéomato de arvores de aridade sobre
uma arvore de aridade é maximal quando no processo descrito anteriormente
para obter um ciclo, ocorre uma das seguintes condicoes:

- 0 autémato esta num nodulo ao qual nao é possivel atribuir nenhum
estado;

- 2iii)

Notamos que o ciclo do autémato sobre a arvore de aridade do Exem-
plo 3.2.1 é maximal.

Exemplo 3.2.2.
Consideremos o alfabeto X2 = {a,b,c} com a funcao de aridade o definida

por o(a) = 2, o(b) =1 e o(c) = 0 e o automato de drvores de aridade
A= (Q,%,E,F) onde:

- Q=A{q ¢ e}

- E={(c.q1), (¢, @)(q1,b,¢2), (42,0, 42), (a3, b, ¢2), (a2, 2) @, g3) };

- P = {CI3}~

Consideremos as Y-drvores de aridade t, e ty que geometricamente se repre-
sentam da sequinte maneira:

» /@\ SO
5 0 o
©

E facil constatar que os sequintes ciclos sao 0s unicos ciclos maximais do
automato A sobre a drvore de aridade t;:

N N
%@ 41 92% @Q1

o © o
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4 4
Jor Jok
2 3 2 3
qz @ @ g2 gz @ @ q2
1 1

a1 @ qs @

Igualmente fdcil é constatar que os unicos ciclos maximais possiveis do au-
tomato A sobre a drvore de aridade ty sao:

®
: @/Q@
©

®; ®;
e Jory

FOMROHENN{OSR0
@Ql @

R = R w
il )
R =R w

q2
1
q2

Dizemos que um autémato de drvores de aridade A = (Q, 3, E, F') € bem
sucedido sobre uma X-drvore de aridade t se existe um ciclo de A sobre t que
aplica a raiz num estado final.

Dizemos que uma Y-drvore de aridade t € reconhecida por um automato
de drvores de aridade A = (Q, %, E, F) se A é bem sucedido sobre ¢.

Dizemos que um estado ¢ de um autémato de arvores de aridade folhas-
raiz A = (Q, %, E, F) é acessivel se existe alguma Y-arvore de aridade t e
um ciclo de A sobre t que aplica a raiz em gq.

Dizemos que um autéomato de arvores de aridade folhas-raiz
A= (Q,3, E,F) é reduzido se todos os seus estados sao acessiveis.
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Exemplo 3.2.3.

Consideremos o Exemplo 3.2.1. Constatamos que o autémato A € bem
sucedido sobre a drvore t e, como tal, a drvoret € reconhecida pelo automato
A E facil concluir que os estados q4 e q5 nao sao acessiveis e, como tal, o
automato A nao € reduzido.

Exemplo 3.2.4.
Consideremos agora o Exemplo 3.2.2. Constatamos que:

e 0 automato A € bem sucedido sobre a drvore ty, logo, a drvore t; €
reconhecida pelo autémato A;

e 0 autdomato A ndo € bem sucedido sobre a drvore to, logo, a drvore ty
nao € reconhecida pelo autémato A.

E facil concluir que todos os estados do autéomato A sao acessiveis e, como
tal, o automato A € reduzido.

Vejamos agora de que maneira algumas das nogoes anteriores podem ser
adaptadas para um autémato de arvores de aridade determinista e completo
A=(Q,%,0,F).

Consideremos um autémato de arvores de aridade A = (Q, %, 6, F) de-
terminista e completo. O autémato de arvores de aridade A aplica uma
Y-drvore de aridade t num elemento de (), que representamos por t4, que é
definido por recorréncia da seguinte maneira:

- se t = a (neste caso temos de ter o(a) = 0), entdao t4 = d,;

- set=a(ty,...,t.a), onde o(a) € N, entao t4 = §,(t1', ..., t2 ).

’ Yo(a)

Assim, uma X-drvore de aridade t € reconhecida por A = (Q,%,0, F') se
es6setteF.
Seja A um autémato de arvores de aridade. Definimos

L(A) ={t € T, | t é reconhecida por A},

a que chamamos linguagem de X -drvores de aridade reconhecida por A.
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Exemplo 3.2.5.

Consideremos o alfabeto ¥ = {0, 1, not, and, or} com a fungao de aridade
o definida por 0(0) =0, o(1) =0, o(not) =1, o(and) =2 ec(or) =2 e o
automato de drvores de aridade A = (Q, %, E, F) definido por:

- Q = {q07Q1}7‘

- FE= {(07 QO)a (17 Q1)7 (Q(bnOt? q1)7 (Qh nOta QO)7 (<QO7 QO)a anda QO>7
((QO7 QI)7 CLTLd, QO)a <<QI7 q0)7 cmd, QO)a ((QL QI)v CLTLd, QI)7
((QO7 QO)7 or, QO)J <<QO7 q1)7 or, q1)7 ((Q17 QO)v or, QI)7 ((Qh QI)J or, 91)};

- F={q}.

Consideremos as X-drvores de aridade ty e ty que geometricamente se repre-
sentam da sequinte maneira:

(o @& (o)
@ O © @

Notamos que A € um autdmato de drvores de aridade determinista e com-
pleto.

O sequinte ciclo € o unico ciclo do automato A sobre a drvore de aridade
t que € maximal:
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10
40

. (o)
do do
5 @ 5] 7
il do do
1 HOROF R OF
do 0 do 0
Podemos entao afirmar que A nao reconhece t.
E facil concluir que a linguagem de 3-drvores de aridade reconhecida pelo

automato A € formada por e apenas por expressoes booleanas verdadeiras
sobre o alfabeto 3.

Exemplo 3.2.6.

Consideremos o alfabeto ¥ = {a,b,c,d} com a fungao de aridade o defi-
nida por o(a) =2, o(b) =1, o(c) =0 e o(d) =0, e o autdmato de drvores
de aridade A = (Q, %, E, F') definido por:

- Q = {Q17Q2;Q3};

- b= {(C7 Q1)7 (da Q1>7 (QM ba ql)ﬂ (Q2’ ba Q3)7 (QZ’n b: QI)}
U (@ x Q) x {a} x {a2}):
- F={g}.

Consideremos a Y-arvore de aridade t que geometricamente se representa da

sequinte maneira:

Joy
: @@@
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E fdcil constatar que o sequinte ciclo € o unico ciclo do autdmato A sobre a
arvore de aridade t que € maximal:

6
qs
5
e
3 @ 4
0 /C(D\CJQ
1 2
q1 @ @ a1
Através deste ciclo podemos concluir que A reconhece t.
E facil constatar que a linguagem de Y-drvores de aridade reconhecida

pelo automato A € constituida por e apenas por X-drvores de aridade cuja
raiz tem etiqueta b e o filho da raiz tem etiqueta a, isto €,

L(A)={teTx | t(1) =0, t(11) =a}.

Reconhecimento Algébrico

Se M é uma X-édlgebra e ¢ : Ty, — M ¢é o tnico morfismo de Y-algebras
de Ty, em M, dizemos que L € reconhecida pelo morfismo ¢ ou que L €
reconhecida por M se L = o~ '(P) para algum P C M; equivalentemente, se

L = ¢~ (p(L)).

E-Algebra Sintatica

Dada uma X-algebra & = (S, ¥ ) e dado s € S, existe um tnico mor-
fismo de X-dlgebras ¢: Txumy — S tal que p(0) = s: basta considerar a
¥ U {O}-élgebra S’ obtida de S acrescentando-lhe a operacao nuldria s como
interpretagdo de [J e tomar para ¢ o unico morfismo de X U {{1}-4lgebras
de Tx U {0} em &'. Dado s € T, denotemos por & o tnico morfismo de
¥-dlgebras de Tyqmy em T tal que &(0) = s. Entao, dado um X-contexto
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de aridade p e uma X-arvore de aridade s, a 3-arvore de aridade ps é a que
corresponde precisamente ao L-termo &s(p).

Dada L C T¥%, definimos na Y-algebra Ty uma relacao de equivaléncia
que denotamos por ~p:

s ~p t seesése paratodooa € ¥ dearidade n e todoo i € {1,...,n}
ery, ... Tim1, Vi1, -, Tn € TZJ
(a(ry, ... 71,8, Tit1y .-, T0)) € L
<~ (CL(Tl, e ,ri_l,t,mﬂ, C. 7Tn)) € L.

Este facto é equivalente a
&(p) € Lse eséseé(p) €L, para todo o X-contexto de aridade p,
ou seja,

s~ t se e sé se, para todo o Y-contexto de aridade p,
ps € L < pt e L.

Proposicao 3.2.7.
A relagao ~p, € uma congruéncia da X-dlgebra Tx.

Demonstracao. Dados um X-contexto p, uma letra a € ¥ com aridade n e
S1y...,8, € Tx, é facil perceber que

p(@(é’h o >$n)) = (p(a(sl, sy i, U siga, Sn)))si;

para todo o i € {1,...,n}. Tomemos agora ti,...,t, € Tx. Suponhamos
que s; ~p t;, para todo o i € {1,...,n}. Entao

pla(si,....sn)) €L (p(a(si, ..., sp-1,0)))s, € L
(p(a(sl, ey Sn1, D)))tn €L
p(a(si,....sp-1,t,)) € L

(p(a(sl, ey Spea, [, tn)))sn,l eL
(p(a(sl, ey Sp_o, ], tn)))tn_l €L
p(a(sl, ey Sp—a tn_1, tn)) el

rreeey

p(a(tl, . ,tn)) =

!
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Portanto ~;, é uma congruéncia da >-algebra T%. O

O quociente de Ty, por ~, diz-se a Y-dlgebra sintdtica de L e serd repre-
sentada por M(L). E claro que M (L) reconhece L, pois ~y, satura L uma
vez que &([) = s, para todo o s € Tk..

Os dois resultados que se seguem sao analogos ao que se passa para lin-
guagens de palavras.

Proposicao 3.2.8.
Uma X-dlgebra M reconhece L se e sé se M(L) divide M.

Demonstracao. Seja M uma Y-dlgebra e seja ¢: Ty, — M o tnico morfismo
de Y-algebras de Ty, em M.

Suponhamos que M reconhece L. Entao L = ¢~ 1(P), para um certo P C
M. Sejam s,t € Ty, tais que ¢(s) = ¢(t). A composicao p&,: Txymy — M éo
tinico morfismo de X-algebras ¢: Ty — M tal que (0) = ¢(s) e a com-
posicao ¢&;: Txuqoy — M ¢é o tnico morfismo de X-dlgebras ¢: Tyymy — M
tal que ¥(0) = p(t). Logo & = p&. Entao, para qualquer -contexto de
aridade p,

&) el = pé(p) e P
= &(p)eP
— &(p) e L.

Logo s ~ t. Podemos agora concluir que existe um morfismo de Y-algebras
p: p(Ts) — M(L) tal que u(p(s)) = [s]~, paratodoo s € Tx. Este morfismo
é sobrejetivo e, consequentemente, M (L) é imagem homomorfa de uma -
algebra de M.

Agora suponhamos que M (L) é imagem homomorfa de uma subdalgebra
de M. Sejam entdo M’ uma subdlgebra de M e ¢: M’ — M (L) um mor-
fismo sobrejectivo. Seja ¥: Ty, — M’ o unico morfismo de Ty, em M’.
Entao py: T, — M(L) é o tnico morfismo de Ty em M (L), logo o mor-
fismo candnico associado & congruéncia ~p. Assim, L = (o) 1 (py(L)) =
o (L)), pelo que L é reconhecida por M’ e, portanto, por M. [J

Uma consequéncia imediata da Proposicao 3.2.8 é é a seguinte.

Corolario 3.2.9.
A linguagem de Y-drvores de aridade L € reconhecida por uma Y-dlgebra
finita se e s6 se a X-dlgebra M (L) € finita.
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“Reconhecimento por Definibilidade Légica”

Consideremos uma Y-drvore de aridade ¢ e a assinatura

{chi | © € N é tal que existe a € ¥ com aridade superior ou igual a z}

U {lab, | a € 3},

onde, para cada 7 € N tal que existe a € ¥ com aridade superior ou igual
a 1, ch; tem aridade 2 e, para cada a € A, lab, tem aridade 1. O terno
(dom(t),o,I) onde

- 0= {chi | i € N é tal que existe a € ¥ com aridade superior ou igual az’}
U {lab, | a € X} e

- I é a funcao definida por: para cada i € N tal que existe a € %

com aridade superior ou igual a i, I(ch;) = chl e, para cada a € X,
I(lab,) = lab;

¢ uma estrutura e vamos denoté-la por ¢.

No ambito das X-arvores de aridade, vamos chamar férmula MSO0(ch;)
a uma férmula da Légica Monadica de Segunda Ordem com a assinatura
anterior.

Seja ¢ uma férmula MSO(ch;). A linguagem de palavras definida por ¢ é
o conjunto

{t € Ts, | existe uma atribuigao de varidveis u tal que (¢, 1) = ¢}
e denotamo-la por L(y). Dizemos que a linguagem L € definida através

de uma formula MSO(ch;) se, para aquela assinatura, existir uma férmula
MS0(ch;), digamos ¢, tal que L = L(yp).
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Teorema de Equivaléncia de Reconhecimento de Linguagens de
Arvores de Aridade

Teorema 3.2.10.
Seja L C Tx,. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) L é reconhecida por um autémato de darvores de aridade folhas-raiz finito.

it) L € reconhecida por um autdmato de drvores de aridade folhas-raiz de-
terminista e completo finito.

iii) L é reconhecida por uma X-dlgebra finita.
iv) L tem a X-dlgebra sintdtica finita.
v) L € definida por uma formula MSO(ch;).

Mais ainda, existem algoritmos para passar de qualquer uma destas especi-
ficagoes para outra.

Com este resultado podemos, a partir de agora, falar apenas de lingua-
gem de drvores de aridade reconhecivel para nos referirmos a uma linguagem
de de arvores de aridade que satisfaca qualquer uma das condigoes do Teo-
rema 3.2.10.

Observamos que autématos de arvores de aridade deterministas e com-
pletos folhas-raiz sao -dlgebras, logo, as nocoes de reconhecimento por
automato e de reconhecimento algébrico nao sao verdadeiramente distintas.
Isto faz com que este teorema seja menos satisfatorio que o seu correspon-
dente para linguagens de palavras.

3.3 Limitacoes das Z—Algebras

Vamos aqui seguir [2] e descrever alguns dos beneficios decorrentes de
utilizar Algebra (semigrupos e monoides) no caso das linguagens de palavras
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que nao correm igualmente bem para a utilizacao de Algebra (X-algebras)
no caso das -arvores de aridade.
Ao longo desta seccao vamos considerar um alfabeto de aridade 3.

Como vimos, uma das consequéncias importantes de utilizar a aborda-
gem algébrica nas linguagens de palavras é que propriedades de linguagens
de palavras do tipo “a linguagem de palavras pode ser definida por uma
férmula FO(S)” corresponde a propriedades do monoide sintético, tal como
“o monoide sintatico é finito” (ver Teorema 2.2.3). Por outro lado, proprie-
dades importantes dos semigrupos podem ser dadas através de equacgoes, por
exemplo, como vimos na Subseccao 2.1.3, a equagao

w

_ w1
ST =S s

que diz que um semigrupo ¢é aperiodico, ou as equagoes
st=1s e ss=s,

que dizem, respetivamente, que um semigrupo é comutativo e idempotente.
Infelizmente, deparamo-nos com problemas quando tentamos fazer o mesmo
para X-algebras. Por exemplo, suponhamos que queremos estudar a classe
das linguagens de »-arvores de aridade que sao invariantes para a reordenacao
dos filhos. Esta propriedade pode ser expressa usando equagoes, mas de uma
maneira nao natural: para cada letra a do alfabeto X, com aridade o(a), ne-
cessitamos de equacoes que impliquem que os filhos possam ser reordenados,
isto é,

a(z1,. .., Toe) = (25, Ta, ..., Tj1,T1, Tjs1, - - -, Tne1, Tny)
para todo o j € {2,...,n}.

Outro problema é o conjunto dos objetos da »-algebra nao ser “suficiente-
mente rico” no sentido que descrevemos de seguida. Consideremos a equagao
de aperiodicidade num monoide livre. O que faz com que esta equacao seja
tao poderosa é ela dizer que numa expressao podemos substituir o lado es-
querdo pelo lado direito. Quando estamos a lidar com palavras, isto significa
que para um n suficientemente grande, um fator ™ pode ser substituido por
um fator «" ™. Em X-dlgebras, elementos da Y-algebra livre correspondem a
Y-arvores de aridade e qualquer equacao na X-algebra livre semelhante a an-
terior (com as naturais adaptagoes), quando aplicada a X-arvores, ird apenas
permitir substituir uma >-subarvore de aridade por outra X-subarvore de
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aridade. O resultado semelhante a este para o caso das palavras é podermos
apenas substituir sufixos em vez de fatores. Isto significa que muito pou-
cas propriedades importantes das Y-arvores possam ser descritas utilizando
equacoes nas Y-algebras livres.



Capitulo 4

Linguagens de Florestas

Neste capitulo temos como principais objetivos definir florestas finitas
sobre um alfabeto e apresentar alguns conceitos e resultados relacionados
com elas e com linguagens das mesmas. Os alfabetos que vamos considerar
neste capitulo nao sao alfabetos de aridade.

Ja referimos que a definicao de arvore finita sobre um alfabeto é um caso
particular de floresta finita sobre um alfabeto. Vamos aqui ver alguns casos
em que as nogoes estudadas neste capitulo para florestas finitas sobre uma
alfabeto podem ser aplicadas no estudo de linguagens de arvores finitas sobre
um alfabeto.

No estudo aqui apresentado seguimos [2, 3, 10, 4, 11, 27, 29] e, especial-
mente, [12].

Também neste capitulo adotamos uma estrutura semelhante a utilizada
no Capitulo 2.

4.1 Definicoes Base

Esta seccao estd dividida em quatro partes: na primeira parte tratamos
inicialmente das defini¢oes de floresta finita sobre um alfabeto, contexto finito
sobre um alfabeto, de algumas relagoes e operacoes; na segunda parte defi-
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nimos algebra-floresta; na terceira parte definimos algebra-floresta livre; na
quarta, e ultima, parte debrucamo-nos sobre autématos de florestas. Vamos
basear-nos em [12, 2, 4, 11, 27].

4.1.1 Florestas e Contextos Sobre um Alfabeto

Florestas Sobre um Alfabeto

Definimos floresta sobre um alfabeto adaptando de uma maneira natural
a definicao de arvore sobre um alfabeto do Capitulo 3. Permitimos agora
multiplas raizes.

Seja A um alfabeto. Uma floresta sobre o alfabeto A é uma fungao parcial

t: Nt — A tal que:
- 0 seu dominio, que denotamos por dom(t), é finito;

- dom(t) é um conjunto fechado para prefixos nao vazios, isto é,
se y € dom(t) e x € NT é tal que x <y y, entao z € dom(t);

- nao ezistem saltos em dom(t), isto é,

se m,n € N ez € N" sdo tais que m < n e zn € dom(t),

entao xm € dom(t).

Chamamos floresta vazia a floresta de dominio vazio e denotamo-la por 0.

Habitualmente representamos, neste capitulo, florestas sobre um alfabeto
por t e s (possivelmente com indices).

Seja t uma floresta sobre um alfabeto A. Um elemento de dom(t) chama-
se nddulo. Um elemento de dom(t) que pertenca a N chama-se raiz.

Dadas uma floresta ¢ sobre um alfabeto A nao vazia e um nédulo x de t,
chamamos etiqueta de = a t(x). Por esta razao também chamamos florestas
A-etiquetadas ou A-florestas as florestas sobre o alfabeto A.
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Uma folha de uma A-floresta t é um nédulo de t que nao é prefixo préprio
de nenhum nédulo de t. Também as definicoes que demos na Subsecgao 3.1.1
para arvores sobre um alfabeto de filho de, ..., nddulo a esquerda de, e
das relacoes associadas podem ser dadas para florestas sobre um alfabeto de
forma analoga, pelo que nos dispensamos de as apresentar. Define-se ainda
de forma similar as relagoes depthl, labl e chi. Tal como para &rvores, a
profundidade de uma A-floresta ¢ é o menor nimero inteiro nao negativo n
tal que depthl, , = 0.

Tal como foi observado no inicio do Capitulo 3, notamos que uma arvore
sobre um alfabeto é um caso particular de floresta sobre um alfabeto (logo,
também uma arvore sobre um alfabeto de aridade é um caso particular de
uma floresta sobre um alfabeto).

O dominio de uma floresta ¢t sobre um alfabeto A, se nao é vazio, satisfaz
dom(t) "N = {1,...,n}, onde n € N. Para cada i € {1,...,n}, seja X; o
conjunto formado pelas palavras de dom(t) cuja primeira letra (letra mais a
esquerda) é i e seja t; = t‘Xi. E claro quet =t U---Ut, e que t; é uma
arvore. Embora se i € {2,...,n}, t; ndo seja uma arvore sobre A (segundo
a definigao de drvore sobre A que fixdmos), apenas difere de uma &rvore na
primeira letra de cada palavra do seu dominio, que € 7 e nao o niimero 1; isto
é, sendo t,: NT — A a fungao parcial em que dom(t}) = {lx: x € N* e ix €
dom(t;)} e ti(1zx) = t;(ix), para todo o x € N* tal que iz € dom(t;), t; é uma
arvore sobre A. Assim, a floresta t pode ser representada geometricamente
de forma natural, representando a arvore t;, ao seu lado direito t, como se
fosse a arvore t,, etc.. Notamos que, nessas representagoes, nodulos de iguais
comprimentos se encontram na mesma linha. Também no caso das florestas
daremos algumas defini¢coes usando a representagao geométrica para evitar
demasiado formalismo.

Contextos Sobre um Alfabeto

Definimos contexto sem aridade adaptando de uma maneira natural a
definicao de contexto de aridade do Capitulo 3. Permitimos agora multiplas
raizes.

Dado um alfabeto A, consideramos o alfabeto AU{[}, onde o simbolo [J,
a que chamamos buraco, nao pertence a A. Um contexto sem aridade sobre
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um alfabeto A é uma floresta sobre A U {0}, onde o elemento O é etiqueta
de um e um s6 nédulo, o qual é uma folha. E claro que o simbolo [J pode ser
etiqueta de uma raiz. O contexto sem aridade com um tnico nédulo, serd
denotado, sempre que nao houver ambiguidade, por 1.

No resto deste trabalho, quando nos quisermos referir a um contexto sem
aridade sobre um alfabeto (respetivamente, contexto sem aridade sobre um
alfabeto A) vamos habitualmente falar apenas em contexto (respetivamente,
A-contexto). Habitualmente representamos, neste capitulo, contextos sem
aridade por p, ¢ e r (possivelmente com indices).

Exemplo 4.1.1.

QOB

O @E 010

Uma drvore Uma drvore

o

01010

Uma floresta

o obe

ONuR0O

Um contexto

£z
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2 0@
@%@)@ o

Um contexto

Para cada letra a € A, consideramos o seguinte A-contexto, que vamos

denotar por all:

]

Operacgoes

Estabelecemos algumas “operagoes”:

e Duas constantes, isto é, duas operacoes nularias: a floresta vazia, 0, e
o contexto sem aridade identidade, 1.

e Uma operacao binaria no conjunto das A-florestas, que denotamos por
+ e a que chamamos concatenac¢ao: dadas A-florestas s e t, a conca-
tenacao de s com t, denotada s+t, é a A-floresta que, geometricamente,
se obtém colocando t a direita de s (dai o nome concatenagdo).

Exemplo 4.1.2.

2 0 @

OSRGIORNOEROE
©
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JoNNORo}

SOBRGICIONRG
©

Esta operagao ¢é, claramente, associativa e tem elemento neutro, que é
a floresta vazia.

Dados um A-contexto p e uma A-floresta t, definimos a concatenacdao de
t com p, que representamos por t+p, e a concatenacao de p com t, que
representamos por p+t, como sendo o A-contexto que, geometricamen-
te, se obtém colocando, no primeiro caso p a direita de t, e no segundo
caso t a direita de p (tal como a concatenacao de duas A-florestas). Se
t for a floresta vazia, entao t +p=p+1t =p.

Uma operacao binaria no conjunto dos A-contextos composi¢do: se p
e q sao A-contextos, a composicio de p com ¢, que denotamos por
p-q, é o contexto g se p =1, e, no caso de p # 1, é o contexto que,
geometricamente, se obtém de p substituindo o seu buraco por ¢ de
modo que todas as raizes de ¢ sejam filhas do pai do ndédulo de p que
tem etiqueta [1.

Exemplo 4.1.3.

o osh . @ &

ORERO (o) (a) [



PN
D
- @ﬁk@\@
0
o

Esta operacao €, obviamente, associativa e tem elemento neutro, que é
o contexto 1.

e Uma operacao entre um A-contexto p e uma A-floresta ¢ chamada com-
posicao e que denotamos por p-t: se p é o contexto 1, p-t é a A-floresta t;
se p ¢ um A-contexto diferente de 1, p -t é a A-floresta que, geome-
tricamente, se obtém de p substituindo o seu buraco por ¢t de modo a
que todas as raizes de t sejam filhas do pai do nédulo de p que tem
etiqueta [J (tal como a composigao de dois A-contextos). No caso de
p ser diferente de 1 e ¢ ser a floresta vazia, queremos dizer que p-t é a
A-floresta que, geometricamente, se obtém de p suprimindo o buraco.

Assumimos que - tem precedéncia sobre +, logo, por exemplo p.q + s repre-
senta (p.q) + s e nao p.(q + s).

4.1.2 Algebra—Floresta

No Capitulo 2 definimos monoide sintdtico e, dado um alfabeto de ari-
dade ¥, no Capitulo 3 definimos Y-algebra sintatica. Estas definicoes ti-
veram como motivacao a sua aplicacao, respetivamente, ao reconhecimento
de linguagens de palavras e ao reconhecimento de linguagens de arvores de
aridade. Agora, vamos construir uma nova estrutura algébrica, a que cha-
maremos dlgebra-floresta, com intuito de a utilizarmos no reconhecimento
de linguagens de florestas. Pela sua maior complexidade mas também pela
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importancia que damos a linguagens de florestas neste trabalho e, em parti-
cular, a algebras-floresta, vamos dedicar toda esta subseccao a construcao da
mesma. Notamos que a definicao de algebra-floresta que apresentamos pode
ser vista numa perspetiva da Algebra Universal, onde é um caso particular
de “many-sorted algebra”, mais precisamente, de “two-sorted algebra” (ver,
por exemplo, [29]).

Baseados nas operacoes de concatenacao e composicao definidas anteri-
ormente para florestas e contextos, definimos agora algebra-floresta.
Uma dlgebra-floresta é uma sequéncia ordenada

((H, +um.0), (V,vv, 1), +av, +va, 'VH)a

que representamos também, simplesmente, por (H, V'), onde

—{—HHZHXH—)H, 'VV:VXV—>V
(9:h) +— g+mmh (9,h) — gwvh
(&
+pv: HxV — V|
(9.h) — g+mvh
+vo: VxH — V
(9;h) +— g+vmh
(&
vg: VxH — H
(g7h) — gVHh

sao fungoes tais que
1. (H,4+nm,0) é um monoide, chamado monoide horizontal;
2. (V,yy,1) é um monoide, chamado monoide vertical,
3. para quaisquer g,h € H ev,w eV,

3.1. (g+mu h) +uvv=9g-+ny (h+avv),
3.2. 04+pyyv=mn,
3.3. vtvu (g +mu h) = (v +vu g9) +va h,
34. v4+yy 0=,
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3.5. (g +uvv) +ve h=g+nv (v+va h),

3.6. (v-yyvw)ygh=v-vyg(w-yyh),

3.7. 1-yg h=h,

38. I+vah)veg=g+uauh ¢ (h+uvl) vug=h+uug.
39. I+vy h)vwv=v4+ygh e (h+gv 1) vyv=h+gyyov.

Notamos que as propriedades 3.3 e 3.6 permitem escrever sem ambiguidade
v+vyg g +ug h e v -yy w- vy h, respectivamente. Deduz-se da lista de pro-
priedades anterior que, dados g,h1,hy € H e v,w € V,

3.8 (hl +gvw +vh hz) v g =hi +gv (w ‘VH g) +vu he;
3.9 (hl +av W FvE hQ) vv U =hy +gv (w VvV U) +va hs.

A propriedade 3.8” conclui-se de 3.9 e 3.8 através do seguinte raciocinio:

(b1 +mvw+ve ho) vie g = (1 +vm ha) vv (1 +avw) v g
=1 +vu h2) vv (hi+mv])vww-vag
= (1 +vu h2) v (i +au (W-vu g))
= h1+uv (W -vu g) +va he.

A propriedade 3.9’ conclui-se analogamente.

Na perspetiva da Algebra Universal, uma lgebra floresta

((H,45#,0), (V,-vv, 1), +av, +ve, ve)

é uma “two-sorted algebra” onde os “sorts” sao H e V' (ver [29]).
Consideremos duas algebras-floresta

Fr = ((H,+5u,0), (V. vv. 1), 4av, +vi, vi)

F2 = (<G7 +GG? 0)7 (W7 ‘WW, 1)7 _'_GW) +WG7 'WG)

Da Algebra Universal extraimos varias definigoes.

e Dizemos que F) € finita se e s6 se H e V sao finitos.
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e Sea:H— G e p:V — W sao fungoes, dizemos que («, 5) € um
morfismo de dlgebras-floresta de Fy para Fy se e s6 se (a, () preserva
as operacoes de algebra-floresta, isto é:

- a e [ sao morfismos de monoides,
- a(vvg h) = B) we alh),

- B(h+pvv) = a(h) +ew B(v) e

- Bv+va h) = B(v) +we ah),

para quaisquer h € H e v € V. Nesse caso, denotamo-lo por

(a,B) : (H,V) — (G, W).

Proposicao 4.1.4.
Sejam
Fy = ((H,48#,0), (V,-vv, 1), +av, +ve, ve)

Fy = ((G, 466, 0), (W, -ww, 1), +ew, +wa, ‘wa)

duas dalgebras-floresta e sejam oo : H — G e [ :V — W dois morfismos
de monoides.

Entao (a, B) € um morfismo de dlgebras-floresta se e sd se as sequintes
condigoes sao satisfeitas:

- a(v-yy h) = B(v) ‘we al(h),
- ﬁ(h ‘v 1) = a(h) +aw 1l e
- ﬁ(l +vH h) =14+we Oé(h).

Demonstracao. A implicacao direta é ébvia. Agora suponhamos que as trés
condicoes do enunciado sao satisfeitas. Sejam h € H e v € V. Entao

a(h) +ew B(v) = (a(h) +ew 1) -ww B(v)
B(h +uv 1) -ww B(v)
=B((h+uv 1) vy v)

B(

A prova de que f(v +yg h) = B(v) +wa a(h) faz-se de forma andloga. [
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Nota 4.1.5.
Se (a, B): Fy — Fy for um morfismo, entao o morfismo « fica determi-
nado pelo morfismo B:

Logo,

para obter um morfismo de Fy em Fy ¢ suficiente dar um morfismo

B:V — W e verificar que («, ) preserva as operagoes, onde o: H — G € o
morfismo obtido de B como atrds.

Dizemos que Fy ¢ imagem homomorfa de F) se existir um morfismo
(o, B): Fy — F; sobrejetivo, isto é, se «a e [ sdo sobrejetivos.

Dizemos que F; € uma subdlgebra-floresta de Fy se e s6 se

-HCG e VW,

- (tpyytRy), onde 1ty - H — G e 1p, : V. — W sdo as fungoes
inclusao, é um morfismo.

Dizemos que F} divide F, se e s6 se F} é imagem homomorfa de alguma
subdlgebra-floresta de F5.

Dizemos que (Rpy, Ry) é uma relagio em Fy se e s6 se Ry e Ry
sao relacoes em H e V respetivamente. Se Ry e Ry sao relacoes de
equivaléncia em H e V respetivamente, dizemos que (Ry, Ry) € uma
relacao de equivaléncia em F}.

Dizemos que (Ry, Ry) € uma relagao de congruéncia em F se e s6 se

— (Rpg,Ry) é uma relagao de equivaléncia em Fj,

— (Rp, Ry) é compativel com as operagoes da dlgebra-floresta, isto é,
para quaisquer hy, ho, b, by € H tais que (hq, he), (b, b)) € Ry,
e para quaisquer vy, vg, v, vy € V tais que (vq,vy), (v),v5) € Ry,
temos:

- (h1 +um b, he +um b)) € Ry,

V1 vy UL, U vy V5) € Ry,

V1 vy hi,ve ve he) € Rp,

hi +av vi, he +5v v2) € Ry e

vy +vi hi,v2 +vi hy) € Ry.

(
(
(
(
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e Se (Ry, Ry) é uma relagao de congruéncia em Fi, sendo H' = H/Ry
e V' = V/Ry, definimos o quociente de Fy por (Rg, Ry) como sendo
a algebra-floresta ((H’7 +uu,0), V' vy, 1), +mve, Hvem, -V/H,) com
as operacgoes induzidas pelas operacoes de Fj.

4.1.3 Algebra—Floresta Livre

Seja A um alfabeto. Atendendo a forma como, geometricamente, se efe-
tuam as operacoes definidas na subsecc¢ao anterior, representamos o conjunto
das A-florestas por Hy4, da palavra horizontal, e o conjunto dos A-contextos
por V4, da palavra vertical.

Consideremos agora a sequéncia ordenada

((HA7 _'_HAHAa 0)7 (VAJ ‘VaVas 1)7 +HAVA7 +VAHA7 'VAHA)

onde
+HAHA: HAXHA — HA
(s,t) — s+mu,t=s+t
e
VaVa - VAXVA — VA
(s,t) — sy t=s-t
sao operacoes bindrias e
v, HaxVy — Vy
(s,t) —> s+p,t=s+1
FVaH,: Vax Hy — Vy
(s,t) — s+ym,t=s+t

VvaH,: Vax Hy — Hy
(s,t) — sy, t=s-t

sao fungoes a que podemos chamar acao esquerda de H, sobre Va, acao
direita de Ha sobre Vy e acao esquerda de V5 sobre H,, respetivamente.
E f4cil ver que sao validas as seguintes propriedades (onde suprimimos o
indice das operagoes e das agoes, uma vez que os argumentos as identificam):
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1. (Ha,+,0) é um monoide;
2. (V4,-,1) é um monoide;
3. para quaisquer s,t € Hy e p,q € Vy,

3.1. (s+t)+p=s+(t+p),

32.0+p=p
33.p+(s+t)=(p+s) +t,
34. p+0=np,

35. (s+p)+t=s+(p+1),

3.6. (p-q)-t=p-(q-0),

3.7. 1-t=1t;

38. (1+s)-t=t+s e (s+1)-t=s+1;

39. 1+s)-p=p+s e (s+1)-p=s+p.
Como tal, ((Ha,+m,m,,0), (Va, vavas 1)s FHavas Fvars, vam,) ¢ uma élge-
bra-floresta. Notamos que este era um resultado esperado: a definicao de

algebra-floresta (em particular, a escolha dos axiomas) teve como motivacao
o facto de

(Has +r1,40450), (Va, vava, 1), FHavas FVak s Vi)

possuir as propriedades anteriores.

Nao é dificil constatar que é possivel construir qualquer A-floresta ou
A-contexto aplicando as operacoes de concatenacao e composicao, atras de-
finidas, sobre a floresta vazia, 0, e os A-contextos 1 e all, com a € A. Isto
é, a dlgebra-floresta (H4,Va4) é gerada pelo par (), {al] | a € A}) no sentido
de ser o menor par (F,C) (para a relagdo de inclusdo em cada coordenada),
com 'C Hy e C CVy, tal que:

-{ad]a€ A} CC;
- F é um submonoide de H4 e C' é um submonoide de Vjy.

- para quaisquer h € F, v € C,

h+HAVAU€C7U+VAHAh€C € U'VAHAhEF.
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A construgao pode ser por induc¢ao no nimero de nédulos da A-floresta ou
do A-contexto e corresponde a iteracoes das operacgoes a partir das folhas até
a raiz.
Exemplo 4.1.6.

Consideremos o alfabeto A = {a,b,c,d} e o A-contexto p:

p %@@

Podemos obter o A-contexto p da sequinte maneira:

- Primeiro necessitamos ter as A-floresta t; = d[1.0 e ty = [1.0:

D -@

]

©=© -

]

- Agora ja podemos construir o A-contexto p1 = bl + t:
( %> (& = ( %> + (@

s 7

ossivel obter o A-contexto py = all.p;:

- Neste momento j

o

©
]
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- Podemos finalmente chegar ao A-contexto p = py + t1:

Seja a € A. Consideremos a A-arvore com um unico nédulo e cuja eti-
queta desse nédulo é a. Quando nao existir ambiguidade, denotamos esta
A-arvore pela prépria letra a. Se a € A e t é uma A-floresta ou um A-
contexto, denotamos all -t por at.

P d

OBRO
©

Exemplo 4.1.7.
Se s € a A-floresta

entao as é a A-drvore

o e

©

ﬂ@
©

A A-drvore

&
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¢ bl - a e pode ser denotada por ba.

Assim, se t é o A-contexto (A-contexto considerado anteriormente),

@
e

]

temos t = ad - (b0 + ¢) + d = a(bd + ¢) + d.

Qualquer A-floresta diferente de 0 se escreve de modo tnico como con-
catenacao de A-arvores diferentes de 0 e é claro que qualquer A-arvore t
diferente de 0 é da forma all- s, onde s é uma A-floresta de profundidade
inferior em uma unidade a profundidade de t. Também um A-contexto di-
ferente de 1 se escreve de modo Unico como concatenacao de A-arvores e
de A-contextos, onde, necessariamente, apenas uma das parcelas é um A-
contexto com uma unica raiz e as restantes sao A-arvores; é ainda 6bvio que
qualquer A-contexto p diferente de 1 com uma tnica raiz é da forma all- ¢,
onde ¢ é um A-contexto de profundidade inferior em uma unidade a profundi-
dade de p. Assim, é imediato concluir que, por um lado, qualquer A-floresta
diferente de 0 se escreve de modo tnico como uma expressao que utiliza
(para além de eventuais paréntesis) apenas as operagoes de concatenacao e
composicao e as A-arvores a e os A-contextos all, com a € A; por outro
lado, também qualquer A-contexto admite uma tnica expressao que utiliza
(para além de eventuais paréntesis) somente as operagoes de concatenagao e
composicao e as A-arvores a e os A-contextos all, com a € A, e, eventual-
mente, o A-contexto 1, mas uma unica vez. Pode provar-se ainda que todas
as expressoes destes tipos representam uma A-floresta ou um A-contexto. A
algebra-floresta (H 4, V4) é um objeto livre na categoria das algebras-floresta
sobre o alfabeto A, tal como é mostrado na seguinte proposigao (ver, por
exemplo, [12]).

Proposicao 4.1.8.
Seja (H, V') uma dlgebra-floresta e seja f: A — V uma fungao.
Entao existe um unico morfismo de dlgebras-floresta

(a,8) : (Ha,Va) — (H,V)

que estende a funcao f no sentido de f(ald) = f(a) para todo o a € A.
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Demonstracao. Definimos fungoes a: Hy — H e 3: V4 — V por inducgao no
nimero de nédulos da A-floresta ou do A-contexto da seguinte forma: para
quaisquer a € A, s,t € Hy e p € Vy,

- B(add) = f(a) para todo o a € A;

- a(al v,m, t) = fla) va o(t);

- B(ald -v,v, p) = f(a) vy B(p);

- (s tHam, t) = als) +um alt);

- B(s *rava P Fvana t) = o(s) +av B(p) +vu alt).

Atendendo a unicidade da decomposicao de A-florestas e A-contextos que
descrevemos antes do enunciado da proposicao, estas aplicagoes estao, de
facto, bem definidas. Além disso, esta é a tnica extensao possivel de f a um
morfismo de (Hy, V) a (H,V). Vejamos agora que (o, ) é um morfismo. E
claro que « preserva a operacao +,m,. Vejamos por indug¢ao no numero de

nédulos de p que B(p v,v, @) = B(p) vv B(q), para quaisquer p,q € Va. O
caso de p = 1 é 6bvio. Suponhamos que p # 1. Entao p = s+p,v, 0" +v, m, t,
onde s,t € Hy e p' € V4 tal que p’ tem uma tnica raiz. Logo

B vava @) = B(s +rva (0 vava @) tvam, t)
= 04(8) +HV 5(]9, "VaVa Q) tvH a(t)
= a(s) +uv B0 vavy @) +vu ().

Se p/ =1, entdo B(p' vyv, @) = Blq) = B(¢) -vv B(g). Caso contrario,
p = ald -y,v, r, para certo a € A e certo r € Vy, pelo que o nimero de
nédulos de r é inferior ao nimero de nédulos de p e, por indugao, obtemos

B vava @) = f(a) vy BT vavs 9)
(a) vv B(r) vv B(q)
(@ vuv, ) vy B(g)
(') -vv B(q).

f
B
B
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Logo

B vavs @) = a(s) +av (BQ) vv B(q) +vim at)
= (a(s) +av B(Y') +vu a(t) -vv B(q)
= 5(]9) A% 5((1)-

Analogamente se prova por inducao no nimero de ndédulos de p que
a(p-vu,t) = B(p) vu a(t), para todos os p € Vy e t € Hy.
Da definicao de [ resulta que, para qualquer t € H 4,

Bt +uvy 1) = B(t +auva 1 +vam, 0)
(t) +rv B(1) +va a(0)
(t) +rv 14y 0

(t) +nv 1

«
«
(07

e, analogamente, (1 +v,m, t) = 1 +vm alt).
Pela Proposicao 4.1.4 podemos concluir agora que («, ) é um morfismo.
m

Chamamos dlgebra-floresta livre sobre o alfabeto A a dlgebra-floresta

((HAu +HAHAa 0)) (VA7 ‘VaVas 1)) +HAVA7 +VAHA7 'VAHA)

e vamos usualmente denotd-la, simplesmente, por (H4, Va).
Utilizando esta nogao algébrica, definimos linguagem de A-florestas como
um sendo um subconjunto de H 4.

4.1.4 Automato de Florestas

Um automato de florestas determinista e completo ou, simplesmente,
automato de florestas é um quadruplo A = ((Q,+, q), 4,9, F') onde:

- (@, +,q) é um monoide, aos elementos de ) chamamos estados e a
operacao + chamamos composicao de estados;

- A é um alfabeto;
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- 0 é uma funcao, a que chamamos funcao transicao, que a cada elemento
a € A faz corresponder uma funcao d, : ) — Q;

- F C (@, cujos elementos sao chamados estados finazis.

Dizemos que um automato de florestas € finito se o conjunto dos seus
estados for finito.

4.2 Reconhecimento de Linguagens de Flo-
resta

Ao longo desta sec¢ao vamos considerar um alfabeto A e uma linguagem
de A-florestas L (C H,). Vamos continuar a seguir [12] e [2].

Reconhecimento por Autémato de Florestas

Sejam ¢t uma A-floresta e A = ((Q,+,qo), A, 0, F') um autémato de flo-
restas. Definimos ciclo do automato de florestas A sobre a floresta t como
sendo o elemento de @, que denotamos por t*, definido recursivamente da
seguinte maneira:

- se t for a floresta vazia, entdo t* = qo;

-set=al-s,coma € Aes e Hy, entdao t* é definido como sendo
04(s™); em particular, se ¢ for uma floresta com um tinico nédulo e esse
nédulo tiver etiqueta a, entao t4 é d,(qo);

-set=t;+...+t,, comty ..., t, € Hy, entdo t* é definido como sendo
t + ...+t observe-se que a operacio + na tltima expressdo é feita
cm (Q? =+, q0>
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Como as operacoes + em Hy e + em ( sdo associativas, t* estd bem defi-
nido.

Seja t uma A-floresta e A um autémato de A-florestas. A maneira como
neste trabalho obtemos o ciclo do autémato A sobre a floresta t é seme-
lhante a que foi descrita para ciclos de automatos de arvores de aridade na
Seccao 3.2. Temos apenas de considerar uma agao adicional: quando todas as
raizes da floresta estiverem aplicadas em estados, obtemos t* como sendo o
resultado da composicao de todos esses estados pela operacao + do respetivo
monoide. Também a representagao geométrica que escolhemos para o ciclo
do autémato A sobre a floresta t é semelhante a que adotamos para represen-
tar geometricamente um ciclo de um autéomato de arvores de aridade sobre
uma arvore de aridade. Existe mais uma vez uma diferenca: é obviamente
necessario indicar adicionalmente o estado correspondente a t4.

Exemplo 4.2.1.
Consideremos o alfabeto A = {a,b,c} e o automato de florestas

= ((Qa +7 q0)7 A> 57 F)
onde:

- Q = {490, ¢1, 02,43} € a operagao + € definida por q; + q; = ¢j + ¢; =
Gmazfij} ONde i e j sio elementos arbitrdrios de {0,1,2,3};

a fung¢ao § € a definida por d.(q) = qo, O0v(q0) = qo, ( 0) =

5a(Q1) = ({1, 5b((l1) = {41, 5c(£]1) = (a2, da (CJ2) = (a2, 5b( ) 5 (Q2) =
g3, 5a(Q3) = (s, 5b(Q3) =4qs € 5C(Q3) = (g3,
- F= {6107611,612}-

Consideremos as A-florestas t; e ty que geometricamente se representam,

respetivamente, da sequinte maneira:

(@)
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© /CQ
@
%@&@

Temos ti* = q3 pois

10 1 1
q q 4o

5) 6 7 8 9

CIO@ q qo q1 a1
1 2 3 4

do 0 611@ @CIO

eqs+q1+ qo=qs. Temos té“ = @9 pois

7 8

q1 q

4 5) 6

qo q1 q
1 2 3
qo qo q1

eqr+ g2 = qo.

Sejam t uma A-floresta e A = ((Q,+, ), 4,9, F') um autéomato de A-
florestas. Dizemos que o autdmato A é bem sucedido sobre a floresta t ou
que a floresta t é reconhecida pelo autémato A se e sé se t4 € F.

Exemplo 4.2.2.
Consideremos o Exemplo 4.2.1. Constatamos que:
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e 0 automato A nao € bem sucedido sobre a floresta tq, logo, a floresta t;
nao € reconhecida pelo automato A;

e 0 automato A € bem sucedido sobre a floresta ty, logo, a floresta ty €
reconhecida pelo automato A.

Seja A um autémato de A-florestas. Definimos
L(A) = {t € Ha | t é reconhecida por A},

a que chamamos linguagem de A-florestas reconhecida por A.

Reconhecimento Algébrico

Se (H,V) for uma algebra-floresta e (o, 8) : (Ha,Va) — (H,V) for
um morfismo de édlgebras-floresta, dizemos que a linguagem de A-florestas
L ¢é reconhecida pelo morfismo («, ) se L = a~ (@), para algum G C H;
equivalentemente, se L = a~'(a(L)). Dizemos que (H,V) reconhece L se
existir algum morfismo de algebras-floresta («, 5) : (Ha, Va) — (H,V) que
reconhece L.

Algebra—Floresta Sintatica

Definimos de seguida duas relagoes de equivaléncia associadas a L, uma
em H, e outra em Vy, ambas representadas por ~p (ver [12, 2]).

e Em Hy: s~y tseesdse, paratodoo p € Vy, ps € L < pt € L.

e Em Vy: p~p gseesdse paratodoos e Hy,pse L& qgs € L.

Proposicao 4.2.3.

Ambas as relagoes de equivaléncia ~p sao compativeis com as operagoes
da dlgebra-floresta livre (Ha,Vy), isto €, o par ordenado constituido pela
relagao ~p em Hy e pela relagao ~; em V4 é uma relagao de congruéncia
na dlgebra-floresta livre (Ha, Va).
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Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que a relacao de equivaléncia ~,
em H, é compativel para a concatenacao de duas A-florestas, isto é, que
respeita a operagao +p, m,. Apenas vamos demonstrar para a concatenagao
a direita. Vamos mostrar que, se s ~ s’ para s, s’ € Hy, entdo s+t ~p s +t,
para qualquer ¢t € H 4. Utilizando a definicao de ~, temos de mostrar que
para qualquer A-contexto p se verifica: p-(s+t) € Lseesése p-(s'+t) € L.
Sejag=p-(O+1t). Temosg-s=p-(s+t)eq-s =p-(s+1t). Como
consequencia:

p-(s+t)eLseeséseq-s€ Lseeséseq-s' € Lseesbésep-(s'+t) €L,

A prova para a concatenacao a esquerda é semelhante.

Vamos agora mostrar que a relacao de equivaléncia ~y em V4 é compativel
com a composicao de dois A-contextos, isto é, que respeita a operagao -y, v,-
Apenas vamos demonstrar para a composicao a direita. Vamos mostrar que,
se p ~p p, para p,p’ € Vyu, entdao p-q ~p p' - q, para qualquer ¢ € Vj,.
Utilizando a definicao de ~;, temos de mostrar que para qualquer A-floresta
s se verifica: (p-q)-s € Lseesése (p'-q)-s€ L,oque é equivalente a ver
quep-q-s€ Lseesbésep -q-s € L. A equivaléncia vem imediatamente da
defini¢ao de ~ e de considerarmos ¢ - s como uma A-floresta aplicada nos
A-contextos p e p/. A prova para a composicao a esquerda é semelhante.

De maneira analoga pode mostrar-se que as relacoes ~; sao compativeis
COI &S OPEeragoes +m, v, TV, Ha, "V, H,, 15t0 €, respetivamente:

e para quaisquer s,s’ € Hy e p,p/ € V4 tais que s ~r, s' e p ~p, p/, entdo
s+q~p s +qget+p~pt+p, para quaisquer t € Hy e g € Vy;

e para quaisquer s,s’ € Hy e p,p/ € V4 tais que s ~, s' e p ~p p/, entdo
qg+s~pq+s ep+t~pp +t para quaisquer t € Hy e g € Vy;

e para quaisquer s,8' € Hy e p,p € V4 tais que s ~1 s e p ~ p, entao
s-qg~s-qget-p~pt-p, para quaisquer t € Hy e q € Vy;

]

Com o objetivo de sermos coerentes com a notagao utilizada na bibliogra-
fia seguida, se nao existir ambiguidade, denotamos a relacao de congruéncia
referida no Lema 4.2.3 simplesmente por ~; e chamamos-lhe congruéncia
sintdtica de L.
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Definimos dalgebra-floresta sintdtica de L como sendo o quociente da algebra-
floresta livre pela rela¢ao de congruéncia ~p, e denotamo-la por (Ha, V4)/ ~p.
O morfismo que aplica cada A-floresta ou A-contexto na sua classe de equi-
valéncia é chamado morfismo de dlgebras-floresta sintdtico e denotamo-lo por

(ar,Br).

Proposicao 4.2.4.
A linguagem de A-florestas L € reconhecida pelo seu morfismo de dlgebras-
floresta sintdtico (ay, ). Mais ainda, uma dlgebra-floresta (H, V') reconhece

L se e sé se (Hy,Vy) divide (H,V).

Demonstragdo. Temos L = a;*(ar(L)). Logo (az, 1) reconhece L.

Suponhamos que L é reconhecida por uma algebra-floresta finita (H, V).
Entao existe um morfismo («, 3) : (Ha,Va) — (H,V) tal que L = o '(G)
para certo G C H. Tomemos H' = «a(Hs) e V' = (V). Claramente,
(H', V') é uma subédlgebra-floresta de (H,V’). Consideremos o morfismo
(o/,8") : (Ha,Va) — (H', V') definido por o/(t) = a(t) e f'(p) = S(p), o qual
também reconhece L. Mostra-se facilmente que, para quaisquer s,t € Hy e
D,q € VA7

- a(s) = at) = ap(s) = ar(t).

- B(p) = Blq) = Brlp) = Brq).

Entao ficam bem definidas funcoes
" H — Hp e gV =V
por a”(a/(s)) = ar(s) e B7(5'(p)) = Br(p). E claro que
(", 8" : (H', V') — (Hp, V1)

é um morfismo sobrejetivo. Logo (Hp, Vy) divide (H, V).
Agora suponhamos que (Hp, V) divide (H, V). Existe entdo uma subdl-
gebra-floresta (H', V') de (H, V) e um morfismo sobrejetivo

(o, 8) : (H',V') — (Hp, V).

Para cada a € A, existe p, € V' tal que B(p,) = fr(ald) porque § é sobreje-
tiva. Pela Proposicao 4.1.8, existe um morfismo

(o/,ﬂ’) : (HA, VA) — (H/,V/)
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tal que f'(ald) = p,. Para cada a € A, temos (o f')(ad) = (5 (a0)) =
B(pe) = Br(ald). Logo (o, ) o (o, &) = (ar, By), pela Proposicio 4.18
Consequentemente, L = a; ' (ar(L)) = (aod!) Y ar (L)) = o' Ha Y ar(L)),
pelo que (H', V"), e portanto (H, V'), reconhece L. O

Notamos que em geral uma algebra-floresta sintatica pode ser infinita.
No entanto, pela proposicao anterior, se uma linguagem de A-florestas é
reconhecida por alguma algebra-floresta finita sobre o alfabeto A, entao a sua
algebra-floresta sintatica é finita. Mostra-se que a algebra-floresta sintatica
de uma linguagem de A-florestas L reconhecivel pode ser construida a partir
de um morfismo sobrejetivo de dlgebras-floresta que reconheca L.

Teorema de Equivaléncia de Reconhecimentos de Linguagens de
A-Florestas

Teorema 4.2.5.
Seja L C Hy. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) L é reconhecida por um autdmato de A-florestas finito.
i1) L € reconhecida por uma dlgebra-floresta finita.
i11) L tem a dlgebra-floresta sintdtica finita.

Demonstra¢ao. A equivaléncia entre i7) e iii) vem da Proposigao 4.2.4.

Suponhamos que L é uma linguagem de A-florestas reconhecida por um
morfismo de dlgebras-floresta («, 5) : (Ha,Va) — (H,V), com (H,V)
dlgebra-floresta finita. Logo L = o !(F) para algum F C H. Vejamos que
L é reconhecida por um autémato de florestas finito. Seja A = (H, A, 0, F),
onde 9 é a funcao que a cada elemento a € A faz corresponder uma fungao
do : H — H onde 6,(h) = f(ald) -y g h. Pode mostrar-se por indugao no
ntimero de nédulos da floresta que 4 = a(t). Entdo A reconhece a linguagem
de A-florestas L.

Para a outra implicagao, suponhamos que temos um autéomato de florestas
A=((Q,+,q), A, 0, F) finito que reconhece L. E facil ver que obtemos uma
algebra-floresta (H, V') definindo:
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e H é o monoide (Q,+,qo);

eV =A{f]|f:Q — Q éuma funcao} munido da operagao de com-
posicao;

e para quaisquer g € Q e f €V,

- ¢+gv f:Q — Q definida por (¢ +xv f)(p) = ¢ +uu f(p);
- ftve q: Q — Q definida por (f +vu q)(p) = f(p) +uE ¢
- fvaq= f(q).

Consideremos agora o tnico morfismo («a, ) : (Ha,Va) — (H,V) tal que,
para a € A, f(add) = 6,. Observamos que cada J, é uma funcao de Q
em (). Mostra-se facilmente, por induc¢ao no nimero de nédulos de ¢, que
t4 = a(t), para todo o t € H,. Por conseguinte, L = a~'(F) e, portanto,
(e, B) reconhece L. O

Com este resultado podemos, a partir de agora, falar apenas de lingua-
gem de A-florestas reconhecivel para nos referirmos a uma linguagem de
A-florestas que satisfaga qualquer uma das condigoes do teorema.

4.2.1 Algebras—Floresta e Linguagens de Arvores Sem
Aridade

Ao longo desta subseccao vamos considerar um alfabeto A e uma lingua-
gem de A-arvores sem aridade L. Notamos que L C Hy4, pois uma A-arvore
é um caso particular de A-floresta.

Seja a € A. Consideremos a A-arvore constituida por um tnico nédulo de
etiqueta a. Neste trabalho, tal como ja foi afirmado, denotamos usualmente
esta A-arvore da mesma maneira que a letra a, mas no que se segue, para
evitar ambiguidades, vamos representd-la por a’. O a’-quociente, denotado
por a’'L, é o conjunto das A-florestas t que satisfazem at € L. Seja
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(oz,ﬁ) : (HA,VA) — (H, V)

um morfismo. Dizemos que a linguagem de A-drvores L € drvores-reconhecida
por (a, ) se e 86 se, para toda a A-drvore constituida por um tnico nédulo
de etiqueta a, a linguagem de A-florestas a’~!L é reconhecida por («, 3).

Exemplo 4.2.6.

Seja a € A. Consideremos a linguagem L como sendo a linguagem de A-
florestas constituida unicamente por A-drvores cuja etiqueta do nodulo raiz
€ a. A linguagem L € drvores-reconhecida por qualquer dlgebra-floresta. Isto
acontece porque, para todo o b € A, o quociente V1L € vazio (quando b # a)
ou é L (quando b = a).

Existe uma alternativa para a definicao de &rvores-reconhecimento. Na
definicao alternativa, dizemos que a linguagem de A-drvores L € drvores-
reconhecida pela dlgebra-floresta (H,V') se existe uma linguagem de A-flo-
restas K reconhecida pela algebra-floresta (H, V') tal que L é a intersegao de
K com o conjunto das A-arvores. No entanto verifica-se que esta definicao é
menos vantajosa que a anterior.

4.3 Outras Possiveis Variantes para Algebra—
Floresta

Para palavras sobre um alfabeto A, podemos utilizar monoides ou semi-
grupos para reconhecer as linguagens de palavras sobre o alfabeto A. No
primeiro caso, as linguagens apropriadas sao da forma L C A*, enquanto no
segundo caso, que nao permite a palavra vazia, apenas linguagens L C A%
sao permitidas.

Para florestas existe um nimero de possibilidades muito maior. Para além
de trabalharmos com objetos de dois tipos (florestas e contextos) em vez de
apenas um (palavras), esses tipos sao mais complexos. Podemos considerar
que a floresta vazia nao é uma floresta e que o contexto vazio nao é um
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contexto. Também podemos considerar outras restricoes sobre a posi¢ao do
buraco nos contextos, por exemplo, nao permitir que o buraco tenha irmaos
ou nao permitir que apareca num nodulo raiz. Cada combinacao de opgoes
para as hipoteses anteriores, desde que os axiomas corretos sejam formulados,
dé origem a uma respetiva definicao de algebra-floresta.

As escolhas seguidas neste trabalho nao sao reivindicadas como sendo
superiores. As outras opgoes sao igualmente vidveis mas isto nao significa
que sejam todas equivalentes. As diferencas ficam visiveis quando tentamos
caracterizar dlgebras-floresta através de equacgoes na algebra-floresta livre.
Por exemplo, a equagao v - h = v - g com as nossas consideragoes implica
h = g porque esta equacao deve ser valida para todas as atribuigoes de
elementos do monoide V' a v e, em particular, podemos atribuir o contexto
identidade a variavel v. Mas nesse caso obtemos h = ¢, que diz que o
monoide horizontal é trivial. Se nao permitirmos contextos com buraco em
nédulos raiz, esta equacao ird descrever linguagens floresta onde a pertenca
de determinada floresta nessa linguagem depende apenas das etiquetas dos
seus nédulos raiz.

Podemos também perguntar o que aconteceria se nao considerassemos a
estrutura vertical. Poderfamos trabalhar com pares (H, Z) onde Z é apenas
um conjunto (e nao um semigrupo), mas onde ainda teriamos uma operagao
de substituicao de florestas em contextos semelhante a considerada na nossa
conjetura. Tais pares corresponderiam a autématos onde o alfabeto nao esta
fixo. Para tais objetos pode-se dispensar os axiomas presentes na definicao
de algebra-floresta que estabelecem a estrutura vertical de semigrupo (que
aqui nao estaria presente). Toda a teoria podia ser desenvolvida com estas
hipéteses mas mais uma vez as equacoes teriam aqui significados diferentes.
Em particular nao teriamos maneira de nos referirmos explicitamente a com-
posicao vertical. Estas consideracoes nao foram tomadas por se acreditar
importante a estrutura vertical de semigrupo.

4.4 Aplicacoes

Vamos apresentar, de forma resumida, varias caracterizacoes de lingua-
gens de florestas sobre um alfabeto (algumas das quais sdo, em particular,
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linguagens de arvores sobre um alfabeto) reconheciveis, privilegiando, por
isso, as ideias intuitivas dos conceitos e das demonstragdes (quando apresen-
tadas) em detrimento do rigor.

Ao longo desta seccao vamos considerar um alfabeto A, a dlgebra-floresta
livre (Ha4,Vy4), uma linguagem L C H, (notamos que L pode ser exclusi-
vamente constituida por A-drvores) e uma &lgebra-floresta (H, V). Quando
utilizarmos parametros a, b, s,t,p, q, h,g,v e w (eventualmente com indices)
e nao especificarmos explicitamente as suas naturezas, estamos a assumir
que:

-a,be A,
- s,t € Hy,
- P, q € Va,
- h,ge H e
-v,weV.

As caracterizacoes de linguagens de A-florestas que vamos apresentar sao
todos elas efetivas, no sentido em que as condig¢oes na algebras-floresta li-
vre podem ser efetivamente testadas. Nelas vamos habitualmente utilizar
equagoes na algebra-floresta livre (que, intuitivamente, vao exprimir proprie-
dades da algebra-floresta). As equagoes sao responsaveis pela efetividade das
caracterizagoes apresentadas no sentido que ilustramos de seguida. Tomemos
por exemplo a equacao pqg = qp. Para sabermos se esta equacao é satisfeita
por uma linguagem de A-florestas reconhecivel nao podemos testar todos os
A-contextos p e ¢, pois existem em nimero infinito. A solugao é observarmos
que apenas temos de testar um A-contexto em cada classe de equivaléncia
da congruéncia sintatica de L.

4.4.1 Aplicagoes Simples

Nesta subsecgdo vamos seguir o trabalho feito em [4] e apresentar trés
exemplos de linguagens reconheciveis de A-arvores cujas caracterizacoes sao
expressas por equagoes na algebra-floresta livre. Com estes trés exemplos
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vamos também introduzir conceitos que irao aparecer posteriormente em ca-
racterizacoes efetivas de linguagens reconheciveis de florestas. O primeiro
exemplo é o da classe das linguagens que apenas depende do conjunto das
etiquetas que ocorre em cada arvore; este exemplo é caracterizado por duas
equacoes simples. No segundo exemplo introduzimos um expoente w nas
equagoes. No terceiro exemplo utilizamos uma classe de linguagens que nao
é fechada para as operacoes booleanas.

Nos exemplos seguintes consideramos sempre que a linguagem L ¢ exclu-
sivamente constituida por A-arvores e é reconhecivel.

Linguagens de A-Arvores Testavel Por Etiquetas

Dizemos que L ¢ testdvel por etiquetas se e s6 se a pertenca de uma
determinada A-arvore a L depender apenas do conjunto constituido pelas
suas etiquetas, isto €, se e s6 se L for uma combinacao booleana de linguagens
da forma “A-arvores que tém algum nédulo a-etiquetado”.

Teorema 4.4.1.
Seja L uma linguagem de A-drvores reconhecivel. Entao L € testavel por
etiquetas se e so se satisfaz as equagoes:

_p-q:q.p e

-p-p=p

Ideia da demonstracdo. A parte “sé se” é clara uma vez que, para quaisquer
A-contextos, é 6bvio que temos o mesmo conjunto de etiquetas em ambos os
lados de cada equagao.

Para a parte “se” iremos mostrar que ambas as equagoes presentes no
teorema implicam que cada A-arvore t é equivalente a uma A-arvore na forma
normal, no sentido em que apenas depende do conjunto das suas etiquetas
(exemplificamos de seguida o queremos dizer por isto). O primeiro passo para
chegarmos a forma normal é mostrarmos que toda a A-floresta é equivalente
a uma A-floresta da forma a; + ...+ a,, onde, como usualmente, cada a; é

a A-arvore que contém apenas um noédulo e que tem etiqueta a;. A prova é
por indugao na profundidade da floresta utilizando
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at=(aO)- (O+4+t)-0=(0+1t)-(ad)-0=a+t

De uma maneira semelhante, pode mostrar-se que a raiz de uma arvore pode
ser trocada por qualquer outro nédulo. Uma vez que p-q = ¢ - p implica
s+t=1t+s (tomando p=0+s e ¢=0+1), podemos agora concluir que
as etiquetas podem ser ordenadas de qualquer maneira. Finalmente podemos
remover as etiquetas que estejam em duplicado utilizando p - p = p. O]

Linguagens de A-Arvores Definite

Este exemplo é o das linguagens de A-arvores definite. Dizemos que L
€ definite se existir algum k£ € N tal que a pertenca de uma determinada
A-arvore a L dependa apenas dos nédulos que tenham no maximo profundi-
dade k. Notamos que o facto das arvores que consideramos serem sobre um
alfabeto sem aridade implica que uma linguagem que satisfaca a anterior de-
finicao possa, para cada profundidade, possuir uma infinidade de arvores. Por
exemplo, a linguagem constituida pelas A-arvores cuja raiz tem um nimero
par de filhos é definite.

Teorema 4.4.2.
Seja L uma linguagem de A-drvores reconhecivel. Entdo L é definite se
e so se satisfaz a equacao

p?-0=p“-t ondep#1.

A caracterizacao anterior apresenta um novo interveniente nas equacoes,
o expoente w. Informalmente, o expoente w deveria ser substituido por “um
nimero suficientemente grande”. Por exemplo, a equacao presente no te-
orema anterior diz que se um contexto for repetido (multiplicado por ele
préprio em V) um nimero suficientemente grande de vezes, entao o buraco
estd a uma grande profundidade dentro da A-arvore e, como tal, é irrele-
vante.

Notamos que w também funciona para a concatenacao de A-florestas, pois
se t € Hu, podemos definir ¢ como sendo (¢t + 1)~ - 0.
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Ideia da demonstracao. Se a linguagem de A-arvores é definite, entao a
equagao do teorema tem de ser satisfeita. Caso contrario, para algum A-
contexto ¢ e para qualquer k € N, apenas uma das A-arvores ¢ - p** - 0 e
q-p*-t, que sdo semelhantes até & profundidade k, ird pertencer a linguagem
de A-arvores.

Para a outra implicagdo, tomamos uma A-arvore que satisfaca a equagao
do teorema. Vamos mostrar que para uma profundidade suficientemente
grande, digamos k € N, qualquer modificacao com profundidade maior que k
nessa A-arvore nao afeta a sua inclusao na linguagem. Para isso necessitamos
mostrar que se p é um A-contexto que tem o buraco a uma profundidade pelo
menos k, entao p -t = p -0 vai verificar-se para qualquer A-floresta t. Seja
p um A-contexto com o buraco a uma profundidade pelo menos £ € N. Se
conseguirmos decompor este A-contexto na forma p = ¢ - ¢¥ - g2, entao o
resultado pretendido vird da equagao do teorema. Como p tem o buraco a
uma profundidade pelo menos k, existe uma decomposicao p = p;- - -p onde
nenhum dos A-contextos p; tem o buraco na raiz. Uma vez que existe um
nimero finito de classes de equivaléncia para a congruéncia sintatica, ~i,
pelo teorema de Ramsey pode provar-se que se k é suficientemente grande,
entao existem alguns i < j <lem 1,...,k com

P1 - Pj—1 ~L PjPi—1 ~L P1° - Pl-1

Seja ¢ = p1---pj—1. Pelo visto em cima, temos

q~rLpi--Pi-1=4.Pj-1---Pi-1 ~L 4" q

Em particular, temos ¢ = ¢“. [

Linguagens de A-Arvores Finita

O dltimo exemplo envolve linguagens de A-arvores com um niumero fi-
nito de elementos. Neste caso nao podemos esperar caracterizacoes dadas
por equagoes, pois a classe destas linguagens nao é fechada para a comple-
mentacao. A razao porque tal acontece é o facto de qualquer linguagem
reconhecivel de A-arvores ter a mesma congruéncia sintatica que a sua lin-
guagem complementar e, como tal, também satisfazer as mesmas equacoes.
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Teorema 4.4.3.
Seja L uma linguagem de A-drvores reconhecivel. Entao L € finita se e
s6 se nao possuir nenhum elemento da forma q - p“ - s, onde p # 1.

A demonstracao deste teorema segue as mesmas linhas do Teorema 4.4.2.

4.4.2 Procurando Padroes em A-Arvores

Nesta subseccao continuamos a seguir [4] e damos caracterizagoes efetivas
para mais trés classes de linguagens de A-arvores. Em cada caso, a classe da
linguagem ¢ dada por combinacoes booleanas de sentencas que testam se uma
arvore sobre um alfabeto contém um dado padrao. Os padroes discutidos sao:
uma subéarvore de uma arvore sobre um alfabeto, um pedago de uma arvore
sobre um alfabeto e um caminho maximal de uma arvore sobre um alfabeto.

Linguagens de A-Arvores Testaveis Pela Fronteira

Definimos n-fronteira de uma A-drvore (onde n € N) como sendo o con-
junto constituido pelas suas subarvores que tém no maximo n nédulos. Uma
linguagem de A-arvores reconhecivel diz-se testdvel pela fronteira se, para
algum n € N, a pertenca de uma A-arvore a linguagem dependa apenas da
sua n-fronteira. Notamos que nao contamos as subarvores que estao na numa
n-fronteira, apenas testamos se pertencem ou nao a essa n-fronteira. Uma
definicao equivalente é: uma linguagem reconhecivel de A-drvore é testavel
pela fronteira se e s6 se for uma combinacao booleana finita de linguagens
da forma “A-arvores que tém s como uma subarvore”.

Teorema 4.4.4.
Seja L uma linguagem de A-drvores reconhecivel. Entao L € testavel pela
fronteira se e so se satisfaz as equacgoes:

i) a(s+p?-t)=s+p“-t;



90 Linguagens de Florestas

i) pY t+s+u=u+s+p-t e
iit) p¥ - t+s=pY -t+s+s;

onde a € A, s,t,u € Hy ep e Vy\ {1}

Ideia da demonstracdo. A primeira equacao diz que um nédulo de etiqueta
a com muitos descendentes (uma floresta p“ - ¢ tem muitos nédulos) pode
ser removido sem que as n-fronteiras sejam afetadas. A segunda equagao
diz que a ordem das A-arvores numa A-floresta com muitos nédulos nao
é importante. A terceira equacao diz que cépias de A-arvores podem ser
adicionadas ou retiradas a qualquer A-floresta com muitos nédulos. A chave
da demonstracao é mostrar que, para qualquer n € N fixado, quaisquer duas
A-florestas com a mesma fronteira podem ser transformadas uma na outra
aplicando sucessivamente as equagoes do teorema. O

Linguagens de A-Arvores Testaveis por Pedacgos

Dizemos que uma A-floresta s € um pedaco de uma A-floresta t, deno-
tando esta relacao por s < t, se s puder ser obtida a partir de t através
da remocao de nodulos, isto é, se existir uma funcao injetiva dos ndédulos
de s para os ndédulos de t que preserve as relagoes descendant® e, para todo
oa € A, lab]. Uma linguagem de A-arvores reconhecivel diz-se testavel
por pedacos se for uma combinagao booleana finita de linguagens da forma
“A-arvores que contém a A-floresta s como um pedago”.

Teorema 4.4.5.
Seja L uma linguagem de A-drvores reconhecivel. Entao L ¢é testdvel por
pedacos se e so se satisfaz a equagao:

q-p*=p“=p" q para qualquer q = p.

Ideia da demonstracao. A ideia na implicacao “sé se” é que, para qual-
quer n € N fixado, os A-contextos ¢ - p*, p*¥ e p“-q tenham todos os
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mesmos pedacos de tamanho n e possam assim ser trocados entre eles. A
demonstracao da implicagao “se” requer um argumento combinatoério com-
plicado. [

Linguagens de A-Arvores Testaveis Por Caminhos

Neste exemplo a ideia é a de, a cada caminho maximal de uma A-arvore,
associar a sequéncia de etiquetas desse caminho ordenada da raiz para a

folha.

Uma linguagem de A-arvores reconhecivel diz-se testdvel por caminhos se
é uma combinacao booleana finita de linguagens da forma “A-arvores onde
a sequéncia de etiquetas que ocorre nalgum caminho maximal da A-arvore
pertence a linguagem reconhecivel de palavras K C A*”.

Por exemplo, A linguagem de A-arvores constituida pelas A-arvores que
tém algum noédulo com etiqueta a é testavel por caminhos uma vez que uma
A-arvore pertence a esta linguagem se e so se a sequéncia de etiquetas que
ocorre nalgum caminho maximal da A-arvore pertence a linguagem A*aA*.
No entanto, a linguagem constituida pelas A-florestas que tém pelo menos
dois noédulos com etiqueta a nao é testavel por caminhos: as A-florestas a e
a + a tém ambas os mesmos caminhos maximais mas apenas uma pertence
a linguagem considerada.

Teorema 4.4.6.
Seja L uma linguagem de A-drvores reconhecivel. Entdo L € testavel por
caminhos se e $o se satisfaz as equagoes:

i) s+t=1t+s;
i) s+s=-s;
iii) p- (s+t)=p-s+p-t.

Ideia da demonstracao. A implicacao “sé se” é ébvia, pois ambos os la-
dos de cada equacao tém obviamente os mesmos caminhos maximais. Para



92 Linguagens de Florestas

a implicacao “se”, basta mostrar que, utilizando as equacoes do teorema,
quaisquer duas A-arvores que tenham os mesmos caminhos maximais podem
ser transformadas uma na outra. O

4.4.3 Linguagens de A-Florestas Testaveis por Etiqueta
e Linguagens de A-florestas Definiveis por uma
Férmula >

Nesta subsec¢ao vamos voltar a seguir [12] e apresentar dois exemplos
de caracterizacoes de linguagens de florestas sobre um alfabeto. A primeira
caracterizagao, de linguagens floresta sobre um alfabeto testaveis por etique-
tas, é semelhante a de linguagens de arvores sobre um alfabeto ja falada e
ilustra de que maneira uma propriedade no monoide dos contextos pode ter
implicagoes importantes no monoide das florestas. A segunda caracterizacao,
de linguagens floresta sobre um alfabeto definiveis por uma férmula 31, mos-
tra que também podemos considerar linguagens floresta que nao sao fechadas
para operacoes booleanas.

Linguagens de A-Florestas Testaveis por Etiquetas

Dizemos que uma linguagem de A-florestas reconhecivel é testdavel por
etiquetas se e s6 se a pertenca de uma determinada floresta a essa linguagem
depender apenas do conjunto constituido pelas suas etiquetas, isto €, se e
so se for uma combinacao booleana de linguagens da forma “A-florestas que
tém algum nédulo a-etiquetado”.

Teorema 4.4.7.
Seja L uma linguagem de A-florestas reconhecivel. Entao L é testdvel por
etiquetas se e so se satisfaz as equagoes:

i)p-q=q-p e
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-p-p=0D
Ideia da demonstracdo. A parte “sé se” é clara uma vez que, para quaisquer
A-contextos, é ébvio que obtemos o mesmo conjunto de etiquetas em ambos
os lados de cada equagao. Demonstremos agora a parte “se”. Seja L uma
linguagem de A-florestas reconhecida por um morfismo («, 5) : (Ha, V4) —
(H,V), com a algebra-floresta do conjunto de chegada a satisfazer ambas
as equacoes do teorema. Vamos mostrar que, para cada a A-floresta t da
linguagem L, a sua imagem «(t) depende apenas do conjunto de etiquetas
de t.

Comecamos por mostrar que as duas equagoes do teorema implicam ou-
tras tres.

A primeira é a idempoténcia do monoide horizontal:

h4+h="h

Esta equagao tem de se verificar em qualquer dlgebra-floresta que satisfaca as
nossas premissas por causa do seguinte argumento que utiliza a idempoténcia
do monoide vertical:

h+h=(@{t+1)(h+1)-0=(h+1)-0=h.
A segunda é a comutatividade do monoide horizontal:
h+g=g+h
O argumento utiliza a comutatividade do monoide vertical:
h+g=(h+1)-(g+1)0=(¢g+1)-(h+1)-0=g+h.
Finalmente, temos uma equacao que nos permite “achatar” as arvores:
vh = h + 0.
A demonstracao utiliza outra vez a comutatividade do monoide vertical:
vh=v-(h+1)-0=(h+1)-v-0=h+ 0.

Vamos mostrar que utilizando as equagoes anteriores, toda a A-floresta
t tem a mesma imagem através de o como uma A-floresta na forma normal
ai+- - -+a,, onde, como usualmente, cada a; é a A-arvore que contém apenas
um nodulo e que tem etiqueta a;. Para além disso, as etiquetas aq,...,a,
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sao exatamente as etiquetas utilizadas em ¢, distribuidas sem repetigao e por
uma ordem arbitraria no conjunto A. Comecando pela forma normal, pode-
mos inicialmente utilizar a idempoteéncia para “criar” tantas copias de cada
etiqueta quantas as que aparecam na A-arvore t. Entao, utilizando a ultima
equacao e a comutatividade do monoide horizontal, podemos reconstruir a
A-arvore comecando pelas folhas e avancando até a raiz. O

Se omitirmos a equagao p - p = p, obtemos linguagens que podem ser
definidas por combinacoes booleanas de linguagens da forma “a etiqueta a
ocorre pelo menos k vezes”, ou “o numero de ocorréncias da etiqueta a é
k mod n”.

Linguagens de A-Florestas Definiveis através de uma Férmula X,

Uma formula 1 é uma férmula de Légica de Primeira Ordem com assi-
natura {descendant}U{lab, | a € A}, onde descendant tem aridade 2 e, para
todo a € A, lab, tem aridade 1, e onde apenas podem aparecer quantifica-
dores existenciais na quantificagao de uma férmula na forma normal prenexa
que lhe seja equivalente.

Consideremos uma A-floresta t e a assinatura

{descendant} U {lab, | a € A}

onde descendant tem aridade 2 e, para todo o a € A, lab, tem aridade 1. O
terno (dom(t), o, ) onde

- 0 = {descendant} U {lab, | a € A} e

- I é a funcao definida por

I(descendant) = descendant® e, para todo o a € A, I(lab,) = labt;

é uma estrutura e vamos denoté-la por t.
Seja  uma férmula ;. A linguagem de A-florestas definida por ¢ é o
conjunto

{t € H, | existe uma atribuigao de variaveis p tal que (¢, u) = ¢}
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e denotamo-la por L(y). Dizemos que a linguagem L € definida através de
uma formula ¥, se, para a assinatura {descendant} U {lab, | a € A}, existir
uma férmula ¥, digamos ¢, tal que L = L(p).

O seguinte resultado, que apresentamos sem qualquer ideia da demons-
tracao, mostra que linguagens de A-florestas podem ser definidas através de
uma féormula >q:

Teorema 4.4.8.

Seja L uma linguagem de A-florestas reconhecivel e seja (o, ) o seu
morfismo de dlgebras-floresta sintdtico.

A linguagem L € definivel por uma formula ¥, se e sé se vh € «(L)
implica vwh € a(L).

As varias relagoes que definimos para arvores e florestas, filho de, ...,
nddulo a esquerda de, depthl, labl e chl, sdo muito uteis para caracterizar
classes importantes de linguagens de florestas através de férmulas da Légica,
como ilustra o teorema anterior.
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Apeéendice A

Logica

A.1 Légica de Primeira Ordem

Existem duas partes essenciais em Légica de Primeira Ordem: a parte
sintatica e a parte semantica. Intuitivamente, a sintaxe determina que se-
quéncias de simbolos sao expressoes aceites em Logica de Primeira Ordem
enquanto que a semantica determina o significado dessas expressoes.

Sintaxe de Loégica Primeira Ordem

Alfabeto de Loégica Primeira Ordem

Um alfabeto de Logica de Primeira Ordem é um conjunto A = A;UA,,
onde Ay é o conjunto dos simbolos ldgicos de Logica Primeira Ordem (intui-
tivamente, podemos considera-los como sendo os simbolos que tém sempre o
mesmo significado, ou seja, os seus significados nao dependem de nenhuma
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interpretagao) e Ay é o conjunto dos simbolos nao-ldgicos de Légica de Pri-
meira Ordem (intuitivamente, podemos considera-los como sendo os simbolos
cujos significados dependem de uma interpretagao).

Omitiremos neste Apéndice A.1 os nomes “Légica de Primeira Ordem”
sempre que mencionarmos elementos que a ela se refiram. Por exemplo, no
que se segue, vamos designar simbolos 16gicos de Logica de Primeira Ordem
apenas por simbolos logicos.

e Simbolos Légicos

O conjunto dos simbolos l0gicos é constituido por elementos que per-
tencam a um dos seguintes conjuntos:

1. Um conjunto infinito de simbolos de varidveis ou, simplesmente,
varidveis, habitualmente representadas por z,vy,z,... (possivel-
mente com indices).

2. Um conjunto infinito de simbolos de parametros ou, simplesmente,
parametros, habitualmente representados por a, 8,7, ... (possivel-
mente com indices).

3. Dois simbolos: o quantificador universal ¥ e o quantificador exis-
tencial 3.

4. Os simbolos das conexoes ldgicas: N para a conjung¢ao, V para a
disjuncao, — para a negacao, = para a implicacao e < para a
equivaléncia.

5. Um simbolo de igualdade =.

6. Os simbolos de paréntesis () e, eventualmente, outros simbolos de
pontuacao.

Por vezes sao também utilizados adicionalmente os simbolos V' ou 1 (para
verdade) e F ou 0 (para nao verdadeiro ou falso) e, nesse caso, sao também
simbolos 16gicos.

e Simbolos Nao-Logicos

O conjunto dos simbolos nao-logicos é constituido por elementos que
pertencam a um dos seguintes conjuntos:
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1. Um conjunto de simbolos de predicados ou simbolos de relagoes,
em que cada simbolo tem associado um nimero inteiro nao nega-
tivo chamado aridade. Os simbolos de predicados sao habitual-
mente representados por P,Q, R, ... (possivelmente com indices).

2. Um conjunto de simbolos de funcgoes, em que cada simbolo tem
associado um numero inteiro nao negativo chamado aridade. Os
simbolos de funcgoes sao habitualmente representados por
f,g,h,... (possivelmente com indices).

3. Um conjunto de simbolos de constantes ou, simplesmente, cons-
tantes, habitualmente representados por a, b, ¢, ... (possivelmente
com indices).

Notamos que os simbolos de constantes podem ser interpretados como sendo
simbolos de funcoes com aridade zero. Notamos também que o simbolo
l6gico de igualdade pode ser interpretado como sendo um simbolo nao-légico
de predicado com aridade 2 mas, atendendo ao tratamento especial que nor-
malmente lhe é atribuido, é aqui considerado como sendo um simbolo logico.

Assinatura de Loégica de Primeira Ordem

Dado um conjunto nao vazio D, podemos considerar os simbolos nao-
légicos como sendo relagoes, operacoes e constantes em D com a mesma
aridade (por exemplo, um simbolo de predicado de aridade 2 pode ser consi-
derado em D como sendo uma relagao binaria em D e um simbolo de fungao
de aridade 3 pode ser considerado como sendo uma funcao D? em D). Con-
soante o conjunto D e as relagoes, as operacoes e as constantes que tivermos
em mente, assim sao escolhidos os simbolos nao-l6gicos. A assinatura de
uma Logica de Primeira Ordem é o conjunto formado por esses simbolos
nao-légicos e as respetivas aridades. A assinatura pode ser vazia, finita ou
infinita.

Gramatica de Légica de Primeira Ordem

H& duas espécies de expressoes bem formadas que nos interessa conside-
rar e que vao constituir a nossa gramdtica de Logica de Primeira Ordem:
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os termos (intuitivamente, designagoes) e as formulas (intuitivamente, pro-
posigoes).
e Termos
O conjunto dos termos bem formados ou, simplesmente, termos é defi-

nido por recorréncia da seguinte maneira:

1. Variaveis:

Qualquer variavel é um termo.

2. Funcoes:
Se f é um simbolo de funcao de aridade n e t4,...,t, sao termos,
entao f(tq,...,t,) é um termo.

Apenas expressoes que se possam obter através de um numero finito de
aplicagoes das regras 1 e 2 sao termos. Em particular, uma expressao que
envolva um simbolo de predicado nao é um termo.

e Férmulas

O conjunto das formulas bem formadas ou, simplesmente, formulas é
definido por recorréncia da seguinte maneira:

1. Simbolos de predicados:
Se P é um simbolo de predicado de aridade n e ty,...,t, sao
termos, entdo P(tq,...,t,) é uma férmula.

2. Igualdade:
Se t; e ty sao termos, entao t; = ty é uma férmula.

3. Negacao:
Se ¢ é uma férmula, entao —¢ é uma férmula.

4. Conexoes binarias:
Se ¢ e 1 sao féormulas, entao p AUV, @ V1, ¢ = 1 e ¢ & Y sao
férmulas.

5. Quantificadores:

Se ¢ é uma férmula e z é uma variavel, entao Vry e Jrp sao
féormulas.
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Apenas expressoes que se possam obter através de um niumero finito de
aplicagoes das regras 1, 2, 3, 4 e 5 sao férmulas. As féormulas obtidas
através de um numero finito de aplicagoes das regras 1 e 2 dizem-se formulas
atomicas.

Numa férmula da forma Vxp ou da forma Jdzy, ¢ é o alcance ou al¢ada
do quantificador em x respetivo.

Unicidade de Representacao e Convencoes Notacionais

Notamos que o papel dos simbolos de paréntesis em Loégica de Primeira
Ordem é o de evitar ambiguidades na leitura das férmulas, as quais se es-
crevem de uma e uma s6 maneira como sequéncia de simbolos l6gicos e nao-
logicos. A esta propriedade chamamos unicidade de representacdo. Algumas
convengoes foram desenvolvidas acerca da precedéncia dos operadores 1égicos
de maneira a, em alguns casos, conseguirmos evitar o uso de paréntesis. Uma
convenc¢ao comum é:

1. = é considerado primeiro;
2. A e V sao considerados a seguir;
3. quantificadores sao considerados a seguir;

4. = e & sao considerados em tultimo.

Variaveis Livres e Mudas

Numa férmula, uma variavel pode ocorrer livre ou muda. Intuitivamente,
uma variavel tem uma ocorréncia livre se essa ocorréncia nao for quantificada
e tem uma ocorréncia muda caso contrario.

As ocorréncias livres de uma variavel x sao definidas por recorréncia da
seguinte maneira:
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1. Formulas Atomicas:

Se ¢ é uma férmula atomica, entao todas as ocorréncias de x em ¢ sao
livres.

2. Negacao:

As ocorréncias livres de  em —p s@o as ocorréncias livres de x em .

3. Conexoes Binarias:

As ocorréncias livres de  em ¢ A 1 (respetivamente, ¢ V 1, ¢ = 1,
@ < 1)) sao as ocorréncias livres de z em ¢ e as ocorréncias livres de z

em 1.
4. Quantificadores:

As ocorréncias livres de z em Vyp (respetivamente, Jyp), onde y # x,
sao as ocorréncias livres de z em .

Em Vzy (respetivamente, Jzp) nao existem ocorréncias livres de z.

As ocorréncias de z numa férmula que nao sejam livres sao chamadas mu-
das. Uma variavel diz-se livre numa formula se tiver alguma ocorréncia livre
nessa formula. As férmulas sem varidveis livres dizem-se sentencas. Sao as
sentencas que vao ter um valor 16gico de verdade bem definido. Notamos que
a notagao ¢(xq,...,x,) representa uma férmula onde, no maximo, ocorrem
as variaveis livres x1,...,x,.

Semantica de Légica de Primeira Ordem

Tal como ja foi dito anteriormente, queremos agora com a parte seman-
tica determinar o valor de verdade de sequéncias de simbolos construidas
segundo os critérios estabelecidos na parte sintatica, ou seja, formulas. In-
tuitivamente, dada uma férmula e dado um conjunto nao vazio a que vamos
chamar universo, atribuindo elementos desse universo a variaveis, relacoes de-
finidas no universo a predicados com a mesma aridade e fungoes a simbolos
de funcao com a mesma aridade, queremos chegar a um valor de verdade.



A.1 Légica de Primeira Ordem 103

Estrutura

Uma estrutura é um terno D = (D, 0, 1) onde:

1. D é um conjunto nao vazio a que chamamos universo ou dominio do
discurso;

2. 0 é uma assinatura;

3. I é uma funcao que indica a maneira como a assinatura é considerada no
universo em questao e a que chamamos fungao interpretacao. A fungao
interpretacao [ atribui predicados e fungoes aos simbolos nao-légicos
da assinatura da seguinte maneira:

e A cada simbolo de predicado P de aridade n é atribuido uma
relagdo n-dria em I(P).

e A cada simbolo de fungao f de aridade n é atribuido uma funcao
I(f) de D™ em D. Em particular, a cada simbolo de constante
a da assinatura de primeira ordem é atribuido um elemento do
universo, I(a).

Atribuicao de Variaveis

Uma atribuicao de varidveis é uma funcao que a cada variavel atribui
um elemento do universo. A razao pela qual é necessaria uma atribuicao de
variaveis é a de dar sentido a férmulas com variaveis livres.

Uma atribuicao de varidveis p pode ser estendida a todos os termos da
linguagem com o resultado de cada termo ser aplicado um tnico elemento do
universo. As seguintes regras sao utilizadas para fazer esta extensao:

1. Variaveis:

Cada varidvel z é aplicada em p(z) e dizemos que p(z) € atribuido a x.

2. Funcoes:

Dados termos tq,...,t, que tenham sido aplicados em elementos
dy,...,d, do universo e um simbolo de funcao f de aridade n, o termo
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f(tr,...,tn) € aplicado em (I(f))(di,...,d,) e dizemos que
(I(f))(dy,...,dy,) € atribuido a f(t1,...,t).

Avaliagao

Para uma estrutura D = (D, 0,I) e uma atribuigdo de varidveis p, uma
sentenca é avaliada através das seguintes regras de satisfacao:

1. Férmulas atémicas (1):
Se for do tipo P(ty,...,t,), onde P é um simbolo de predicado de pri-
meira ordem de aridade n e tq,...,t, sao termos, é avaliada verdadeira
caso (u(t1), ..., u(t,)) esteja em I(P).

2. Férmulas atémicas (2):
Se for do tipo t; = t9, onde t; e ty sao termos de primeira ordem, é ava-
liada verdadeira caso p(t1) e p(tz) sejam o mesmo objeto do universo.

3. Conexoes légicas:

Se for do tipo @A, é avaliada verdadeira caso ¢ e 1) sejam ambas
verdadeiras.

Se for do tipo ¢V, é avaliada verdadeira caso ¢ seja verdadeira ou
caso ¢ seja verdadeira.

Se for do tipo —y, é avaliada verdadeira caso ¢ seja nao verdadeira.

Se for do tipo ¢ = 1, é avaliada verdadeira caso ¢ seja nao verdadeira
ou caso 1 seja verdadeira.

Se for do tipo ¢ < 1, é avaliada verdadeira caso ¢ e ¥ sejam ambas
verdadeiras ou sejam ambas nao verdadeiras.
4. Quantificadores universais:

Se for do tipo Vxp(x), é verdadeira caso qualquer atribuicao de varidveis
) s

1’ que apenas difira de ;1 no maximo no valor atribuido a x faga com

que @ seja verdadeira para a estrutura D e a atribuigao de varidveis p'.
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Esta defini¢ao formal expressa a ideia de que Vxp(x) é verdadeira se
qualquer valor atribuido a z faz com que ¢(x) seja verdadeira.

5. Quantificadores existenciais:

Se for do tipo Jzp(z), é verdadeira caso exista uma atribuicdo de
variaveis i/ que apenas difira de g no maximo no valor atribuido a x
tal que ¢ seja verdadeira para a estrutura D e a atribuigao de variaveis
1. Esta definigdo formal expressa a ideia de que Jxp(z) é verdadeira
se e sO se existe um valor do universo que atribuido a z faz com que
() seja verdadeira.

Se nenhum destes casos se verificar, a sentenca de primeira ordem ¢ avaliada
nao verdadeira ou falsa.

Validagao, Satisfagcao e Consequéncia Légica

Sejam D = (D, 0, ) uma estrutura e u uma atribuicao de varidveis.

A um par ordenado da forma (D, ) damos o nome de interpretagao de
Logica de Primeira Ordem.

Se uma sentenga ¢ é avaliada verdadeira numa interpretagao (D, u), di-
zemos que (D, u) satisfaz ¢, escrevendo (D, ) = ¢. Uma sentenca € satis-
fazivel se existir alguma interpretacao para a qual seja verdadeira.

Dar uma defini¢ao de formula com variaveis livres satisfazivel é mais com-
plicado, porque uma interpretacao por si sé nao determina o valor de verdade
de tal formula. A convencao mais comum é que uma férmula com varidveis
livres € satisfazivel por uma interpretacao se a férmula for verdadeira inde-
pendentemente dos elementos do universo atribuidos as variaveis livres.

Uma formula € valida logicamente ou, simplesmente, vdlida se for verda-
deira dada qualquer interpretacao.

Uma formula ¢ € uma consequéncia logica da formula 1 se toda a in-
terpretacao que torna v verdadeira também torna ¢ verdadeira. Nesse caso
dizemos que ¢ € implicada logicamente por 1.



106 Légica

A.2 Loégica Monadica de Segunda Ordem

Neste trabalho, a utilizacao que vamos fazer de Logica de Segunda Ordem
resume-se a um seu caso particular, a Logica Monadica de Segunda Ordem.
Notamos que, intuitivamente, Logica de Segunda Ordem é uma extensao de
Légica de Primeira Ordem onde, para cada n € N, sao adicionalmente permi-
tidas variaveis que representam predicados de aridade n e Logica Monadica
de Segunda Ordem ¢é uma extensao de Logica de Primeira Ordem onde sao
apenas permitidas variaveis que representam predicados de aridade 1.

Vamos apenas referir aqui os contetidos de Légica Monadica de Segunda
Ordem que nao foram enunciados em Logica de Primeira Ordem, assumindo
que tudo o resto decorre de igual maneira ou que sera introduzido, conforme
for sendo necessario, no decorrer do trabalho.

Tal como em Logica de Primeira Ordem, existem duas partes essenci-
ais em Loégica de Monadica Segunda Ordem: a parte sintatica e a parte
semantica.

Sintaxe de Légica Monadica de Segunda Ordem

Alfabeto de Logica Monadica de Segunda Ordem

Estendemos o alfabeto de Légica de Primeira Ordem A introduzindo-lhe:

e Simbolos Légicos

1. O simbolo de pertence €.
Notamos que a inclusao deste simbolo é opcional.

2. Um conjunto de simbolos de varidveis relacionais de Logica Mo-
nadica de Sequnda Ordem ou, simplesmente, varidveis relacionais
de Logica de Monddica Segunda Ordem, em que cada variavel
representa um predicado de aridade 1. Notamos que uma variavel
deste tipo é usualmente interpretada como representante de um
conjunto de elementos do universo.
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e Simbolos Nao-Logicos

Tal como acontece em Logica de Primeira Ordem, a Légica Monadica
de Segunda Ordem pode incluir no seu alfabeto simbolos nao-légicos.
No entanto, estes simbolos estao restringidos: todos os termos forma-
dos por simbolos nao-légicos tém de ser termos de Logica de Primeira
Ordem (que podem ser substituidos por uma varidavel de Légica de
Primeira Ordem) ou termos de Légica Monddica de Segunda Ordem
(que podem ser substituidos por uma varidvel de Logica Monédica de
Segunda Ordem).

Assinatura de Légica Monadica de Segunda Ordem

A assinatura de Loégica Monddica de Segunda Ordem ¢é idéntica a da
Légica de Primeira Ordem.

Gramatica de Légica Monadica de Segunda Ordem

Estendemos a gramética de Logica de Primeira Ordem introduzindo as
regras seguintes:

1. Se X é uma variavel de Légica Monadica de Segunda Ordem e t é um
termo, entao t € X é uma férmula.

2. Se X é uma variavel de Logica Monadica de Segunda Ordem e ¢ é uma
formula, entao VX e 3X ¢ sao férmulas.

Apenas expressoes que se possam obter através de um numero finito de
aplicacoes das regras presentes em gramatica de Légica de Primeira Ordem
e das duas regras anteriores sao formulas de Logica Monadica de Segunda
Ordem.

Semantica de Légica Monadica de Segunda Ordem
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Estrutura e Atribuicao de Variaveis de Légica Monadica de Se-
gunda Ordem

A semantica de Légica Monadica de Segunda Ordem pode ser facilmente
obtida através da extensao da semantica de Légica de Primeira Ordem. Ela
¢ definida através de uma estrutura D = (D, o0,l) de Légica de Primeira
Ordem e de uma atribuicdo de varidveis de Logica Monddica de Sequnda
Ordem p/. Esta iltima nao é mais que uma atribuicao de varidveis de Logica
de Primeira Ordem estendida de maneira a abranger as varidveis de Logica
Monédica de Segunda Ordem: a cada termo faz corresponder um elemento
do universo D e a cada varidvel de Légica Monadica de Segunda Ordem faz
corresponder um subconjunto do universo D.

Avaliacao em Légica Monadica de Segunda Ordem

Para uma estrutura D = (D, 0, I) e uma atribuicao de varidveis de Logica
Monédica de Segunda Ordem g, uma sentenca de Logica Monadica de Se-
gunda Ordem é avaliada por um conjunto de regras de satisfacao semelhante
ao de Logica de Primeira Ordem mas que inclui adicionalmente as seguintes
regras:

1. Quantificadores universais em variaveis de segunda ordem.

Se for do tipo VX ¢, é verdadeira caso qualquer atribuicao de varidveis
de Légica Monadica de Segunda Ordem g’ que apenas difira de p no
maximo no conjunto atribuido a X faca com que ¢ seja verdadeira
para a estrutura D e a atribuicao de variaveis de Légica Monadica de
Segunda Ordem p’. Esta defini¢ao formal expressa a ideia de que VX ¢
¢ verdadeira se qualquer subconjunto do universo atribuido a X faz
com que ¢ seja verdadeira.

2. Quantificadores existenciais em variaveis de segunda ordem.

Se for do tipo X ¢, é verdadeira caso exista uma atribuicao de variaveis
de Légica Monadica de Segunda Ordem pu' que apenas difira de p no
maximo no conjunto atribuido a X tal que ¢ seja verdadeira para a
estrutura D e a atribuicao de variaveis de Légica Monddica de Segunda
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Ordem y/'. Esta defini¢ao formal expressa a ideia de que 3X ¢ é verda-
deira se e s6 se existe um subconjunto do universo que atribuido a X
faz com que @ seja verdadeira.

Se nenhum destes casos ou dos casos descritos nas regras de satisfacao de
Légica de Primeira Ordem se verificar, a sentenca de Légica Monadica de
Segunda Ordem ¢ avaliada ndo verdadeira ou falsa.

Validacao, Satisfagcao e Consequéncia Légica de Légica Monadica
de Segunda Ordem

Estes conceitos definem-se analogamente aos da Logica de Primeira Or-
dem.
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