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CAPITULO 1

PRINCIPIOS ELEMENTARES DE CONTAGEM

1.1 Regra da Soma

Se S ¢ um conjunto finito, |S| denota o cardinal de S.
Regra da soma. Se § = S; U ---US; € a uniao disjunta dos conjuntos finitos S;,
i=1,...,t, entdo |S| =[S U--- US| =31, |Si.

Nota 1.1. Se |S1| = |S2] = ... = |Si| = m entédo |S| = tm.

Sejam n, k > 0 inteiros. Dado um conjunto X com n elementos, consideremos todos os

seus subconjuntos com k elementos. Quantos sao?

Definicao 1.1. Dados os inteiros nao negativos n, k > 0, definimos o niimero

n
( k) := numero de subconjuntos com k elementos

de um conjunto com n elementos.

Este ntmero é dito coeficiente binomial de n sobre k como veremos mais adiante, ou com-

binagao simples de n a k.

Em particular, (Z) =0,se k>n,e (8) = (Z) =1, para todo o n > 0.

Se k =0, como s6 h4 um conjunto vazio, (8) = 1.
Sek=1louk=n-—1, (’f):n:(” )

n—1

Alguma terminologia :

n
O numero I lé-se habitualmente:

e ntimero de conjuntos com k elementos de um conjunto de n elementos; ou

1
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e combinacoes de n elementos, k a k; ou
en, kak;ou

e coeficiente binomial de n sobre k.

Dado n € Zs escreveremos abreviadamente muitas vezes [n] := {1,...,n} onde [0] = 0.

1.1.1 Relacao de recorréncia de Pascal

Vamos provar que a regra da soma produz a relacao recorréncia de Pascal dos coeficientes

=02+ (")) nzi=

com a condi¢ao inicial (g) =1,n2>0.

binomiais.

Proposicao 1.1.

Nota 1.2. A relagao anterior é trivial para k > n > 1. Neste caso, temos 0 = 0.

Demonstracao. Seja X um conjunto com n > 1 elementos. Seja S o conjunto de todos os

subconjuntos com k elementos de X, onde £ > 1,
S={ACX:|A =k} e |S|= <Z)

Fixemos a € X (arbitrariamente). Vamos classificar os subconjuntos com k elementos de
X, com respeito ao elemento a, do seguinte modo: um subconjunto de X com k elementos,

ou tem a como elemento ou nao,
S ={ACX:|Al=kacA}, S={ACX:|Al=k a¢ A}

E claro que S = S; U Sy ¢ 1N Sy =0 (S e S3 ndo tém conjuntos em comum).
Vamos calcular o cardinal de S; e Ss.

Sy é formado por todos os subconjuntos com k elementos de X \ {a}, portanto,

n—1
sl= (")
Consideremos X \ {a}.
Se acrescentarmos o elemento a a todos os subconjuntos com k — 1 elementos de X \ {a},
obtemos todos os conjuntos em S;. Ou seja, A € S se e s6 se existe um subconjunto B com
k — 1 elementos de X \ {a} tal que A = B U {a}, donde

n—1
si=(121)

A regra da soma produz entao |S| = |S;| + |Sa], isto é,

(Z):@:D*(n;l) n>k>1
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1.2 Regra do produto

e Produto cartesiano de dois conjuntos. Se S; e S5 sao dois conjuntos nao vazios
e finitos, entao
S| X Sy = {(al,ag) a; € Sl,ag € SQ}

é o conjunto dos pares ordenados (ay, az), onde a; € S;, i = 1,2.
e Mais geralmente, para t > 1, se S1, Ss,...,S5; sao t conjuntos nao vazios e finitos,
S1 X Sy x o xSy ={(ay,...,a;) a; € S;,1 <i <t}
é o conjunto dos t-uplos (ay,...,a;), onde a; € S;, para 1 < i < t.

Regra do produto. Se S = 57 x Sy x --- x S;, onde S1, S,,...,S5; sao t > 1 conjuntos

nao vazios e finitos, entao
t

)= 1]Isil-

i=1
Nota 1.3. Se |S;| = |S2| = --- = |S| = m entdo |S| = m’.

Se existem a maneiras de realizar a tarefa A e b maneiras de realizar a tarefa B (ndo
dependendo a tarefa B do modo como foi realizada a tarefa A) entao existem a.b maneiras

de realizar a tarefa A seguida da tarefa B.

Definigao 1.2. . Uma sequéncia finita de 0’s e 1’s é chamada uma palavra no alfabeto {0, 1}
ou palavra binaria. O ntmero de total de 0’s e 1’s na palavra é chamado o comprimento da

palavra. Por exemplo, a palavra
0111001100001

tem comprimento 13

e Quantas palavras de comprimento n podemos formar no alfabeto {0, 1}?
Temos de determinar o conjunto {ajas---a, : a; € {0,1},i =1,...n}.
Podemos identificar a palavra aias - - - a,, com o n-uplo

(a1,...,a,) € {0,1} x {0,1L>< - x {0, 1}.

n

Ou seja, temos de determinar o conjunto S de todos os n-uplos (ay,...,a,) onde
a; € {0,1}, parai=1,...,n,

S ={0,1} x {0,1} x --- x {0,1},

n

15| = 2.
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e O numero de palavras de comprimento n que podemos formar no alfabeto {1,... &k}
é
{1,. ..,k x{1,... )k} x--- x{1,...,k}| = k"

n

Ezemplo 1.1.

O numero de arestas do grafo completo com n vértices K, é (Z), para todo on > 1.
Seja V' = {x1,...,2,} o conjunto dos vértices de K,,. Entao o conjunto F das arestas

de K,, é definido por todos os subconjuntos de dois elementos distintos de V,

E={{z,z;}:1<i#j<n}.

E| = (”) n> 1.
2

O numero de arestas de K, é igual ao nimero de arestas de K,,_; mais n — 1, para todo o

Portanto,

n > 2. O K,, obtém-se de K,,_; adicionando-lhe um vértice e em seguida unindo este vértice
aos restantes n — 1 vértices de K,,_;. Ou seja, acrescentamos 1 vértice e n — 1 arestas unindo

este vértice aos restantes n — 1 vértices de K,,_;. Entao

1
(Z):n—l—i—(nQ >,n22.

Exercicio 1.1. 1. Mostre que, por indugao sobre n, podemos concluir,
—1
(Z) z(n—1)+---+2+1=%, n>2.

2. Mostre por indugao sobre n que o niimero total de subconjuntos de um conjunto com

n > 0 elementos é 2.

3. Mostre que a soma da coluna 1 do rectangulo de Pascal até a linha n é igual ao

elemento na linha n + 1 e coluna 2

1
<n; >:n—|—---+2+1.

Proposicao 1.2.
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Demonstragao. O lado direito da igualdade é o ntimero de subconjuntos de um conjunto
com n > 0 elementos. Esse ntimero, pelo principio da soma, pode ser calculado contando o
nimero de subconjuntos de cardinal 7, (’Z), para i =0,1,...,n, e, em seguida somar tudo.

E precisamente o que temos no lado esquerdo da igualdade. O

Nota 1.4. O lado esquerdo da igualdade acima é a soma da n-ésima linha do rectangulo de

Pascal para n > 0.

Ezemplo 1.2. e 1. Determine o niimero de niimeros com quatro algarismos pertencentes
ao conjunto {1,2,...,9} que contém o algarismo 5 uma e uma tnica vez.
4.8°

e 2. Determine o niimero de niimeros com quatro algarismos pertencentes ao conjunto

{1,2,...,9} que contém o algarismo 5.

4.9%?
NAO!
5555 seria contado quatro vezes!

Usando os principios da adi¢ao e do produto:

e Contagem condicionada & primeira posi¢ao do 5 no ntimero de quatro algarismos
A=A{1,2,...,9}, B=A\ {5}
Ey = {bzyz: x,y,z € A}
Ey ={zbyz:y,z € A,x € B}
Es ={xybz:z€ A z,y € B}
Ey={zyz5:2,y,z € B}

|EyUEyUEsU Ey| = |Ey| + |Ey| + |Es| + |Es| = 9° +8.9% + 829 + 8

e Alternativa: Contagem condicionada ao niimero de ocorréncias do 5 no nimero de

quatro algarismos

A=1{1,2,...,9}, B=A\ {5}

X, = {zyzw : 5 ocorre exactamente 1 vez}
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Xy = {xyzw : 5 ocorre exactamente 2 vezes}
X3 = {zyzw : 5 ocorre exactamente 3 vezes}

X4 = {5555}

XiﬁXj:(Z), 275]

’Xl UX2 UX3 UX4’ - |X1‘ + ’X2| + ’X?)’ + ’X4’

(e ) 0 (om0

3 4
— 9318921482918 = Z 93-igi — Z 94-igi=1 — 9465,
1=0 =1

1.3 Principio generalizado da multiplicacao
Quando em S = 57 x Sy X - -+ x Sy cada conjunto S;,7 > 1 depende das escolhas anteriores.

e Regra do produto. Se S = 57 x Sy x --- x S, onde S, Ss,...,S; s@o t conjuntos
ndo vazios e finitos, entdo |S| = []._, |Si|.

e Caso em que, para cada sequéncia (ay,...,a;_1,a;,...,a;) € S, o conjunto S;, i > 1,
depende das componentes aq, ..., a;_1.

Principio generalizado da multiplicagao. Se efectuarmos uma sequéncia de ¢
escolhas para o qual

e existem ki maneiras possiveis de fazer a primeira escolha, e

e para cada maneira de fazer as primeiras ¢ — 1 escolhas, existem k; maneiras de fazer

a 1-ésima escolha,

entao podemos realizar a nossa sequéncia de escolhas em kq - ks - - - k; maneiras.

Exemplo 1.3. Quantos nimeros existem com quatro algarismos pertencentes ao conjunto
{1,...,9} de tal forma que nenhum numero tenha dois digitos iguais?

S1=A1,...,9}

Sy depende da escolha do primeiro algarismo. |S;| = 8.

S5 depende da escolha dos dois primeiros e S; depende das trés primeiras escolhas.
|Sg| =Te |S4| = 6.

9.8.7.6
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Sejam n e k inteiros positivios satisfazendo n > k. Entao o ntimero de palavras de

comprimento k no alfabeto {1,...,n} e sem repetigao de letras ¢é
nn—1)...(n—k+1).

Se k = n, obtemos n!.

1.4 Principio da bijeccao

¢ Principio da bijeccao. Sejam S e T dois conjuntos finitos. Se existe uma bijeccao
entre S e T entao |S| = |T.

e Suponhamos que queremos contar os elementos de S. Se conhecermos o cardinal de
T e formos capazes de definir uma bijeccao entre S e T entao ficamos a conhecer o

cardinal de S.

Dado um conjunto finito X, denotamos por
2¥ ={A:AC X}

o conjunto de todos os subconjuntos de X. Chamamos a 2% a poténcia do conjunto X ou
o conjunto das partes de X.

Proposicio 1.3. . O niimero de subconjuntos de um conjunto X, onde |X|=n, é 21Xl = 2",

Demonstragdo. Ja determindmos |2%| = 2/*! por inducdo sobre | X| = n. Faremos agora um
prova bijectiva. Seja X = {x1,29,...,2,} e A C X fixado arbitrariamente. Vamos associar
a A uma palavra do seguinte modo:

x1 € Al g € A7 L x, € A?

Para cada uma das n perguntas s6 ha duas respostas: Sim= 1; Nao= 0.

A sequéncia de 0 e 1’s de comprimento n definida por estas respostas define univocamente

o conjunto A.

No total ha 2.2..... 2 = 2" respostas o que da o namero total de conjuntos de X.
—_

n

e Ou seja, consideremos a fungao

f:2% — T = {todas as palavras de comprimento n no alfabeto {0,1}}

A f(A) =aaz---a, onde a; = 1 se ; € A, e a; = 0 caso contrério.
e f injectiva

A BCX

Se f(A) = f(B) =wmay---a, entdo A = B ={z; € X 1 aq; = 1}.
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e f sobrejectiva: Dada a palavra a;---a, € T, seja A = {x; € X : a; = 1}. Entao
f(A) :al...an'

Como f é bijectiva,
2% =2" =T].

Ezemplo 1.4. Para X = {1,2,3,4,5,6},
f({1,3}) = 101000.

Dada a palavra 110011 o subconjunto de X que lhe corresponde é {1,2,5,6}.

1.5 Principio de contar de duas maneiras

e Principio de contar de duas maneiras. Se duas férmulas enumeram o mesmo conjunto

entao elas tém que ser iguais.

Ezxemplo 1.5. Consideremos a identidade

Xn:z'— (n+1)n
i=1 2

Vamos provar a identidade mostrando que o lado esquerdo e o lado direito desta identi-
dade enumeram o mesmo conjunto.

Vamos contar os pontos na grelha (n 4+ 1) x (n 4+ 1) de duas maneiras: Para n = 4,

e n + 1 pontos por cada uma das n + 1 linhas: (n + 1)2.

e contando os pontos dos dois triangulos, acima e abaixo da diagonal secundaria, e
n

adicionando os pontos desta diagonal: 2 Zz + (n+1).
i=1
Entao das duas maneiras de contar os pontos, obtemos a igualdade

(n+1)*=2> i+ (n+1).
i=1
A partir desta, por manipulagao algébrica, podemos deduzir a primeira identidade:

(n+1)2—(n+1)=2§:¢
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Coroldrio 1.4.
n+1
( ) Zz _
Demonstracao. Por definicao o nimero de subconjuntos com 2 elementos de um conjunto
. ~ n+1
com n + 1 elementos é (”;1) Ja mostramos, por inducao sobre n, que < > Z 1, e,

do resultado anterior temos entao
7 =

Prova alternativa. Vamos agora fazer uma demonstracao por classificacao dos sub-
conjuntos com dois elemento de X de acordo com o maior elemento do subconjunto, e onde
se usa seguidamente o principio da soma.

Para cadat=1,2,...,n, seja

Si={{i,z} C X :0<z<i}={{0,¢},{{1,i},...,{{i — 1,i}}

S| =i, i=1,2,....n
SinS; =0, i#j

Pelo principio da soma
<n+1> Z‘S‘—ZZ_ n+1
Si={{i,z} CX:0<z<i}={{0,i},{{1,i},.... {{i —1,i}}

19| =i, i=1,2....n
SiNS;=0,i#j

Pelo principio da soma e do resultado anterior

n

<”;1> :i|5i|2212@

1=1 =1
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Exercicio 1.2. Usando o Exemplo 1.2, mostre que

k

Xk: (f) (n—1" =Y "n""n-1)"" 1<k<n

i=1 =1

e O que conta o L.E. (lado esquerdo) e o L.D. (lado direito) desta igualdade?

e Quantos palavras com comprimento k existem no alfabeto {1,2,...,n} contendo a

letra 17

e Notequel <k<n

k k k-1
k k—i k k—i k j
20 L oL () [ M
i=1 =1 7=0
Ezxemplo 1.6. Mostre que podemos escrever o conjunto X = {1,2,...,n} como a unido

disjunta de dois conjuntos sem que nenhum seja vazio de 2"~! — 1 maneiras. (Sugestao:
Observe que X = AU A°, para todo o A C X onde A # (), X, e que um contém n e o outro
nao.)

Par n = 1 existem 0 maneiras. Consideremos n > 1. Vamos mostrar que existe uma
bijecgao entre os conjuntos B={BC[n—1]:B#0}=A={ACX: AUA =X A+#
Dyn¢ A}, X={AUA:ACX A#0) X}

Consideremos
f:X—A

A né¢A

A f(AUA°) =
A¢ ne A

f estd bem definida: n ¢ A=0#ACh—1]=>AcB,ouncA#+X=10+# A C
n —1].
f € injectiva.

f(Al) = f(Ag) = A1 = AQ sen ¢ Al U A2 ou f(Al) = f(AQ) = Ai = A; = Al = Ag.

1.6 Permutacoes

Defini¢ao. Dadon > 1, uma permutagao de {1,...,n} é uma palavra no alfabeto {1, ..., n}
de comprimento n com as letras todas distintas.

n = 1, permutagoes de {1}: 1 1! = 1 permutacao.

n = 2, permutacoes de {1,2}: 12, 21, 2! = 2.1 permutagoes

10
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n = 3, permutagoes de {1,2,3}:

123,132, 312;

213, 231, 321, 3!'=3.2.1 = 3.2! permutagoes
n = 4 permutagoes de {1,2,3,4}:

1234,1243, 1423, 4123,

1324, 1342, 1432, 4132,

3124, ...
Denotamos por &,, o conjunto de todas as permutagoes de {1,...,n}:
S, := { palavras de comprimento n, com letras distintas, no alfabeto {1,...,n}},

G, =n(n—1)!'=nn—-1)(n—2)---2.1

Nota 1.5. Por convengao escrevemos 0! = 1. Porqué?

!
nl = M, n >0
n+1
Para n = 0 também faz sentido, 0! = 1.
Outra explicacao. Para n = 0, temos &y como o conjunto de todas as palavras sem

letras, ou seja, no alfabeto (). H4 apenas uma palavra sem letras, chamada a palavra vazia.

1.7 Arranjos com repeticao

Dados n tipos de objectos podemos formar diferentes configuragoes de k£ objectos por vezes
assumindo que essas configuragoes podem conter mais do que um objecto do mesmo tipo.
Dados n tipos de objectos, as configuracoes de k£ objectos que dependem da ordem e podem
conter mais do que um objecto do mesmo tipo sao chamadas arranjos com repeticao de n
elementos k a k.

O numero de arranjos com repeticao de um conjunto com n elementos k£ a k, pelo
principio da multiplicacao, é

nk.

O ntimero de palavras de comprimento & que podemos formar com n simbolos é n*.

1.8 Arranjos sem repeticao

Se na definicao de arranjo nao permitirmos repeticao de qualquer elemento, dizemos que
temos um arranjo simples ou arranjo sem repeticao. Pelo principio da multiplicacao gene-

ralizada, o niimero de arranjos sem repeticao de n elementos k a k é

11
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nn—1)---(n—k+1)

chamado coeficiente factorial.
Niamero de palavras de comprimento k no alfabeto {1,...,n} sem repeticao de letras.
Niimero de maneiras de colocar em fila k objectos de um conjunto de n objectos distintos.

Quando n = k obtemos n(n — 1) ---2.1 e os arranjos sao designados por permutagoes.

1.9 Combinagoes simples

e Dado um conjunto X com n elementos, as escolhas de k elementos sem repeticao e sem
que a ordem segundo a qual os elementos sao escolhidos tenha qualquer importancia,
isto é a escolha de conjuntos de cardinalidade k, designam-se por combinagoes simples

ou combinacoes de n, k a k.

e Quantas maneiras temos de seleccionar k objectos distintos de um conjunto de n

objectos distintos?

e Queremos seleccionar um comité de k pessoas de um grupo de n pessoas das quais o

José. Quantos comités temos com o José? E sem o José?

n n—1 n n—1 l<k<
= n.
k k—1 k) — =
E um argumento combinatério para a recorréncia de Pascal.

Proposi¢ao 1.5. Para todo 0 < k < n,

@)Z(nﬁﬁ'

Demonstrag¢ao. Vamos fazer uma prova bijectiva. O lado esquerdo da igualdade conta o
nimero de subconjuntos com k elementos de X = {1,--- ,n}, e o lado direito o nimero de
subconjuntos com n — k elementos de X.

Consideremos a bijeccao f do conjunto 8§ de todos subconjuntos com k elementos de

X ={1,--- ,n} para o conjunto 8 de todos subconjuntos com n — k elementos de X,
[:8={SCX:|S|=k} —8={5CX:|S=n—k}

Sk f(S) =X\ S

X\ S| =[X[=[S]=n—k

12
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Pelo principio da bijecgao,

si= (1) =1s1=(," )

Vamos provar que de facto f é uma bijeccao.

f € injectiva:

Sejam S, T € S,
f()=fT)eX\S=X\T=X\(X\9)=X\X\T)=5=T

f é sobrejectiva:
Seja Z € S'. Entao X \ Z € S porque [ X\ Z|=n—(n—k)=k, e f(X\Z2)=Z.
[l

FExemplo 1.7. Quantas
e maneiras existem de seleccionar r objectos distinguiveis de n objectos distinguiveis?

e sequéncias binarias de comprimento n existem com r 1’s e (n —r) 0’s?

(=020

O ntmero destas sequéncias binarias de comprimento n é igual ao nimero de escolhas
de r posigoes (distinguiveis) para os r digitos 1 (equivalentemente n — r posi¢oes para os
n — r digitos 0) de entre as n (distinguiveis) posigoes.

Pelo exercicio 15 da Folha 1, existe uma bijecgdo entre os subconjuntos de [n] e as
palavras binarias de comprimento n tal que a cada A C [n| com |A| = r corresponde uma
palava binaria de comprimento n com r entradas iguais a 1 e n —r iguais a zero. Logo, pelo

principio da bijeccao a resposta as duas perguntas é a mesma (:f) = ( " )

n—r

1.10 Férmula para as combinacoes simples

Provaremos agora uma féormula para o ntumero de subconjuntos com k elementos de um

conjunto com n elementos.

Proposi¢ao 1.6. Dados os inteiros n > k >0,

(n)_ n! _nn—1)---(n—k+1)
k) kl(n—k) k!

Demonstracao. J& provamos esta formula por indugao sobre n. Essa demonstragao nao nos
d& nenhum significado enumerativo para a férmula. Faremos agora uma demonstragao onde

essa explicacao esta presente.

13
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Queremos contar todos os subconjuntos de k elementos que podemos formar no conjunto
X ={1,...,n}.

Vamos contar de uma maneira errada.

Para formar um conjunto {by, ..., b} no conjunto X

e podemos escollher b; de n maneiras

e podemos escollher b, de n — 1 maneiras - todas excepto by

e podemos escollher b3 de n — 2 maneiras - todas excepto b, e by

e podemos escollher b, de n — k 4 1 maneiras - todas excepto by, ..., bx_1

O ntmero total de escolhas é n(n —1)---(n —k +1).

O que noés contamos foram subconjuntos ordenados de k elementos, isto é, formados
por elementos ordenados, pois nao distinguimos conjuntos que diferem entre si apenas pela

ordem em que os elementos estao neles dispostos.

{1,2} ={2,1}, {1,2,3} ={2,1,3} ={3,2,1}

Acabamos entao de mostrar que o nimero de subconjuntos ordenados com k elementos

(n —.k)!'

Vamos agora contar de outra maneira os subconjuntos ordenados de k elementos em X.

em X é¢igualan(n—1)---(n—k+1) =

Sabemos que existem (Z) maneiras e escolher um conjunto de k elementos de X. Dado

um conjunto com k elementos de X, existem k! maneiras de o ordenar. Portanto, o niimero
L3 2 n z :

de conjuntos ordenados de k elementos de X é k! ( k) . Como contdmos os mesmos objectos

de duas maneiras diferentes, temos

n!

# k-conjuntos ordenados de X = ! (Z) =nn—1)---(n—k+1)= (n— k)

Donde,

k! e

C? n(n—1)-(n—k+1) nl
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CAPITULO 2

TEOREMA BINOMIAL

2.1 Funcao geradora de 20"

Funcao geradora de 2112} (de todos os subconjuntos de {1,2}):
Dado o inteiro positivo n > 0 escrevemos abreviadamente [n] := {1,...,n}.
29 = {(}. Consideremos o polinémio constante 1.
2l = {(), {1}}. Consideremos a variavel x; e o polinémio 1 + ;.
212 = £, {1}, {2}, {1,2}}. Sejam x;, z» duas variaveis independentes,

(1 —f-l’l)(l + 1’2) = (1 —|—ZE1) + (1 +I1)ZL‘2 = 1—}-1‘1 +ZL’2 +I1£L’2,

||$z‘=1 ”%‘th ”1‘1':@7 II T; = I1T2.

i€l ie{1} ie{2} ie{1,2}

Finalmente obtemos,

(I+z)(1+mz9) = HxZ+sz+sz H T; = ZH%

=) ie{1} e{2} ie{1,2} AC[2] i€A

Funcao geradora de 2{1:23};

2B = {0, {1}, {2}, {3, }, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Sejam a1, xy, x3 varidveis inde-
pendentes, entao
- 1+SL’1+Q32+$3
+TI1T2 + T1T3 + Tax3

+x12273

- Y=

AC[3]i€A

15
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e Consideremos 2"l = {todos os subconjuntos de [n]}, n > 0.

A fungao geradora de n variaveis para os subconjuntos de [n] é
(I+z1)(1+22) - (1+ ).
Por indugao sobre n > 0,

(I+x)(I+mxe) - (14+zp1)(1 4z, =
= (I+a)(1+ xQ) (L zp) +(1 +2)(L+22) - (L +20-1)T,

- Y [eee X In

AC[n—1]i€A AC[n—1]i€A
S e X el
AC[n—1] i€A AC[n—1]  i€A
= 2 et 20 1] =
AC[n—1]i€A AC[n—1] i€ AU{n}
= 2 =
ACIn] i€A

2.2 Funcao geradora de 2" com respeito ao cardinal (peso),

teorema binomial e coeficientes binomiais

A fungao geradora de n variaveis para os subconjuntos de [n] é

(I4+z)(T+a) - (1 +x,).

Ou seja,
(L+a)+aa) (L)1 +z,) =Y []a (2.1)
AC[n] icA
Facamos x1 = 29 = --- =z, = z em (2.1):
Hxl =21 e (14a) = Z A
i€A AC([n]

Obtemos a igualdade

No segundo membro desta igualdade, agrupemos agora as parcelas da soma, segundo o
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cardinal de A,

Zm :wa—l—Zx‘A‘—i— s Z :U‘Al—ier

AC|n] AC([n] AC|n]
|A|=0 \A|:1 |Al=n—1 \A| n
n
=2 2
k=0 AC|n]
|Al=k

Quantos subconjuntos de [n] existem com cardinal k? Quantas vezes é que o termo z*

(e

AC([n]
|Al=k

aparece na soma

A funcdo geradora de 2" com respeito ao cardinal (peso) é
(I+x)".

Pois,
(1+2)" = Z Al
AC[n]

=

Il
o
NS
%m
>

I
~
3
o
> 3
N———
8
e

Convencionamos (1 + z)° := ({)2® = 1.

Teorema 2.1. Teorema binomial. Para todo o n > 0,

e =3 () =3 ()

k=0 k=0

Ezemplo 2.1. (14 2°) = 2° 4+ 52 +102° + 102° + 5o+ 1, () =1+2+3+4 =4 x 5/2.

2.3 Algumas identidades binomiais e o rectangulo de Pas-
cal

e Varias identidades sao consequéncia da expansao no Terema binomial 2.1. Fazendo x =1

em Teorema 2.1, obtemos a Soma da linha n do rectangulo de Pascal. Para todo o n > 0,

=2 (1)) () (2 0)

17
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2.3.1 Soma alternada dos coeficientes binomiais de uma linha do

rectangulo de Pascal

Fazendo x = —1 no Teorema 2.1, obtemos para todo on > 1,
- n
—1)* =0.
S-1(y) =0
k=0
- n n n n n n
—1)* = — — .. —1)" —0.
()=o) - (1) G) - ()= ()
k=0
Ou seja,
n n
> ()- X ()
k par k fmpar
0<k<n 0<k<n
Concluimos que o namero de subconjuntos de {1,...,n} que tém um nimero impar de

elementos é igual ao namero de subconjuntos que tém um nimero par de elementos. Seja
esse numero s. Entao

2s=2" e s=2""1

2.3.2 Soma da coluna k do rectangulo de Pascal

Proposicao 2.2. A soma da coluna k do rectangulo de Pascal até a linhan € igual ao elemento
situado na coluna k + 1 e linha n+ 1. Para todo on >k >0, temos

55 B (R (R (k2 () (ntd
—~\k) \k k k k) \k+1)
Demonstracao. : Classifiquemos os subconjuntos com k+1 elementos de X = {1,...,n,n+

1} de acordo com o maior elemento ¢, i =k +1,...,n+ 1.
Si+1 ={A C X :|A| =k +1 e cujo maior elemento é k + 1}

Ser1 = {A={ar,...,a} ULk +1} : {a,..., a1} C [K]}

= {1,k k+1}}

k
el = ()

: n+1 . . (i
Ezemplo 2.2. Contando de duas maneiras mostre que ( 3 ) - ;z(n —i) = ; (2)

(Sugestao: Classifique os conjuntos de trés elementos quanto ao maior elemento e quanto

]

ao elemento médio.)

18



Capitulo 2

1 n .
Na proposicao anterior fazendo k£ = 2 obtemos (n—?i)— ) = Z <;>; a soma da coluna
i=1

2 do rectangulo de Pascal até a linha n é igual ao elemento situado na coluna 3 =2+ 1 e
linha n 4+ 1. De facto, um conjunto de trés elementos num conjunto n + 1 elementos tem

amior elemento 7 + 1, onde 2 < ¢ < n. Entao os outros dois elementos sao escolhidos em

b pmaer i< () -2 ()= (1) -5 ()

1= i=1
1 n
Provemos a igualdade (n;— ) = Zz(n — 7). Um conjunto de trés elementos num
i=1

conjunto de n + 1 elementos tem clemento médio i + 1,1 <7< n-—1. Entao o elemento
menor é escolhido em {1,...,i} e o maior em {i+2,...,n,n+ 1}. Entéo pelo principio da

multiplicagao e a da soma, temos
n—1 n
1
(”_g ): in—i) =S iln—1).
i=1 i=1

Coroldrio 2.3. Use a regra da soma e de contar de duas maneiras para provar
=202l g = o
k=0

Prova: A linha i do rectangulo de Pascal tem soma 2°, para i = 0,1,2,... A soma (das

entradas) de todas as linhas do rectangulo de Pascal até a linha n, é, por um lado, igual a

n
Z 2k e, por outro lado, é igual & soma de todas as colunas do do rectangulo de Pascal,

k=0
cada uma delas, até & linha n.

A soma da coluna k até a linha n é igual a entrada na linha n + 1 e coluna k 4 1, para
k=0,1,.... Portanto, a soma de todas as colunas até a linha n é igual a soma das entradas

na linha n 4+ 1 menos a primeira entrada. Ou seja,
2n+1 —1.

O

2.3.3 Derivando

Consideremos, o Teorema 2.1: para todo on > 0, (1 + )" = Z <Z> ",
k=0

Derivando ambos os membros do Teorema 2.1 em ordem a x e fazendo em seguida x = 1,

Zk(Z) =n2""1 n>0.
k=0

tem-se
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Derivando k > 0 vezes ambos os membros do Teorema 2.1 em ordem a x, e fazendo em
seguida x = 0, tem-se
k

(+a)

|J;:o =nn-1)---(n—k+1)(1+ x)"‘k|$:0

Logo,n(n—l)...(n—k‘—l—l):k‘!(Z) e (Z) _nnzbemok+l)

Obtemos novamente a férmula das combinag¢oes simples.

2.4 Teorema binomial (generalizado)

Teorema 2.4. Para todo on >0, (x +y)" = Z <Z> xkyn—k.
k=0

Demonstracao. Consideremos o produto dos n factores

-

(@+y)le+y) - (z+y).

n

Quando calculamos a expansao do produto, escolhemos em cada um dos n factores um x
ou um y. Registando cada escolha de  com 1, e cada escolha de y com 0, formamos uma
palavra binaria de comprimento n: quando escolhemos x no j-ésimo factor do produto, 1 é
a j-ésima letra da palavra, e quando escolhemos y a j-ésima letra sera 0.

Temos entao uma bijeccao entre as ocorréncias dos monémios na expansao do produto
e as palavras binarias de comprimento n.

Como num mondémio as variaveis comutam, obtemos monémios em z e y de grau n,

xFy" % que correspondem & escolha de k termos com x e n —k termos com 3, 0 < k < n. O
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coeficiente de z¥y"~* ¢ entdo igual ao nimero de palavras binarias de comprimento n com
/ ) . ny _ (n
k1'sen—k 0’s. Ou seja, (k) = (n_k)
O

FExemplo 2.3.

(z+y)?’=(@+y)(z+y) + (z+y)
= zxx + xyxr + T2y + Yyrer + ryy + yry + yyr + yyy

(e Qe Q-G

111, 101, 110, 011, 100, 010, 001, 000

2.5 A identidade de Vandermonde

Proposicao 2.5. Para todor >0, s>0en >0,

() -(2)

Demonstragao. No exercicio 31 das folhas de problemas demonstramos esta igualdade apre-
sentando um argumento combinatério de contar de duas maneiras. Faremos agora uma
demostragao baseada no teorema binomial.

Consideremos a igualdade (14 x)"(1 +z)® = (1+z)""*. Usando a expansao do teorema

SO EQ) - oo

binomal, tem-se

= (1+2z)*
r+s <T‘ + S> .
= > z
n=0 n
Qual é o coeficiente de =" em <Z (T) f) (Z (8) a:j> ?
, ? ; J
=0 Jj=0

e Como multiplicamos dois polinémios? O produto de dois polinémios é dado por

(o) (S0) - 5 (B )

onde convencionamos a; = 0, para todos os inteiros ¢ > r, e b; = 0, para todos os inteiros

J>s.
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e Da multiplicacao dos dois polinémios

(0)) (0)-)

para cadan =0,1,2,...,7 + s, temos

(;)xk(nik)x_k - (Z) (nfk)x 0<k<n

Somando todos os termos em x™, obtém-se

00 )

Como consequéncia da multiplicagao de dois polinémios resulta que,

0O (E0-)-SE00)]

n=0

Dois polinémios sao iguais se e so se os coeficientes dos termos do mesmo grau sao iguais.

Da igualdade

resulta a chamada identidade de Vandermonde

> () - (0)

para todor > 0, s >0e 0 <n <r+s. Paran >r+ s aigualdade também ¢é valida
porque neste caso ambos os lados da igualdade sao iguais a zero, por defini¢ao de coeficiente
binomial.

Para n > r + s a igualdade também ¢é valida porque neste caso ambos os lados da

igualdade sao iguais a zero, por defini¢ao de coeficiente binomial,

S0 06 0

=r+1
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Definicao 2.1. Define-se, para k > 0, o polinémio de grau k£ na variavel x,

(z) _x(x—l)(x—le!---(ac—k—i-l)

Ezercicio 2.1. Se dois polinémios p(z) e g(x) sobre C de grau < k coincidem em mais do

que k valores de C, entao eles sao iguais. Em particular,
p(n) =q(n), paratodoon €N = pe q¢sao polinomios iguais.

Usando o argumento polinomial, prove a identidade de Chu-Vandermonde

TEYY _ Zn: . 4 , T ey avariaveis complexas.
n k)\n—k

k=0

2.5.1 Mais exemplos de contar de duas maneiras

)-e-ren ) ()

Demonstracdo. E claro que estas igualdades podem ser verificadas algebricamnte usando

Proposigao 2.6.

a formula para os coeficientes binomiais. Faremos uma demonstracao rapida usando o
principio de contar de duas maneiras.

Quantas maneiras existem de escolher uma comissao de k pessoas de entre um conjunto
de n pessoas, e designar um membro dessa comissao presidente?

Existem (Z) maneiras de escollher a comissao e, para cada comissao, k escolhas para o
presidente. Ou seja, k(Z) Em alternativa, podemos escolher o presidente primeiro de n

maneiras, e depois para cada escolha do presidente os restantes £ — 1 membros da comissao
n—1
k—1

) maneiras os £k — 1 membros da comissao que nao sao

n—1
k—1

n
k—1

designados para presidente e depois, para cada um desses k£ — 1 membros da comissao, o

das restantes n — 1 pessoas de ( ) maneiras. Ou seja, n( ) Outra alternativa, podemos

escolher em primeiro lugar de (

presidente das restantes n — k + 1 pessoas de n — k 4+ 1 maneiras.
]

Ezercicio 2.2. Mostre que

(Z) (7:) - (Z) (Z:IZ) n>mz> k0.

(Quantos pares de conjuntos (A, B), onde B C A C [n] e |B] = k < |A| = m, podemos

escolher em [n|? Conte de duas maneiras.
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2.6 Caminhos numa grelha

Consideremos em Z? (os pontos de R? de coordenadas inteiras) os pontos A = (0,0) e B =
(m,n), m, n > 0. Seja L(m,n) o namero dos caminhos que comecam em A e terminam em
B andando apenas com passos unitarios para Este, passos (1,0), e para Norte, passos (0, 1).
Mostraremos que existe uma bijecao entre estes caminhos na grelha e palavras binarias. Por

exemplo, param =5en =4

passo (0,1), segmento vertical «<— 0, passo (1,0), segmento horizontal «— 1
O caminho de A para B a vermelho na grelha é codificado pela palavra binaria +—
001100111.

Proposi¢ao 2.7. Existe uma bijeccao entre o conjunto dos caminhos de A = (0,0) para
B = (m,n) caminhando com passos unitdrios apenas no sentido Este (E) ou Norte (N), e

o conjunto das sequéncias bindrias com m uns e n zeros.

Demonstragao. Consideremos a fungao entre o conjunto € de todos esses caminhos de A
para B e o conjunto W de todas as palavras binarias de comprimento m + n com m uns e
n zeros tal que a cada caminho de € faz corresponder a seguinte palavra binaria: um passo
para Este é registado como 1, e um passo para Norte como zero, pela ordem que ocorrem.

Todo o caminho de A para B em € consiste de m + n passos, andando n passos para
Norte e m passos para Este. Portanto, a cada caminho em € corresponde uma palavra
binaria de comprimento m +n com m 1’'s e n 0’s.

A fungao € injectiva. Se dois caminhos sao distintos isso significa que a sequéncia de
passos para Norte e Este nao é a mesma e as palavras binarias correspondentes sao distintas.

A fungao € sobrejectiva. Dada a palavra w em W, seja o caminho com inicio em A tal
que o passo j = 1,...,m + n, se faz para Norte se a letra na posicao 57 de w é zero e para
Este se a letra ¢ 1. Temos entao uma bijegao.

]

Coroldrio 2.8. Se L(m,n) é o mimero de caminhos na grelha m x n de pontos em Z* de

(0,0) para (m,n) andando apenas com passos unitdrios para Este ou para Norte, entdo

L(m,n) = (m”‘) — (m”‘) — L(n,m).

m n
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Demonstragdo. Consequéncia da bije¢ao anterior, [€| = [W| e |[W| = (")] = (™). O
n m

nimero destas sequéncias bindrias de comprimento m + n é igual ao ntimero de escolhas de
m posigoes para o digito um (equivalentemente n posi¢oes para o digito zero) de entre as
m + n posigoes.

O numero de sequéncias binarias de comprimento m+n com m posicoes para o digito um
e as restantes para o digito zero é igual ao nimero de sequéncias binarias de comprimento
m + n com m posi¢oes para o digito zero e as restantes para o digito 1.

Por exemplo, trocando os zeros com os 1’s, obtemos 00110110000101 <+ 11001001111010.
m
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CAPITULO 3

PRINCIPIO DA INCLUSAO EXCLUSAO

Recorde o Exemplo 1.2.
e (Quantos nimeros existem com quatro algarismos pertencentes ao conjunto {1,2,...,9}
e que contém o algarismo 57

Respondemos anteriormente a esta pergunta usando o principio da soma o qual
exige que decomponhamos o conjunto dos objectos que queremos enumerar em

subconjuntos dois a dois disjuntos.
9% +8.9% + 829 + 83
Em alternativa podemos responder a seguinte pergunta que & mais simples.

e QQuantos nimeros existem com quatro algarismos pertencentes ao conjunto {1,2,...,9}

sem o algarismo 5 7

e Quantos nimeros existem com quatro algarismos pertencentes ao conjunto {1,2,...,9}

sem o algarismo 5 7

X: conjunto de todos os niimeros com quatro algarismos pertencentes ao conjunto

{1,2,...,9}.

A: conjunto de todos os nimeros com quatro algarismos pertencentes ao conjunto
{1,2,...,9} sem o algarismo 5= conjunto de todos os ntimeros com quatro algarismos
pertencentes ao conjunto {1,2,...,9}\ {5}.

X \ A: conjunto de todos os nimeros com quatro algarismos pertencentes ao conjunto

{1,2,...,9} e que contém o algarismo 5.
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IX\Al=|X|—- |4 =9*-8*=9°+8.9% +8%.9+ 8

Sejam Aq, As, ..., A, subconjuntos de um conjunto X. Entao o nimero de elementos
no universo X que nao estao em nenhum dos suconjuntos Ay, Ay, ..., A,, é
n n
YAl = x-S A+ S jAana-
i=1 i=1 1<i<j<n

— > JANANA+ (DY AN A [+t

1<i<j<i<n 1<i1 << <n

H(=1)"A NN A

O namero de elementos em um ou mais dos conjuntos Aq, As, ..., A,, é
n n
Ual=Y1l- ¥ ana+ X Ananal—-r
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<I<n

HEDM YT A NN A [+ (DA N N AL

1<i1 <<, <n

Verificagao da contagem

e O nimero de elementos em um ou mais dos conjuntos Ay, As, ..., A,, é

n

Jal =) 1A
=1

i=1
— ) Ain4,
1<i<j<n
+ Y JANANA -+
1<i<j<i<n
+(_1)k+1 Z ‘AZI m"'ﬂAik‘
1< << <n

o (D)™ A NN A

e Consideremos um elemento que esta em exactamente 1 < r < n conjuntos de Ay, Ao, ...

O numero de vezes que este elemento é contado na expressao acima

(- ()+ () (0) - (ze0()

=1
T

Z(—W(Z) —1+ g(—l)ic) —0= ;(—1)’(2) =1

1=0
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e Este elemento é contado exactamente 1 vez como se deseja.

Podemos enunciar o principio da inclusao-exclusao do seguinte modo.

Teorema 3.1. (Principio da inclusdo exclusao.) Sejam X um conjunto e sejam Ay, Ao, ..., A,
uma familia de subconjuntos (ndo necessariamente disjuntos) de X. Entdo o nimero de ele-
mentos no universo X que nao estao em nenhum dos suconjuntos Ay, Ao, ..., Ay, €
k
XAl = X+ S0 Y N4
i=1 k=1 SC[n] lies
|S|=k

Demonstracao. Escrevamos por extenso a expressao acima

IX\UZy Adl - = 1|
- it Al
+ Yi<icj<n [AiNA;]
- Di<icj<i<n [ANA;NAY

+(_1)k 21§¢1<m<ik§n ‘AllmmAlk‘

(1) |A1O-NAR).

Consideremos x um elemento arbitrario de X. Se z estda em X \ |J;_,, é contado, no

lado esquerdo da expressao, exactamente uma vez, e zero vezes, caso contrario. Temos de
mostrar que o mesmo acontece no lado direito. Suponhamos que x esta exactamente em k
(0 < k < n) subconjuntos A;,, Ai,,...,A; (ndo estando em nenhum outro A;). (Quando
k = 0 significa que o elemento nao estd em nenhum deles.) O ntimero de vezes que x é
contado no segundo membro da expressao acima, linha a linha, é

1 vez no termo | X|;

depois k vezes, uma por cada A;,, A;,, ..., Ai;
depois ('2“) vezes, uma por cada A;; N A, Ai, N Aiy, ..., A, NA;;
depois (g) vezes, uma por cada A;; N A, N Ay, Ay NA;, NA,, ..., A, NA, ,NA,,

e assim sucessivamente.

No total z é contado exactamente

()G ) e () D

vezes. O que significa que a expressao acima esté correcta. ]

Ou ainda:
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O nuamero de elementos em um ou mais dos conjuntos A;, As, ..., A,, é

n

U

=1

:|X|—‘X\UA1‘
i=1

Ou seja,
n

|-3-0 ¥ 4

i=1 k=1 SC[n] |i€S
|S|=k
=Y 1A= ) AN A+
i=1 1<i<j<n
+ ) JANANAl = (DT AIN N A,

1<i<j<I<n

3.1 Aplicacoes

3.1.1 Contar funcoes sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma fér-

mula

e (Quantas fungoes sobrejectivas existem de um conjunto R com r elementos para um

conjunto N com n elementos?

Seja N = {1,...,n}. Queremos enumerar o conjunto

{f:R—=>N;1,....ne f(R)}={f:R— N; N=f(R)}.

e Quantas fungoes hd de R para N cuja imagem contém todos os elementos de N ¢

e (Quantas funcoes hd de R para N cuja imagem nao contém todos os elementos de N ?

Consideremos

Ai={f:R—>N;i¢ f(R)}={f:R—>N\{i}} i=1,...,n

X={f:R—> N}, [X|=n"

Entao

X\UAi:{f:R—>N;1,...,nef(R)}:{f:R—>N; N = f(R)}.
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Contar fungoes sobrejectivas entre conjuntos finitos: uma férmula
AUl = 1x = 1U Al == 1Al
i=1 i=1 i=1
Al = [{f - R = N\{i}} = (n = 1)
Do lAl=nn -1y
i=1

[Ai N Ayl = [{f : R = N\ {i,j}} = (n—2)

Y jAnal = (Z) (n—2)

{i.3} <]

A, N--NA | ={f:R—=>N\{i1,..., 0} }| =(n—k)"

S A NNl = (Z)(n—k)r.

{i1,...,t }C[n]
Entao,
A\ JAal=1x1 -1 Al =
i=1 i=1
=n"—nn—-1)"+ (n)(n—Q)”— (n>(n—3)r+---
2 3
_1\k n o r n o r
+(—1) (k) (n—Fk)"+- -+ (n) (n—n)
- (">n— (”)(n— 1) + (”)(n—zy— < )<n—3)’“+
0 2
— k n _— T ... n —_ r
+(-1) (k’) (n—Fk)"+- -+ (n) (n—n)
O namero de fungoes sobrejectivas de R para N = {1,...,n} é igual a

| X\ UAl‘ = Z(—l)k (Z) (n—Fk)" = Z(—l)"’k (Z) k", transformacao de indices k — n — k.
i=1 k=0 k=0

(3.1)
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3.1.2 Outro exemplo

e Quantas palavras ha de 10 letras que contém todas as cinco vogais?

e Quantas palavras ha de 10 letras que nao contém todas as cinco vogais? (Use o alfabeto
com 26 letras.)
e S, = {palavras de 10 letras sem a vogal a}
Se = {palavras de 10 letras sem a vogal e}
S; = {palavras de 10 letras sem a vogal i}
S, = {palavras de 10 letras sem a vogal o}

S, = {palavras de 10 letras sem a vogal u}

o |S,US.US;US, US| = (|Sa|l + |Se| + [Si| + [So] + |Sul)

- > 1Sy N Sj

(/¥ ae.iou}

+ > 1S; N S; N S
{f?j?k}g{a7e7i7o7u}

- > 1S; N S; NSNS
{f,3,k,l}H{a,e,iou}

+[Sa NS NS; NS, NSy

. ¥ |sf|—<i).2510

{f}g{a767i70?u}
5 10
> I8ns= 5) 24
{f’j}g{G‘?e?i?O’u}
5
o 1SN SiNS = (3).2310
{f.4,k}H{a,e,iou}
5
> ISnSNSnS| = (4).2210

{f.3,k,1}ZH{a,ei,0,u}
5
1S,NS.NS;NS,NS,| = (5) 21"

Nuimero de palavras com dez letras, num alfabeto com 26 letras, que nao contém uma
ou mais vogais:

|Sa US.US; US,US,| =

= (?) 2510~ (Z) 24194 (g) 2310~ (i) 2210 (i) 211 = ;(_Wm (2) (26— k)™,
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3.1.3 Outra formulagao

Dado um conjunto finito de objectos, cada um dos quais pode ter ou nao a propriedade

1,2,...,n, seja N(iy,is,...,i) o numero de objectos que tém pelo menos as propriedades
1,19, ...,1x. Entao o nimero de objectos que tém pelo menos uma das propriedades 1,2,. ..,
n, €

ZN(i)— > Niis)+ Y Nigia i)+ +

1<i1<ia<n 1<i1<i2<ig<n

+ (=D > N(ini) o+ (1D)"TIN(L 2, n)

1<ir<...<ip<n

_ (—=1)*! Z N(iq, ..., ig).

k=1 1<iy<-<ip<n
3.2 Desencontros e Encontros

3.2.1 Desencontros

e Uma permutacao dos primeiros n inteiros sem que nenhum ocupe a sua posicao natural
é chamada um desencontro de comprimento n. O numero de desencontros de {1,...,n}

é denotado por D,,.

e Em geral, um desencontro de uma lista de n elementos é uma permutacao desses

elementos tal que nenhum elemento aparece na sua posicao original. Por exemplo,

241635
e Problema. Determinar D,,, o nimero de desencontros de {1,2,...,n}.
Resolugao. "propriedade i "= permutagao de {1,2,...,n} onde o elemento i estd na sua posi¢a
1=1,...,n
N (i1, 3, ...,1;) = namero de permutagoes de {1,2,...,n} com pelo menos os elemen-
tos 71, 1s, ..., 1 Na sua posicao natural
=(n—k)!
Nuamero total de permutagoes de {1,2,...,n} com pelo menos k elementos fixos (k

elementos na sua posigao natural)
> N = (})w- by
1<ii<..<ix<n

Queremos contar as permutagoes que nao verificam nenhuma das propriedades 1,2,...,n
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Desencontros

Dy =nl— (N(1)+---

e 1 1 1 1 1nl
O S TR T TR TR e
= nl (—1)5
=0
~nl/e
Recorde da andlise que
— - 1 D 1
T _ i/ -1 _ I AU _q\nt1l_ -
e ;x/z., e ;( D' ="r+(-1) (n+1)!+

Pegando numa permutacao de n elementos ao acaso a probabilidade de ela nao ter pontos

fixos é cerca de 1/e ou 37%.

Ezemplo 3.1. De quantas maneiras poderao ser metidas n cartas em n envelopes sem que

ninguém receba a carta que lhe é dirigida?
Di1=0,Dy=1, D3=2 D;,=9

D3/31=2/6 =1/3, D/l =9/24 > 1/3

3.2.2 Encontros

Definicao 3.1. As permutagoes dos inteiros {1,...,n} onde alguns se encontram nas suas
posi¢oes naturais sdo chamadas encontros. FE(r,n) denota o ntmero de permutagoes dos
inteiros {1,...,n} onde precisamente r entre os n numeros se econtram nas suas posigoes
naturais. (Ou seja, o nimero de permutagoes com r pontos fixos. Em particular, E(n,n) =
1.

Para cada escolha de r pontos fixos numa permutacao de {1,...,n}, existem D,,_, de-
sencontros. No total existem (:‘) escolhas de r pontos fixos numa permutagao de {1,...,n}.
Portanto,

n
s = (") D
r
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(Definimos Dy := 1.) Em particular, £(0,n) = D,,.
Classificando as n! permutagoes de {1,...,n} relativamente ao namero de elementos

fixos, isto é, o nimero de inteiros que nao sairam da sua posi¢ao natural, tem-se

i E(r,n) =nl.
r=0

De quantas maneiras poderao ser enviadas n cartas de tal modo que que r cheguem aos

seus destinatarios e n — r cheguem trocadas?

Em particular, £(0,n) = D,,, E(n—1,n) = D; = 0.

Ezemplo 3.2. Conte todas as permutagoes de {1,2,...,n} em que o 1 ndo esta na primeira
posicao.
Contemos todas as permutagoes em que 1 (pelo menos) esté na primeira posi¢ao: (n—1)!

nl—n—-1'=m-1)(n—-1)!
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CAPITULO 4

BOLAS EM CAIXAS

4.1 Bolas distintas em caixas distintas: funcoes

De quantas maneiras podem ser colocadas r bolas distinguiveis em n caizas distinguiveis?
Uma distribuicao de r bolas distintas por n caixas distintas, podendo haver caixas vazias,
fica caracterizada dizendo para cada objecto qual a caixa onde ele vai ficar. Como ha r

objectos e cada um tem n escolhas possiveis, o niimero de distribuigoes é

n’.

Se |R| =r e |N| =n, quantas fungoes existem de R para N ?
Uma fungao f : {1,...,r} — {1,...,n} fica caracterizada pela lista (f(1), f(2), ..., f(r)).
Como qualquer elemento desta lista pode tomar qualquer valor em {1,...,n}, entdo o na-

mero total de listas distintas é n",
[ R = N} = [N o x N| = N[ =
[R]
4.1.1 Funcgoes injectivas/colocar no maximo uma bola por caixa
O numero total de fungoes de R para N é
1R = N} = = |,

e Quantas destas fungoes sao injectivas?

T

nn=1)--m-r+1)=][(n—i+1).

=1

e Quando n = r temos n! fungdes bijectivas.
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4.1.2 Bolas distintas em caixas distintas sem caixas vazias: fungoes

sobrejectivas

e De quantas maneiras podem ser colocadas r bolas distintas em n caizas distintas com

nenhuma vazia?

e Quantas fungoes sobrejectivas existem de um conjunto R com r elementos para um

conjunto N com n elementos?

e Pelo principio da inclusdo-exclusao e (3.1) sabemos que existem

Zn3<—1>’“ (Z) (n—k)" = Zn:(—l)"—’“ (Z) K

k=0 k=0
Particoes ordenadas de conjuntos

Defini¢cao 4.1. Se R é a uniao disjunta dos conjuntos Ay, ..., A,, dizemos que a lista orde-
nada Ay, ..., A, é uma particdo ordenada de A podendo haver partes vazias. Chamamos a

Ay, ..., A, os blocos de R, e as respectivas cardinalidades os tamanhos dos blocos. Temos

n

R=| A, 1A|>0, |Rl=|Ai|+...+|Al

i=1
e Seja f: R — N, uma func¢ao de R para N, onde N = {y;,...,y,}. Consideremos
Ay ={zeR: f(z)=u}
Ay ={z € R: f(z) = yo}

Ap={z€R: f(x)=yn}

e A fungao f fica caracterizada pela lista ordenada (A;, As,..., A,) de n subconjuntos
de R (as pré-imagens de 1, y2,...,¥y,), podendo alguns deles ser o conjunto vazio,
no caso em que a fungéo nao é sobrejectiva. Entdao R = | || A; e dizemos que (Ay,

.., A,) forma uma partigdo ordenada, podendo haver partes vazias, do conjunto R.

Proposi¢ao 4.1. O nimero de fungoes sobrejectivas de R para N, |[{f : R — N, f sobrejectiva}|

= numero de parti¢oes ordenadas de R em n partes nao vazias .

Nas Secgoes 4.2 e 4.4 usaremos parti¢oes ordenadas de conjuntos sem partes vazias para

contar fungoes sobrejectivas e obter novas férmulas para este ntamero.
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4.2 Bolas distintas em caixas iguais: Ntmeros de Stirling

de segunda espécie

e Os nossos objectos combinatorios de estudo sao agora as particoes nao ordenadas dum

conjunto em conjuntos nao vazios,

R=A;U---UA, unido disjunta de conjuntos Ay, ..

., A, nao vazios.

Exemplo 4.1. R = {1,2,3,4,5} tem 2% — 1 = 15 (exercicio 17 da folha de problemas)

partigoes em 2 conjuntos; e R = {1,2,3,4,5,6} tem 2° — 1 = 31 parti¢des em 2 conjuntos:

1234/5
1235/4
1345[2
12453
2345(1

123|145
12435
125(34
134|25
135|24

14523
234/15
235/14
245/13
345(12

12345(6
12346|5
123564
12456|3
134562
23456|1

123456
123546
124536
1345|26
2345|16
123645

1246(35
1346(25
2346/15
125634
1356(24
2356/14
145623
2456/13
3456|12

123|456
124356
134|256
234/156
125|346
135|246
235/146
145|236
245|136
345/126

e De quantas maneiras podemos distribuir 5 bolas distintas por 2 caixas iguais sem

deixar caixas vazias?

e De quantas maneiras podemos distribuir 6 bolas distintas por 2 caixas iguais sem

deixar caixas vazias?

e De quantas maneiras podemos colocar v bolas distintas em n caizras iguais sem caixras

vazias?

e Quantas particoes nao ordenadas de um conjunto de r elementos em n partes nao

vazias existem?

Defini¢ao 4.2. O namero de Stirling S, ,, (de segunda espécie) é o nimero de partigdes (nao

ordenadas) em n partes (ndo vazias) de um conjunto de r elementos. Alguns valores,

Srn=0,n>r>0,

Sr,l :1:ST,T7 r>1

Spp=2""1-1

Por convencao, escrevemos Sy := 1. (Uma explica¢do: o nimero de maneiras de distribuir

0 bolas por 0 caixas é nao fazer nada.)
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Defini¢ao 4.3. O nimero de todas as parti¢oes (ndo ordenadas e em partes nao vazias) de

um conjunto com r elementos ¢ o nimero de Bell Bell(r),

Bell(r) = Sy
k=1

Bell(0) = 1

Proposicao 4.2. O nimero de fungoes sobrejectivas de R para N, |[{f : R — N, f sobrejectiva}| =

= numero de partigoes ordenadas de R em n partes nao vazias = nlS,,,.
e Quantas fungoes sobrejectivas existem de R = {1,2,3,4,5} para N = {1,2}?

2185, = 2!(2* — 1)
e (Exercicio 39 das folhas de problemas) Quantas fun¢oes sobrejectivas existem de R =

{1,...,r} para N = {1,2}?
218, =21(2""1 = 1)

|R| =7, [N| =n

1
Srn = —[{f : R = N, f sobrejectiva}|

n

De quantas maneiras podemos colocar v bolas distintas em n caizas iguais sem caixras

vazias?

Srn

)

De quantas maneiras podemos colocar r bolas distintas em n caizas iguais (podendo

deizar caizas vazias)?

Z Srk = Sp1 4 Spa + -+ S = Bell(r).
k=1

4.2.1 Uma férmula para os nimeros de Stirling de segunda espécie

e funcoes sobrejectivas

De (3.1) e (4.2) obtemos

1 0
Nota 4.1. Ser > 0,n =0, S, = a(—1)0—0( )or = 0.
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4.2.2 Numeros de Stirling (segunda espécie): algumas féormulas

e R nao vazio, |R| =r.

Sr,1=1=Sr,m7’Z 1

S.2 =271 —1 (exercicio 17 das folhas), nimero de maneiras de partir um conjunto
R de r elementos em duas partes (nao vazias). Contar parti¢oes de R em dois blocos

{A, R\ A} com A nao vazio e A # R.

Spo=2"1-1

St = (0).

Uma partigdo de R em r — 1 blocos (ndo vazios) consiste exactamente de um bloco
com 2 elementos de R e os restantes r — 2 blocos (ndo ordenados) com apenas um
elemento cada, retirado de entre os r — 2 elementos que sobraram depois de ter feito

a escolha do bloco de dois elementos o qual pode ser escolhido de (;) maneiras.

R=1{1,2,3,4}
Sag = (;1) particoes de R em trés partes
12]3]4
13|24
1423
23|1]4
24|13
34/1|2
e Quantas fungoes sobrejectivas existem de um conjunto de r elementos para um con-

junto de r — 1 elementos?

1) (;) — (r—1)IS,

4.2.3 Numeros de Stirling (segunda espécie): uma relagao de re-
corréncia

Proposi¢ao 4.3.
Srk = Srfl,kfl + kSrfl,ky r>1.

)
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Demonstracao. O lado esquerdo da igualdade conta o niimero de maneiras de partir R em k
partes. Agora vamos contar doutra maneira. Fixemos x € R, onde |R| = r. Entao x forma
um bloco de tamanho 1 ou estd num bloco de tamanho pelo menos dois.

No lado direito, a primeira parcela conta todas as partigoes de R em k partes sendo {x}
um bloco de tamanho 1, e a segunda parcela conta aquelas particoes de R em k partes onde
x aparece num bloco de tamanho > 2.

Neste tltimo caso, um tal bloco pode ser obtido acrescentando x a qualquer um dos &
blocos de uma particdo de R\ {z} em k partes. O nimero de maneiras de partir R\ {z}

em k blocos ¢ S,_; ;. Portanto, para cada maneira de partir R \ {x} em & blocos,
R\{.T}:AlLJAQU"'UAK

x ¢ acrescentado, a vez, a cada um dos k blocos, dando origem a k parti¢coes de R em k

partes onde x aparece num bloco de tamanho

e Ao acrescentarmos x, de todas as maneiras possiveis, a cada R\{z} = A;UAsU- - -UAk,

cada particao de R\ X da origem a k novas partigdes,
R = (A1U{JI})UA2U"'UAK

e Ou seja, x aparece em kS,_; ; blocos de tamanho > 2.

Coroldrio 4.4.

Sr,r—l = Sr—l,r—2 + (7’ - 1)Sr—l,?“—l
= Or—2,-3 T (7" - 2)57"—2,7’—2 + (T - 1)

=S320+3 -+ (r—=2)+(r—-1)
282714—2—}-"'—{—(7”—2)—}—(7“—1)
=142+ +(r=2)+(r—-1)=r(r—-1)/2

-(2)
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4.2.4 Numeros de Stirling de segunda espécie e contar funcoes en-
tre conjuntos finitos

O namero total de fungdes sobrejectivas de f : [r] — [m] é igual a mlS, ,,, onde S, ,, é o

niamero de parti¢oes (ndo ordenadas) do conjunto [r] em m partes nao vazias.

e Toda a fungao f : [r] — [m] pode ser considerada como uma funcdo sobrejectiva
f:[r] =Y onde Y = f([r]). Entao

m" = [{f:[r] = [m]}],
classificando as fungdes de acordo com a imagem Y C [m],

= Z {f :[r] = Y, f sobrejectiva}|
YClm]
classificando os subconjuntos Y C [m] de acordo com a cardinalidade,

— i Z {f : [r] = Y, f sobrejectiva}|

k=0 \ |v|=k
Y Clm]
e Note que
Z I{f : [r] = Y.fsobrejectiva}| = Z k'S, = (7:) kLS, ks
Y=k Y |=k
Y Clm] Y C[m]

(Quantas parcelas tem esta soma?)

onde S,y = 0, para r > 0.

e Donde

m’ = ;(’Z)klsk
= Y Sym(m—1)(m—2)---(m—k+1)
= iSnkm(m—1)(m—2)~~~(m—k+2)(m—k+1),

Nota 4.2. Se r < 'm, a soma pode parar em n porque S, ; = 0 para k > r. Ou seja,

m’ = Y Sym(m—1)(m—2)---(m—k+1).

0
Em particular, para r = 0, vem m° = Z So.k H (m —1) = Sop. H = Sp0.1=1.

k=0 i€{0,1,....k—1} ich
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Nota 4.3. Recorde que, na teoria dos conjuntos, uma fun¢ao f : A — B é um subconjunto
f de A x B tal que

e se z € A, existe y € B tal que (z,y) € A X B, e tal elemento y é tnico.

De acordo com esta definicao, se A = () e B # () entao existe exactamente uma funcao de A
para B, 1 = |B|°.

Se A # () e B = () entdo nao existe nenhuma funcdo de A para B, 0 = 0. Donde,
{f :[r] = 0} = 0.

Exemplo Para r = 4 = m, obtemos

40 = Sy 01 + Syd + Syod(4 — 1) + Sy34(4 —1)(4 — 2) + Sy44(4 — 1)(4 — 2)(4 — 3)

=01+4+ (2 —1)4(4—1)+ (3)4(4 —1)(4—2)+4(4— 1)(4 — 2)(4 — 3) = 256.

4.3 Bolas iguais em caixas distintas

4.3.1 Composicoes

Definicao 4.4. Uma composicao de n > 0 é uma maneira de exprimir n como uma soma
ordenada de inteiros positivos. Ou seja, é uma particao ordenada do nimero n. Uma
composi¢ao de n com comprimento k é uma composigao de n com k partes (positivas), isto

é, é uma expressao da forma
n=a +---+ag a; >0, 1=1,... k.
Exemplo 4.2. As composicoes de n = 3,
1+1+1, 1+2, 2+1, 3.
1+ 141 é uma composic¢ao de comprimento 3.

Definicao 4.5. Uma composicao fraca ¢ uma maneira de exprimir n > 0 como uma soma
ordenada de inteiros nao negativos. Uma composicao fraca de n de comprimento k é uma

expressao da forma

n=a +---+ag, a; >0, 1=1,... k.

n—1

k:—l) composi¢oes de n com com-

Proposicao 4.5. Existem 2"~! composicoes de n. Existem (

primento k.
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Demonstragao. Escrevan=1+1+1+---4 1, uma composicao de n em n partes. Temos
n, I's, e n — 1, +’s. Qualquer outra composicao de n resulta de selecionar algumas posigoes

7

com, +’s, apagar esses ” + 7, e, em seguida, agrupar, numa parte, os 1’s consecutivos. O
ntmero de 1’s agrupados constitui essa parte.
Essa seleccao de posigoes com ” + 7 é o mesmo que seleccionar um subconjunto de um

conjunto de n — 1 elementos. No total, podemos formar 2"~! subconjuntos.

Ezxemplo 4.3. 6=1+14+1414+ 1+ 1 é uma composicao de 6 com 6 partes.
Apagando o primeiro e os dois ultimos '+’, ficamos com 11+ 14111, ou seja, 2+1+3.
Apagando todos os 7 + 7, obtemos 111111, dando origem a particao de 6 apenas com uma

parte, 6. Nao selecionar nehum ” + 7, ficamos com a particao de 6 em 6 partes.

Uma composi¢ao com k partes (tem k — 1, +’s), resulta de apagar n — k, +’s, em
n=1+1+1+---+1
n—1l—-z=k—1 z=Mn-1)—-(k—1)=n—k

O ntimero de maneiras de o fazer é igual a

(o) = Camn) = G2)

4.3.2 Composicoes fracas

n+k—1

Py ) composicoes fracas de n com comprimento k.

Proposi¢ao 4.6. Existem (
Demonstragao. Sejan=a;+---+a,coma; >0,i=1,...,k.
n=a+--+aont+k=(@+1)+ -+ (ap+1)

Contar composigoes facas de n com comprimento k£ é o mesmo que contar composigoes
de n + k de comprimnto k.

Quantas composigoes de n + k de comprimento k existem?

n+k—1
k—1 '

Pela proposicao anterior existem
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4.3.3 Contar solucoes em inteiros nao negativos de equagoes line-

ares diofantinas

Nuimero de solucoes em inteiros nao negativos da equagao linear diofantina x1+---+xp =n
¢ igual ao namero de composicoes fracas de comprimento k, e ainda ¢ igual ao ntimero de

maneiras de distribuir n bolas iguais em k caixas distintas (podendo deixar caixas vazias),

-

As solugoes em inteiros nao negativos da equacao linear diofantina xq + - - - + xx = n sao

ou seja, (

todas as composicoes fracas de n com comprimento k. As distribui¢oes de n bolas iguais
por k caixas distintas (podendo deixar caixas vazias) estdo em correspondéncia, um a um,
com as composicoes fracas de n com comprimento k.

Namero de solucoes em inteiros positivos da equagao xy+- - -+ x, = n € igual ao nimero
de composigoes de comprimento k, e ainda é igual ao ntimero de maneiras de colocar n bolas
iguais em k caixas distintas sem deizar caixas vazias, ou seja (Zj)

e O conjunto das sequéncias binarias de n uns e k — 1 zeros, o conjunto das solugoes em

inteiros nao negativos da equagao xy + s+ - - -+, = n, e o conjunto das composigoes

fracas de n com comprimento k, estao em bijeccao entre si.

o (aj,ag,...,a;) € Z’go é uma solucao em inteiros nao negativos da equacao x; + x2 +
c--+xp=n,seesd0sea;+asy+---+ap =n,isto é, a; +as+ - - -+ a; € uma particao

fraca de n em k partes.
e Consideremos a correspondéncia

+<+—0
a € ZZZO +——11---1

a

(a1,a9,...,a5) € ZEy, a1+ -+ a, =n — 11---1011---10---011---1

a1 as ag
N 7

TV
palavra binaria com k — 1 zeros e n uns

Ezxemplo 4.4. Paran =8, k=4, x1 + 22 + 3 + x4 = 8§,
(3,4,0,1) € ZLy +—3+4+0+1=8+— 11101111001

Concluimos entao que

Teorema 4.7. O niumero de solugoes em inteiros nao negativos da equacao x1+ -+ T =n

n+k—1 B n+k—1
k—1 N n
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que € também igual ao niumero de composicoes fracas de comprimento k de n e, por sua vez,
tqual ao niumero de sequéncias bindrias de n uns e k — 1 zeros. O niumero destas sequéncias
bindrias de comprimento n+ k — 1 € igual ao numero de escolhas de k — 1 posi¢oes para os

digitos zeros (equivalentemente n posigoes para os digitos uns) de entre as n+k—1 posigoes.

Exemplo 4.5. Paran =8, k=4, x1 + 1o+ 13+ 14 =8,
3+3+0+2=8+«— 11101110011

4.3.4 Bolas iguais em caixas distintas e palavras binarias

Eziste uma bijeccao entre as diferentes maneiras de colocar k bolas iguais em n caizas
distintas e o conjunto das sequéncias bindrias de k us en — 1 zeros.
Utilizando n — 1 separadores | para separar as n caixas, podemos representar uma colo-

cagao de bolas do seguinte modo

ki bolas|ky bolas| - - - |k, bolas —» 1---101---10---0L---1
N ) —_—— —— ——

k=K -+ +kp bolas k1 k2 kn

e produzir uma sequéncia binéria de k 1’'s e n — 1 zeros.
separador <> 0

bola <+ 1

a sequéncia binaria 111001 da-nos uma maneira de colocar quatro bolas iguais em trés

caixas distintas: 3 bolas na primeira caixa, zero bolas na segunda e 1 bola na terceira.

n+k—1) —

O namero de maneiras de colocar k bolas iguais em n caixas distintas é ( .

(")
4.3.5 Combinagoes com repetigcao

Algumas perguntas com a mesma resposta

Quantas

e sequéncias binarias existem de £ — 1 zeros e n uns?

e palavras existem com n N’s e (k — 1) E’s?

e sequéncias binarias existem com n 1's e (k — 1) +’s?

e solucoes inteiras nao negativas da equacao x; + xo + - - - + T, = n existem?
e maneiras existem de colocar n bolas iguais em k caixas distintas?

e maneiras existem de distribuir n laranjas por k criangas?
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e maneiras existem de escolher n pecas de fruta de k tipos diferentes podendo repetir?

maneiras existem de escolher, com repeticao permitida, n objectos de k objectos dis-

)0

Se seleccionarmos 3 pecas de fruta, com repeticao permitida, de laranjas, bananas,

tinguiveis?

péras e macas, podemos seleccionar 3 laranjas, ou 1 laranja, 1 banana, e 1 péra, ou

etc. No total Sd 1
+ —
20 =
)

Nuamero de maneiras de retirar 5 cartas de um baralho (52 cartas), repondo a carta

5+52—1
5

apos cada extracao,

4.3.6 Multiconjuntos

Definicao de multiconjunto.

e Informalmente um multiconjunto é um "conjunto"com possiveis repeticoes de elemen-

tos. Isto é, no conjunto cada objecto pode ter varias copias.

Exemplo: Um conjunto de 4 laranjas [, 1,1, [, 3 bananas b, b, b. Este multiconjunto tem
cadinal 7,
X ={l,1,1,1,b,b,b}

Formalmente um multiconjunto M num conjunto finito S = {s,...,s,} é um par
(S,v) onde v : S — ZJ ¢ uma fungao tal que Y1, v(s;) = |M|. Entendemos v(s;)

como o numero de repeti¢oes (copias) de s;.

No exemplo anterior, X é um multiconjunto no conjunto S = {l,b} onde v : {l,b} —
Zg ¢ definida por v(l) =4 e v(b) = 3.

Quantos multiconjuntos de 3 elementos existem em S = {l,b}?

Quantas maneiras existem de escolher 3 elementos em .S podendo repetir & vontade?

Quantas maneiras existem de escolher trés objectos de dois tipos, podendo repetir a

vontade?

Quantas particoes fracas de 3 de comprimento dois existem?
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Quantas solugoes em inteiros nao negativos da equacao x; + xro = 3 existem?
3+2-1
2—-1
{1,1,1} 3]0, {I,1,b} 2|1, {l,b,b} 1|2, {b,b,b} 0|3

Seja S um conjunto de n objectos distintos. Quantos multiconjuntos de k elementos

podemos formar no conjunto S?7 Quantas maneiras existem de escolher k£ objectos de n

(12)-(71)

Proposicao 4.8. O niumero de multiconjuntos de cardinal k que podemos formar no conjunto

(2001,

Demonstragao. Seja S = [n] e A um multiconjunto formado em [n], de cardinal k. Entao,

tipos, podendo repetir?
[n] € igual a

para cada ¢ = 1,...,n, existem a; > 0 copias de ¢ em A tais que a; + -+ + a, = k.
Quantas composicoes fracas de £ com comprimento n existem? Tantas quantas as solugoes

em inteiros nao negativos da equacao xi + --- + z, = k,
k+n—-1\ [(k+n-1
n—1 N k '

Conjuntos e Multiconjuntos
Sejam n e k inteiros nao negativos.

Recordemos

n
( k) := 7 subconjuntos de k elementos de um conjunto de n elementos

= 4 maneiras de escolher k£ objectos distintos de n objectos distintos

Introduzimos agora o nimero

Definicao 4.6.

n
(( k)) := # multiconjuntos de k elementos que podemos formar num conjunto

de n elementos

= # maneiras de escolher k objectos de n tipos diferentes, podendo repetir
chamado combinagoes com repeticao de n a k.

()=

Entao
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Exemplo 4.6. Quantas solugdes em inteiros nao negativos tem a inequacao zy+---+x, < k?
O numero de solucoes em inteiros nao negativos da inequacao x1 + --- + z,, < k é igual

ao nimero de solugdes em inteiros nao negativos da equagao x1 + -+ + 2, + 1 = k, 0

()-(2)

Ezxercicio 4.1. Mostre que existe uma bijeccao entre os conjuntos A e B definida por

qual é precisamente

n+1

A={(ay,...,an,an41) GZ%l:Zai:k‘}—)B:{(al,...,an) EZQO:Zai < k}
i=1 =1

n
(al,...,an,k—Zai) = (a, ..., ap).
i=1

4.3.7 Revisao

Bolas iguais em caixas distintas

e De quantas maneiras podem ser colocadas r bolas indistinguiveis em n caixas distin-
gquiveis?

Quantos multiconjuntos de cardinal r podemos formar num conjunto n elementos?
Quantas composicoes fracas de r existem de comprimento n?
Quantas solugoes em inteiros nao negativos tem a equag¢ao r1+ -+ x, =17

Quantas palavras bindrias de comprimento r +n — 1 existem com n — 1 zeros?
r+n—1 r+n-—1 n
n—1 r T
e De quantas maneiras podem ser colocadas r bolas indistinguiveis em n caixas distin-
guiveis sem cairas vazias?
Quantas composicoes de r existem com n partes?

Quantas solucoes em inteiros positivos tem a equacao x1 + -+ x, =1r?

Quantas palavras bindrias de comprimento r +n — 1 existem com n — 1 zeros e nao

havendo dois zeros consecutivos?

) Y
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4.3.8 Fungao geradora dos multiconjuntos de [n]

o (1+x+a2?+a%+ ) fungao geradora dos multiconjuntos de [1]

O termo 2% nesta expressao indica que temos i copias de 1 que constituem o multi-

conjunto {1,...,1} de cardinal i.

e fungao geradora dos multiconjuntos de [2]

14z +ai+ai+- )1 +a+2i+a3+---) =1 (multiconjunto de cardinal 0)
+x1 + 2 (multiconjuntos de cardinal 1)

+x?% + 23 + x125 (multiconjuntos de cardinal 2)

+x3 + o3 + 1122 + 2335 (multiconjuntos de cardinal 3)

+x175 + 23wy + 2303 + 2} + 23 (multiconjuntos de cardinal 4)

O termo xllx% nesta expressao indica que temos ¢ copias de 1 e j copias de 2 que
constituem o multiconjunto {1,...,1,2,...,2} de cardinal i +j. ((?)) =1 ) =
unto {1, 22 j- () ()
i J

2 (G)=3 () =020 =4

fungao geradora dos multiconjuntos de [2] com respeito ao cardinal
A+z+a2+23+-)2=1+2x+32% +42° + 52t + - -

Funcao geradora dos multiconjuntos de [n]

n

N vi[n]—Ng i=1
TN =xg=- =T, =1
Z g/t — (e a® 4 a® )"
vi[n]=+No
Z M =4+ +2°84-)"

M multiconjunto de [n]
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> > F =tz ta?rady)n
k20 M multiconjunto de [n]
|M|=k

Para cada k > 0,

M multiconjunto de [n]
|M|=k

;(<Z>)$k=(1+x+x2+x3+...)n

4.3.9 Reciprocidade combinatorial

Extensao dos coeficientes binomiais a R (C)

e Para k£ inteiro nao negativo, consideremos o polinémio

(i) _ x(:c—l)--l-{:!(a:—kle)‘

As raizes deste polinémio sao 0,1,2,...,k — 1. Ou seja, (i) = 0 para x = n inteiro
n
k

) onde n ¢ inteiro nao negativo.

nao negativo tal que 0 < n < k£ . Equivalentemente, ( ) = 0 para n < k, como ja

n

tinhamos visto da defini¢ao enumerativa de ( ;

Para o € R (C), temos

(Z) _ala- 1)~-l-€!(a—k+1)

Em particular, se k£ e n inteiros nao negativos

(—n) (—n)(—n — 1) (=n —2) - (—n — k +1)

k) k!
_ (_1>k(n+k—1)(n+:!— 2)---(n+1)n

() ()

Obtemos a chamada reciprocidade combinatorial

(1) = ()
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4.3.10 Combinagoes com repeticao condicionada
Principio da inclusao-exclusao

— O ntmero de solu¢oes em inteiros nao negativos da equacao xy + -+ 4+ x, =n é

()

— O namero de solu¢oes em inteiros positivos da equagao x1 +---+x, =n é

<n—r—|—7‘—1> (n—l)
= , semn>r.
n—r n—r

— Qual € o nimero de solugoes em inteiras nao negativos da equagao r1+- -+, =n

com as restricao adicionais x; > s;, para todo oi=1,...,r?

Comegamos por colocar s; bolas na caixa i, 7 =1,...,r e ficamos comn—> ., s;
bolas para distribuir & vontade por r caixas.

T

=m0

i=1
onde y; = x; —s; > 0,7 =1,...,r. O ntmero de solugoes, em inteiros nao
negativos, ¢ 0, se n — > ;_, s; < 0, caso contrario, é

(n—zzzlsi—i—r—l)

r—1
— Qual é o numero de solugoes em inteiros nao negativos da equagao r1+- -+, =n
com a restricao adicional x; < s, para todo oi=1,...,r?
O universo X é o conjunto de todas as solucoes em inteiros nao negativos da
equagao dada. A propriedade ¢ significa que x; > s, parai=1,... 7.
Ay ={ (z1,...,2,) € X: 1 > s}
Ay ={ (z1,...,2,) € X: 23 > s}

A ={(21,...,2,) € X: z, > s}

O nimero de solu¢oes em inteiros nao negativos da equagao r; + -+ x, = n

satisfazendo x; < s, paratodooi=1,...,r, ¢é
T '
XA\ JAl=1X[ =D A+ D [Ain4l-
i=1 i=1 1<i<j<r

— Y JANANA[+- (1) [A NN A

1<i<j<I<r
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Seja 1 < j < r. O ntmero de solugoes em inteiros nao negativos de r;+- - -+x, =

n com a condicao x1 > s, 3 > S, ..., T; > 5 ¢
|Aj N AN - N A

— Fazendo yy =21 — s, yo =22 —5, ...,y =2; —S,ey; =x;, para j <1 <7, 0
nimero acima é o mesmo que o nimero de solugoes em inteiros nao negativos da
equacao

Bit+Yot Y F Y+ Y =0 — s

— Este ntmero é

n+r—jgs—1

|A1ﬂA2ﬂﬂA]\:( 7"—1

), sen > js, e, 0, caso contrario.

—js—1
Z |A;, N mA”,_()(n—i—r jls ) sen > js, e,
J r—=

1<iy <<y <r

0, caso contrario.

para n > js, ou seja, 1 < j < |2],

S o ﬂAzJ—(j)(H:__jf_l)-

1<ip << <r

a2 ()

0
)

|X\UA|—Z () (")

7=0

|X\UA|_<n+r )+ @J

J=1

— O ntmero de solugdes em inteiros nao negativos da equagao x1 + --- +x, = n

com a restricao adicional z; < s, para todooi=1,...,r, ¢

S () )= () ()

|3

w3
[
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— De quantas maneiras pode escolher n objectos de r tipos podendo repetir no

méaximo s — 1 objectos em cada tipo?

— Em particular, quando s = 1, temos z; = 0, para todo o ¢, e o nimero das
solugoes inteiras nao negativas da equagao xy + - - - + x, = n satisfazendo z; < 1,

paratodoot=1,...,7,¢é

> ()2 (D) e oo

4.4 Permutacoes de multiconjuntos. Teorema mul-

tinomial

4.4.1 Coeficiente multinomial

L. ) k - . . - .
Definigao 4.7. Seja n = > ., a;, onde ay,as,...,a, sdo inteiros ndo negativos.

n
a1,d9,...,0a0

como o nimero de maneiras de partir o conjunto [n] numa lista ordenada de

Definimos

k subconjuntos Ay, As, ..., A (partigao ordenada) com cardinalidades ay,as,

..., ay, respectivamente, onde n = a; + as + - - - + a.
Este ntmero é chamado coeficiente multinomial.
Nota 4.4. No caso k = 2, temos o coeficiente binomial. O ntimero de maneiras

de seleccionar um subconjunto com ¢ elementos em [n] é igual ao nimero de

partigoes ordenadas de [n| em dois blocos de tamanhos ¢ e n — ¢ respectivamente

(n—nt, t) - (t, :—t> - (?) - (nit)

Ezxemplo 4.7. As parti¢oes ordenadas de [4] = {1,2,3,4}, com ambos os blocos
de tamanho dois: ({1,2}, {3,4}),({1,3}, {2,4}), {1,4},{2,3}), ({2,3}, ({1,4}),
({2,4}, {1,3}), ({3,4},{1,2})
O seu nimero ¢é igual ao numero de subconjuntos de dois elementos que podemos
formar em [4]: (24’12) = (3) = 6.

L. . k ~ . . . .
Proposi¢io 4.9. Sejan =Y ;| a;, onde ay, ay, ..., a; sdo inteiros ndo negativos.

Entao
( n ) n!
ay,ag, ..., QL a1!--~ak!
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Demonstrag¢ao. Vamos determinar o nimero de maneiras de partir [n] numa lista
ordenada de k conjuntos de cardinalidades ay,...,a;. Podemos comecar por

escolher a; elementos de entre os elemento de [n]. Existem (;1) possibilidades. A

seguir escolhemos ay elementos dos restantes n — a; elementos. Existem (";2‘“)

possibilidades, etc. Pelo principio do produto generalizado obtém-se

(ovon )~

a1,dg,...,0aq B

_(n\[(n—a\(n—a —a n—ay—ay— " —ap-1\ n!
_(a1>< a9 )( as )( a >—a1!---ak!7

possibilidades de partir [n| numa lista de & subconjuntos de cardinalidades ay,as,

..., ay respectivamente. ]

Simetrias do coeficiente multinomial

Proposicao 4.10. Se by, by, ..., by € uma reordencao de aq,ao, ..., a;, entao

n _ n
ay,ag, ... ap)  \bi,by,... b))

Demonstracao. Prova algébrica. Note-se que aq!- - - ag! = bi!---bi! e entao #'ak, =

n!
byl---by!”

Prova combinatdria. 1) Recorde o exercicio 63: (}}) (";k) =M.

2) Seja 1 < i < n. Consideremos o conjunto L de todas as listas ordenadas de

k subconjuntos Ay,..., A de cardinalidades aq, ..., a;, aj11 ..., ax, respectiva-
mente, e L' o conjunto de todas as listas ordenadas de k subconjuntos By,. .., By
de cardinalidades ay, ..., a;11,a;, ..., ag, tais que n = a; +as + -+ + ax e

[n] = Uf:1 A= Ule B,. Entao

n n
- ( )e ) -1z
A1, A2,y Ay Qjg1y - - -5 Ak A1, A2y -« -5 Ajy1, Qi - - -, A

Defina-se a bijec¢ao f : L — L', (verifique)
(Al, R 7Ai7 Ai+17 c.. ,Ak) — (Al, . 7141'—1, Ai+1, Ai7 Al‘+2, R ,Ak)

Observe que toda a reordenacao pode ser obtida por trocas de posi¢oes consecu-

tivas. ]

Exemplo 4.8. 1. Quantas fungoes existem de {1,2,...,9} para {1,2,3,4} tais
que as imagens reciprocas de 1, 2, 3 e 4 é dada por 4 conjuntos com cardi-

nalidades 4,2,0,3 respectivamente? E com cardinalidades 4,0,3,2 respectiva-

9 B 9 ol
4,0,3,2)  \4,2,0,3) 410312

mente?
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4.4.2 Permutacoes com repeticao ou permutacoes de um

multiconjunto

x Dispomos das letras a,a,a,a,b,b,b,c,c,d. Vamos calcular o nimero de pa-
lavras de comprimento dez que podemos formar com estas (e apenas estas)

letras.

* Seja A o niimero dessas palavras que podemos formar.
Consideremos uma dessas A maneiras de formar uma palavra com essas letras
e vamos colocar umas etiquetas, digamos de 1 a 4, para as quatro letras a, 1
a 3 para as letras b, 1 a 2 para as letras ¢, 1 para a letra d.
Agora temos dez letras diferentes na palavra, e, portanto, temos 10! palavras
de comprimento dez onde usamos exactamente as dez letras.
Quantas destas palavras diferem apenas por causa das etiquetas?
As letras @ podemos dar etiquetas de 4! maneiras. Nas letras b podem ser
colocadas etiquetas em 3! maneiras, nas letras ¢ em 2! maneiras.
No total as dez letras podem ser etiquetadas em 4!3!2! diferentes maneiras
para cada uma das A palavras construidas.

Portanto 10! = A.4!3!2!. Ouseja, A = %

Permutacoes com repeticao e combinagoes simples
x  Qutra maneira de resolver o problema anterior. Cada uma das palavras de
comprimento dez pode ser obtida pela seguinte sequéncia de procedimentos:
- Escolher quatro posicoes para as letras a’s de entre as dez. Ha (140)
possibilidades.
- Escolher trés posicoes para as letras b’s de entre as 10 — 4 = 6 restantes.
Ha (g) possibilidades.
- Escolher duas posicoes para as letras c¢’s de entre as 10 —4 — 3 = 3

restantes. H& (;’) possibilidades.
- Colocar a letra d na tnica posi¢ao que resta. Ha (1) possibilidade.

- Pelo principio do produto generalizado podemos formar no total (140) (g) (3) (i)

palavras de comprimento dez com as letras a,a,a,a,b,b,b,c,c,d

man = (1) (5)(2) ()

Permutagoes de multiconjuntos

Recorde que o coeficiente binomial (?) ¢ igual ao namero de palavras de compri-
mento n no alfabeto {x,y} com t letras x e n — t letras y. Generalizamos agora

a0 caso de um alfabeto com mais de duas letras.
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Proposicao 4.11. Sejam n, k e ay, as,--- ,ay inteiros nao negativos satisfazendo
a1+ as + - - - + arp = n. Suponhamos que temos a; objectos do tipo i, para todo o

1=1,..., k. Entao o numero de maneiras de ordenar estes objectos é

( n ) n!
A1, A2, ,Qk a1!a2!"'ak!

O numero de palavras de comprimento n que podemos formar com exactamente

ay letras x1, as letras xo, ..., aj letras xy, .

Demonstra¢ao. Codifiquemos os tipos 1,...,k pelas letras xq,...,x; respecti-
vamente. Cada ordenagao dos n objectos tendo a; objectos do tipo ¢ para
t=1,...,k, corresponde a uma palavra de comprimento n no alfabeto x1,...x;

com a; letras z;, parai=1,..., k. O

Nota 4.5. 1. Se k =2 e a; + ay = n, entao

n! n! B (n) B (n)
arlas!  ail(n —ayp)! a, as )’

2. Para todoon >k >0, (}) = _]g!(:ik)!'

n _ n! —
’ (al,az,---,an) =t

—_

3.8 ¢ek=nea;=---=a,=

4.4.3 Teorema multinomial.

Teorema 4.12. Para todos os inteiros positivos n e k, tem-se

n
n a a a
(1 +zo+ - +a)" = E ( )xllxzz---xk’“,
a A1, A2, -, 0k
1,02,...,0k

onde a soma € tomada sobre todos os k-uplos de inteiros nao negativos ay, as, -+ , Gy

. k . L, .~ .
tais que n = Zi:l a;, isto € particoes fracas de n de comprimento k.
Demonstracao. Temos n factores

($1+x2+--~+xk)(x1+x2+---—I—xk)---(xl—f-xg—i----—i-xk)l.

(&

-~
n

Na expansao deste produto, cada um dos n factores contribui com uma letra no
alfabeto {z1,...,z;}. A lista formada pela contribui¢ao de cada factor é uma
palavra de comprimento n no alfabeto {x1,...,z;} onde cada x; aparece a; > 0

vezes, precisamente o numero de factores que contribuem com z;, 1 =1,..., k.

O coeficiente do monémio x{'z5? - - - x3* ¢ o nimero ( que ¢ precisamente

a11a21"'1ak)
o namero de palavras de comprimento n no alfabeto {zy,...,x;} em que z;

aparece a; vezes, i = 1,..., k. O
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Exercicio 4.2. % Quantos monoémios distintos zi*---z*, a1 + -+ + ap = n,
aparecem na expansao de (x; + xo + -+ + xp)(xy + 29 + -+ xp) -+ (1 +
Tog+ -+ ay)?

ey

nimero de solugoes em inteiros nao negativos da equagao y; + -+ yp = n

E igual ao niimero de composigoes fracas de n de comprimento k, (

* Quantos termos distintos tem a expansao de (z1 42+ -+ 2,)" no teorema

multinomial?

2n—1

n—1

x Quantas palavras de comprimento n existem no alfabeto {x1,...,zx}?
k'fl
ou
a1+as+...4+ap=n ay1,0a2,"*+ , A

A igualdade pode ser provada algebricamente fazendo z; = --- =23 = 1 no

teorema multinomial.

Uma prova combinatoria consiste em notar que para cada composi¢ao fraca

n

) palavras de comprimento n no
a1,a2, " ,0f

a, + as + ...+ ap = n, existem (
alfabeto {x1, ...,z } onde a letra z; aparece exactamente a; vezes, para cada

1 =1,...,k. Portanto, no total existem
S (o))
aj+as+...4ar=n ay, dz, -+, Qg
palavras.

Ezxemplo 4.9. Todas as palavras de comprimento trés no alfabeto {z, y, z},
TXT, TTY, TYL, YT, LLZ, TZT, ZXL, LYY, YTY, YYT, TZZ, 2XZ, ZZT, TYZ, TZY, YTz,
YT, 2Yx, =2TY, YyYz,YzyY, 2YyY, Yzz, 2Yyz, 22y, yyy, 22z

O ntimero total & igual 33.
(x+y+2)% =24+ 9° + 2° + 327y + 32%2 + 3y*2 + 3y°z + 32°2 + 32%y

+6zyz

Proposigao Numa caixa k dimensional de dimensoes a; X - -+ X ag, o niimero de
caminhos mais curtos em Z* da origem para o ponto de coordenadas (ay, ..., ay)

¢ igual a (aha;‘_“7ak).
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Prova Sendo a caixa k dimensional os passos unitarios sao definidos pelos vec-
tores unitarios da base canénica de R*, ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), 3 =1,...,k.
—— S

i1 n—i
Associemos a cada diregao e; a letra i. Entao existe uma bijeccao entre o conjunto

das palavras com comprimento a; + - - - + ax, com a; letras ¢, parai =1,... k, e

o conjunto dos caminhos mais curtos da origem para o ponto (ai, ..., a).

4.4.4 Partigoes (ordenadas) de conjuntos, fungoes e coefi-

cientes multinomiais

Voltando a Secgao 4.1, podemos agora responder as seguintes perguntas.

*x Quantas funcoes existem de R para N tais que y; é a imagen de a; elementos

( ) )
a1, ag,...,ay,

= numero de parti¢oes ordenadas do conjunto R em n conjuntos, Ay,..., A,

de R, parat=1,...,n?

onde |A;| = a;, para i = 1,...,n = numero total de maneiras de distribuir
r bolas distintas por n caixas distintas, colocando a; bolas na caixa i, para
1=1,...,n.

* Qual é o niimero total de funcoées de R par N7

ai,as,...,0Qy

(CLl,‘..,CLn)GZTZLO
a1+...+an=r

Numero total de partigoes ordenadas do conjunto R em n conjuntos, po-
dendo haver blocos iguais ao conjunto vazio = Numero total de maneiras
de distribuir r bolas distintas por n caixas distintas, podendo haver caixas

vazias.

x Se f: R — N for sobrejectiva entao os blocos da particao sao nao vazios, e
(A, ..., A,) forma uma particdo ordenada de conjuntos nao vazios de R.

Quantas fungoes sobrejectivas existem de R para N 7

E igual ao ntimero de parti¢oes ordenadas de R em n conjuntos nao vazios
= namero de maneiras de colocar r bolas distintas em n caixas distintas sem

deixar caixas vazias

Il
3
—~
[
S~—
Eal
VRS
> 3
~__
S
|
=
3
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( T )
a1,049,...,0a0,

((ll,...,(ln)
composic¢ao de r
em n partes

4.5 Bolas iguais em caixas iguais

4.5.1 Particoes de niimeros

- De quantas maneiras podem ser colocadas r bolas iguais em n caixas

iguais podendo deixar cairas vazias? E sem cairas vazias?

Quando distribuimos bolas iguais por caixas iguais a tnica coisa que interessa
é o nimero delas por caixa.

Estamos entao interessados em determinar o niimero de maneiras de escrever
um inteiro positivo r como soma de inteiros positivos, onde a ordem das
parcelas nao interessa.

Nao distinguimos 4 = 1+ 3 de 4 = 3 + 1. Contam uma tnica maneira de
escrever 4 como soma de dois inteiros positivos, neste caso, 3 e 1.

Exemplo 4.10. Particoes de r =1,2,3,4,5,7:

r=1: 1

r=2: 2, 1+1

r=3: 3,2+1, 1+1+1

r=4: 4,3+1,2+2 24+1+1,14+14+1+1

r=5: 5,4+1,3+2,3+1+1,2+2+1,2+1+14+1, 1+1+1+1+1

r=T: 7,641,542 4+3,5+14+1,4+2+1,3+2+2, 3+3+1,

44+1+1+1,34+2+14+1, 2+24+2+1,
242414141, 3+1+1414+1, 241 4+1+14+1+1, 1+1+14+14+1+141
Defini¢cao 4.8. Uma particao do ntimero r > 0 é uma maneira de escrever r
como uma soma de inteiros positivos onde a ordem das parcelas nao interessa.

Como a ordem das parcelas nao interessa, ao contrario das composicoes de r,
uma particao do nmero r pode também ser definida do modo que se segue,
onde uma certa ordem é preferida:

Definicao 4.9. Sejam a; > ay > --- > a, > 1 inteiros positivos tais que

a; +--++a, =r. A sequéncia (ay,...,a,) é¢ chamada uma parti¢ao de de 7.
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O numero de todas as partigdes de r é denotado por p(r). O ntmero de
partigoes de r em exactamente n partes ¢ denotado por p(r,n).
Ezemplo 4.11. p(1) =1, (1)

(
3)=303), =1,1L1)
p(4) =5, (4) (3,1), (2,2), (2,1,1), (1,1,1,1)
(5) =17, (5)
(1) =1
(

Proposi¢ao 4.13. O numero de maneiras de colocar r bolas iguais em n caixas

iguais, sem caizas vazias, € p(r,n).

Demonstragao. Distribuir r bolas iguais em n caixas iguais, sem caixas va-
zias, é 0 mesmo que escrever r como a soma de n numeros positivos onde a

ordem das parcelas nao interessa. O

Como p(r,i) é o ntimero de maneiras de escrever r como a soma de i parcelas

positivas, onde a ordem nao interessa, o niimero total de particoes de r é

Entao p(r) ¢ também o ntmero de maneiras de colocar r bolas iguais em r

caixas iguais, podendo deixar caixas vazias.

4.5.2 Relacoes de recorréncia

Proposicao 4.14. O numero de maneiras de colocar r bolas iguais em n caixas

iguais, podendo deizar caizas vazias, € p(r +mn,n). Além disso,

p(r+n,n) = Zp(r, P).

Demonstracao. Pedimos emprestado n bolas iguais e pomos 1 bola em cada
caixa. Obtemos n caixas nao vazias todas iguais. Em seguida distribuimos as
r bolas iguais como nos apetecer. O nimero de maneiras de colocar n+r bolas
iguais pelas n caixas iguais, sem caixas vazias, é p(r+n,n), e é equivalente ao
procedimento anterior. Por outro lado, se em cada uma destas distribuicoes
retirarmos uma bola de cada uma das n caixas para devolvermos as n bolas
emprestadas, obtemos uma distribuicao de r bolas iguais por n caixas iguais

podendo haver caixas vazias. O
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Proposi¢ao 4.15. Sejam r e n inteiros positivos. Entdo p(r,n) =0 sen > r,

p(r,r)=p(r,1)=1e
p(T,n)ZZp(r—n,k:), r>n>1.
k=1

Demonstragao. Sabemos que p(r,n) é o nimero de maneiras de distribuir r
bolas iguais por n caixas iguais sem deixar nenhuma vazia. Como r > n
e nao podem ficar caixas vazias, distribuimos n bolas, uma por cada uma
das n caixas, e sobram r — n bolas para serem distribuidas ou por 1 caixa
de p(r —n,1) = 1 maneiras, ou por 2 caixas nao deixando caixas vazias, de
p(r — n,2) maneiras, ou por 3 caixas nao deixando caixas vazias, de p(r —
n,3) maneiras, ..., ou por n caixas sem deixar caixas vazias, de p(r — n,n)

maneiras. []

Proposi¢io 4.16. Sejam n e r inteiros positivos. Entdo p(r,n) =0 sen > r,

p(r,r)=p(r,1)=1c¢e
p(r,n)=p(r—1,n—1)+p(r—n,n), ser>n>1.

Demonstragao. Recordemos que p(r,n) é o nimero de maneiras de colocar r
bolas em n caixas sem caixas vazias. Temos dois casos a considerar.

Existe uma caixa com exactamente uma bola, havendo r — 1 bolas iguais
para serem distribuidas por n — 1 caixas de tal modo que nao fiquem caixas
vazias. Temos p(r — 1,n — 1) maneiras de o fazer.

Nao existe nenhuma caixa com exactamente uma bola, ou seja, nao havendo
caixas vazias, cada caixa tem pelo menos duas bolas, o que significa que
r > 2n. Podemos retirar n bolas e guarda-las a parte, em seguida distri-
buir as restantes r — n bolas pelas n caixas de modo a nao ficar nenhuma
vazia, havendo p(r — n,n) maneiras de o fazer, e por fim colocar as n bolas

guardadas, uma por cada caixa. O

Ezxemplo 4.12.
p(6,3) =p(5,2) +p(3,3) =2+ 1
Aplicagao: Contar formas normais de Jordan

Ezxercicio 4.3. 1. Se uma matriz A, 5 x 5, tem o valor proprio A repetido
com multiplicidade 5, quantas possibilidades tem para a forma normal

de Jordan de A? Quais s@o os possiveis tamanhos dos blocos?

p(d) =7
(5); (4,1), (3,2), (3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1), (1,1,1,1,1)
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2. Se uma matriz A, 5 x 5, tem os valores proprios «, repetido com mul-
tiplicidade 4, e § com multiplicidade 1, quantas possibilidades tem para
a forma normal de Jordan de A? Quais sdo os possiveis tamanhos dos

blocos?
p(4) =5
(47 1)7 (37 17 1)7 (2727 1)7 (27 17 17 )7 (1717 17 17 1)

3. O mesmo problema anterior mas agora as multiplicidades de o e 3 sao 3
e 2 respectivamente.

4. Quantas matrizes n X n na forma normal Jordan existem com valores
proprios distintos Aq,..., A, onde a multiplicidade de A; é maior que a
multiplicidade de ;1 para 1 <i <k ?

Proposi¢ao 4.17. Sejam r e n inteiros positivos. Entao p(r,n) =0 sen >r,

p(r,r)=p(r,1)=1c¢€

n

p(r,n) = Zp(r—n,k), r>n>1.
k=1
Demonstragao. Sabemos que p(r,n) é o nimero de maneiras de distribuir r
bolas iguais por n caixas iguais sem deixar nenhuma vazia. Como r > n
e nao podem ficar caixas vazias, distribuimos n bolas, uma por cada uma
das n caixas, e sobram r — n bolas para serem distribuidas ou por 1 caixa
de p(r —n,1) = 1 maneiras, ou por 2 caixas nao deixando caixas vazias, de
p(r — n,2) maneiras, ou por 3 caixas nao deixando caixas vazias, de p(r —
n,3) maneiras, ..., ou por n caixas sem deixar caixas vazias, de p(r — n,n)

maneiras. []

Exemplo 4.13.
p(7,4) =p(3,1) +p(3,2) +p(3,3) =1+p(l,) +1=1+1+1=3

Defini¢ao 4.10. A expressao p(r, < n) denota o ntimero de partigoes de r com

no maximo n partes. Ou seja,
p(h < TL) = p(ra 1) +p(T7 2) + e +p<7”, ’I’L)

Em particular, p(r) = p(r, < 7).

Ezemplo 4.14. p(5) = 7, (5) (4,1), (3,1,1), (3,2), (2,2,1), (2,1,1,1), (1,1,1,1,1)
p(5) = p(5,5) + p(5,4) + p(5,3) + p(5,2) + p(5,1)

p(5,1) =1, p(5,2) =2, p(5,3) =2, p(5,4) =1, p(5,5) =1
p(5,<3)=p»5,1)+p(5,2+p(5,3) =1+24+2=5
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Da relagao de recorréncia anterior, temos
p(r,n) =p(r—n,n)+plr—mnn—1)+---+p(r—n,1)=plr—n,<n).

Exemplo 4.15. p(6,3) = p(6—3,<3) =p(3,< 3) =p(3,3)+p(3,2)+p(3,1) =
p(3) =3
p(6,4) =p(6 —4,<4) =p(2,<4) =p(2,2) +p(2,1) =1+ 1=2
Nota 4.6. Relagdes de recorréncia para p(r,n) o namero de parti¢oes de r
em n partes.
Sejam n e 1 inteiros positivos. Entéo p(r,n) = 0sen > r, p(r,r) = p(r,1) =1
e

p(r,n) =p(r—1,n—1)+plr—n,n), ser>n>1.

Na aula anterior usdmos um argumento combinatorio para provar esta relagao
de recorréncia. Vamos ver agora que ela também pode ser obtida da relacao
de recorréncia anterior.

Prova 2 Usando a relagao de recorréncia anterior:

p(r,n) = p(r—n,n)+p(r—n,n—1)+- - -+p(r—n, 1) = p(r—n,n)+p(r—n, < n—1).
Por outro lado,
pr—1n—1)=pr—1—-(n—-1),<n—-1)=pr—-n,<n-1).
Portanto,
p(r,n) =p(r—1,n—1)+p(r —n,n).
Exemplo 4.16.

p(6,3) = p(572) +p<373)
= p<47 1) +p<3a 2) +p(37 3) = p(47 1) +p<27 1) +p<1a 2) +p(37 3)
= 1+14+1=3

4.5.3 Diagramas de Ferrers ou Young

O diagrama de Ferrers (diagrama de Young) de uma partigao p = (ay, ..., ax)
de n é um conjunto de n pontos (ou caixas quadradas) alinhadas & esquerda,
de tal modo que a linha 1, contando de cima para baixo, tem a; pontos
(caixas), a linha 2 tem as pontos (caixas), ..., a linha k tem a; pontos

(caixas).

p=(4,2,1) o o L
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4.5.4 Diagrama de Young e particao conjugada

Se reflectirmos o diagrama de Ferrers de uma particao p, com respeito a sua
diagonal principal y = —x, obtemos a particao p’ conjugada da particao p. O
comprimento da coluna ¢ do diagrama de Ferrers de p é igual ao comprimento
dalinha i do diagrama de Ferrers da conjugada de p. As partigdes p = (4,2, 1)
ep = (3,2,1,1) sao conjugadas uma da outra. Se reflectirmos o diagrama

de Ferrers de p’ obtemos p, isto é, (p') = p.

[ ] [ ] [ ]
[ J [} [ ] [ J
p=(4,21) o e ° P = (3,2,1,1)
o [ ]
[ ]

Uma partigao ¢ dita auto-conjugada se é igual a sua conjugada. (O diagrama
de Ferrers coincide com o que se obtém da reflexao segundo a diagonal prin-
cipal.)

(4,3,2,1), (5,1,1,1,1), (4,2,1,1) sao auto-conjugadas

o o o o o o o o
°
o o o o o
°
o o °
°
° °
°
/
p=p

Gancho. Dada um diagrama de Young, toda a caixa nesse diagrama deter-
mina um (tnico) gancho que consiste dessa caixa e das caixas a sua direita,

na mesma linha (brago), e das caixas situadas abaixo, na mesma coluna

(perna).

A partigao (5,1,1,1,1) é ela propria um gancho onde a perna e o brago tém
0 mesmo comprimento 4.
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A partigdo (5,1,1,1) é também um gancho mas neste caso a perna tem

comprimento 3 enquanto o braco tem comprimento 4.

Proposi¢cao 4.18. O nimero de particoes de v com k partes € igual ao numero
de particoes de r com a parte maior igual a k.
O nimero de particoes de r com no maximo k partes € igual ao nimero de

parti¢oes de v em partes de tamanho menor ou igual a k.
p(r, k) = #particoes de r com a parte maior igual a k.

p(r, < k) = #particoes de r em partes de tamanho < k.

Ezemplo 4.17. (4,2,1) é uma parti¢cao de 7 com 3 partes, e a sua conjugada

(3,2,1,1) é uma particdo de 7 com a parte maior igual a 3.

e O o o ** e
p=e e p’:. *
[ J
°
°

Conjugando uma parti¢ao com parte maior igual a 3 obtemos uma particao

com trés partes.

Demonstra¢ao. Vamos provar que existe uma bijecgao entre o conjunto das
particoes de r, com no maximo k partes, e o conjunto das partigoes com
partes < k

Se o nimero de partes da partigdo p = (aq,...,a,) € m < k, entdo a parte
maior da particao conjugada p’ é m < k. Portanto, as restantes partes de p’
sao < k.

Seja P, o conjunto das parti¢oes de r. A funcao

f:P =P, f(p):p/7

é uma bijec¢ao. Note que (p') =pe fo f=id.

Em particular, f transforma o conjunto das parti¢oes de r com k partes no
conjunto das particoes de r com a parte maior igual a k; e o conjunto das
particoes de r com no méaximo k partes, no conjunto das partigcoes com partes
< k. O]
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4.5.5 Particoes auto-conjugadas

Proposicao 4.19. O nidmero de particoes auto-conjugadas de n € igual ao

numero de particoes de n em partes impares distintas.

Demonstracao. Consideremos uma particao de n em partes distintas impa-
res. Observe-se que toda a parte impar 2g+ 1 de uma particao de n pode ser
dobrada no meio (pontos a vermelho) de modo a formar um gancho onde o

brago e a perna tém o mesmo comprimento q.

2X44+1 o © © © © o o o o °
°

Como duas partes consecutivas sao dois impares distintos, se a maior é 2¢+1,
a outra ¢ quando muito 2g — 1 = 2(¢ — 1) + 1. Ent&o o comprimento dos
bragos (pernas) dos respectivos ganchos é ¢ e ¢ — 1 (quando muito), isto é,
decresce estritamente.
Iniciando este processo com a primeira linha da particao, e encaixando su-
cessivamente os ganchos, obtemos uma particao autoconjugada:

e o o o o

e 6 o o o o o o o
e o o o o

— e e o e

Para verificarmos que temos uma bijeccao basta mostrar que este procedi-
mento pode ser invertido. Comecando com uma particao auto conjugada
observemos que o diagrama de Ferrers ¢ simétrico relativamente ao eixo
y = —x. Isto é toda a caixa ao longo deste eixo determina um gancho
com braco e perna de igual tamanho. Rectificando todos os ganchos com o
cotovelo no eixo y = —x, obtemos uma particao com todas as partes distintas

e de comprimento impar. O
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4.5.6 Funcgao geradora de todas as particoes com partes
<k

Consideremos o produto das k séries formais
(Lt g ) (1?4 a? 2 a2 2 ) L (Lpab b kb Ly

O nimero de maneiras de obter x” é igual ao nimero de maneiras de escrever
r=0+--+1)+2+---+2)+---+(k+---+k), ouseja, de escrever r
como uma soma de partes todas < k. O coeficiente de z” é igual a p(r, < k).
Entao

(ot ™ YA+ 2? + 2?2 ) (L 2" ) =

= Zp(r, <k)x".

r>0

Convencionamos p(0) := 1.
Exemplo 4.18. Para k = 2,

(1—|—x1+:p1+1—l—x1+1+1+---)(1+x2—|—x2+2+x2+2+2+---)
= 1+4p(L<2)z+p(2,<2)2” +p(3, < 2)a” + p(4, < 2)2* +p(5,< 2)2” + - --

Escrevemos todas as particoes de 5 apenas com partes 1 e 2

{L‘ll‘2+2, (L’1+1+1l‘2, l.1+1+1+1+1

Donde, p(5,< 2) = 3.
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CAPITULO b

ASPECTOS ENUMERATIVOS DO GRUPO
SIMETRICO

5.1 Permutacoes de um conjunto finito

Definicao Seja X um conjunto finito. Uma permutacao de X € uma ordena-
cao qualquer dos elementos de X, isto €, uma palavra no alfabeto X usando

toda as letras uma unica vez. FEquivalentemente, é uma bijeccao X — X.

Usualmente consideramos X = {1,...,n}. As permutagoes podem ser enten-
didas como ordenacoes lineares de objectos distintos, usualmente elementos
de {1,...,n}, ou como bijecgdes de {1,...,n} para {1,...,n}.

A permutacao ajas---a,, escrita na forma de uma palavra, dos elementos
do conjunto {1,...,n}, pode ser vista como sendo a tnica fungao (bijectiva)
o:{1,...,n} = {1,...,n} tal que 0(i) = a;, 1 =1,...,n,

1 2 ... n 1 2 ... n
o= = )
o(l) o(2) --- oa(n) a; az -+ a
Por outro lado, toda a permutacao o, entendida como func¢ao bijectiva o :

{1,...,n} = {1,...,n}, pode ser representada pela palavra c = ¢(1)c(2) - - - o(n)

Exemplo 5.1. Para n = 6,

1 2 4
o= s 06 = 234165
23416 5
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5.2 Grupo simétrico de ordem n

O produto de permutacoes, entendido como composi¢ao de fungoes, é nova-

mente uma permutacao

123456 123456
g = T =
23416 5 1 345 26
1 23456
TO =
34516 2
1 23456
oT =
2416 3 5

O produto de permutagoes nao é uma operagao comutativa. Em geral, 70 #
oT.

(Recorde a definigao de matriz de permutagao e note que o produto de per-
mutagoes corresponde ao produto das respectivas matrizes de permutagao.
Como sabe o produto de matrizes ndo é uma operagao comutativa.)

1 2 ...
- A permutacao identidade id = "
12 -« n

12 3 456
23416 5
o~ !, com respeito & operacao composicao, isto é, oot = o710 = id,

- Toda a permutagao o = ( ) tem uma inversa (tnica)

071_234165_123456
“\123456)] \41236¢67+5
123456)

oo t=0"lo=1id=
1 2 3 45 6

- A composic¢do é uma operagao asociativa (o7)& = o(7E).

- O conjunto de todas as permutagdes de {1,2,...,n} com a composigao
de fungoes tem estrutura de grupo e é chamado o grupo simétrico de
ordem n, denotado usualmente por G,,. &,, € um grupo nao comutativo

par n > 3. O namero de elementos deste grupo é n!.
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5.3 Ciclos e decomposicao ciclica

Defini¢cao 5.1. Uma permutacao ciclica, ou simplesmente ciclo, de compri-

mento k, é uma permutacao da forma

ay Gz --- Q-1 Qg
Gz as --- ag  ax

que denotaremos por (aj ag -+ ai). Um ciclo de comprimento 1, (a,), é dito

um ponto fixo. Um ciclo de comprimento dois é chamado uma transposicao

a; Qg
Q2 a1

O ciclo acima m = (ay as - - - a;) pode ser visualizado por
i |
a; — Qg —> - —> Ap—1 — Ak
w(ay) =ay w(ag) =az ... w(ax) =
Note que, 7%(a;) = a;, i = 1,... .k, e se k|m entdao 7™(a;) = a;, i = 1,..., k.

Exemplo

- Ciclo de comprimento 4

2 4 7 8
= =(2478)
4 7 8 2

Note que 7(2) = 4, 7%(2) = 7, 73(2) = 8, 71(2) = 2, quatro é o menor

inteiro positivo m tal que 7™ (2) = 2. Qual é o menor inteiro positivo m

tal que 7 (4) = 47
1 23 456
g =
32156 4

c(l)=3, o*(1)=1 0o(2)=2
o(4) =5, o%(4)=6, o°4) =4

o permuta os elementos 1,3 entre eles, fixa 2, e permuta os elementos

1 3
(B 1>=<13>=<1a<1>>

4,5,6 entre eles.
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(2)

45 6 2
(5 . 4>=<4 o(4) 0*(4)) = (456)

Proposi¢ao 5.1. Se o :{1,2,...,n} = {1,2,...,n} é uma permutacao e x €

{1,2,...,n}, entdo existe um inteiro positivo 1 < i < n tal que o'(x) = x.

Demonstragdao. Consideremos z,0(z),0%(z),...,0"(z). Pelo principio do
pombal, se temos n + 1 bolas e n caixas, entdo, ou o'(x) = x, para algum
1<i<mn,ouc!(z)=c"x),com1<j<k<n.

No ultimo caso, aplicando o' a ambos lados desta igualdade, j vezes, temos
= (ool (z) = (67 olo" I (x) = " ().
Ou seja, o* I (z) =z, com 1 < k —j < n. O

Seja o : {1,2,...,n} = {1,2,...,n} uma permutacao e x € {1,2,...,n}.
Seja 7 0 menor inteiro positivo tal que o’(x) = = e consideremos o conjunto
S ={x,0(x),...,07 (x)}. Note que 0" () # 0%(x), 1 <r < s <i—1. Caso

contrario, o°~"(z) = x com 1 < s —r < i. Entao
(vo(x)o?(z) ... o 1 (x))

é uma permutacao ciclica do conjunto S.
Vamos provar que este ciclo é o tinico ciclo de o que contém x.

4 5 6

Ezemplo 5.2. ( . A ) = (4 o(4) 0*(4)) = (45 6) ¢ o tnico ciclo de

12 3 456
o =
3215 6 4

Proposi¢ao 5.2. Dado o € &,,, todo o elemento de {1,2,...,n} é membro de

que contém 4.

um unico ciclo de o.

Demonstragao. Seja x € {1,2,...,n} e i o menor inteiro positivo tal que
oi(x) = z. Entao

(z, o(x)o*(z) ... o' ()

é um ciclo de o, com comprmento %, contendo x.

Da definigao de ciclo concluimos que o permuta os elementos de S = {z, o(z), 0%(x), ...

entre si.

74



Capitulo 5

Se y = o(x), entdao i ¢ o menor inteiro positivo tal que o'(y) = y, e

(yo(y) ... o (y)) é¢ um ciclo de comprimento 4,

(yo(y) ... 0 (y) = (o(z) *(2)...0" (2) 0'(x) = 2)

= (vo(x)...0c"7 (x))

que é precisamente o ciclo de comprimento ¢ acima.
Em geral, se y = 07(z), 1 < j <i— 1,4 é o menor inteiro positivo tal que
a'(y) =y,

(yo(y) ... 0" (y) =

= (o (x) 0 (z) ... 7T (2) =2 o(z) ... 7T (2) = 0T (1))

= (ro(x)o?(z) ... o ()

é o ciclo de comprimento ¢ acima. Portanto, cada elemento da permutacao

o pertence a um e um s6 ciclo de o. O

Se 01 e 09 sao ciclos distintos de o entao sao permutacoes ciclicas de subcon-
juntos disjuntos de {1,...,n} e dizemos que o1 e 0y sdo ciclos disjuntos. Os
ciclos de o definem entao uma parti¢ao de {1,...,n}.

Ezemplo 5.3. Os ciclos de 321564 sao (31), (2) e (564). Ou seja {1, 3}, {2},
e {4,5,6} definem uma particao de {1,2,3,4,5,6}.

Ciclos distintos o7 e 05 de 0 sao permutacoes ciclicas de subconjuntos disjun-
tos S; e Sy de {1,...,n}. Entdo, pondo oy(x) = x paraz € {1,...,n} \ S,

e o9(z) = x para x € {1,...,n} \ Sz, concluimos que o, e oy comutam,
0109 = 09201.

Podemos entao escrever

Coroldrio 5.3. Dado n > 1, toda a permutacio o € &, pode ser decom-
posta de modo tunico, a menos da ordem, em ciclos dois a dois disjuntos,
01,09, ...,0%, i5to €,

- cada ciclo o; tem comprimento > 1,

- quaisquer dois ciclos 0;, 0; nao tém elementos em comum,

-0 =01092...0L.

Ezemplo 5.4. Decomposigao ciclica de 321564 = (31)(2)(564).
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5.3.1 Forma candénica da decomposigao ciclica

- Um ciclo pode ser escrito de varias maneiras:
(31) = (13), 0(3) = 1, 0(1) = 3,
(564) = (645) = (456) o'(5) = 6 0(6) = 4 (4) = 5;
e o produto de dois ciclos disjuntos comuta. (564)(31) = (31)(564)

- O ciclo (aq ag, . .., ax) pode ser escrito de k maneiras distintas.

Teorema 5.4. Forma canoénica da decomposigao ciclica: cada ciclo é escrito
com o seu mator elemento em primeiro lugar e os ciclos sao escritos por

ordem crescente dos seus primeiros elementos.

Exemplo 5.5.
2135647 = (21)(3)(645)(7)

2451376 = (412)(53)(76)

5.4 Tipo de uma permutacao

- Uma permutagao o de &, diz-se do tipo (ai,as,...,a,), onde l.a; +
2.a0 + 3.a3 + - -+ + n.a, = n, se tem a; ciclos de comprimento ¢, para
1=1,...,n.

- Paran =29
o = (35146)(879)(2) é do tipo (1,0,1,0,1,0,0,0,0),

o = (351468)(7)(9)(2) é do tipo (3,0,0,0,0,1,0,0,0),
o = (351468792) é do tipo (0,0,0,0,0,0,0,0,1),
id = (3)(5)(1)(4)(6)(8)(7)(9)(2) & do tipo (9,0,0,0,0,0,0,0,0).

- Quando a permutacao de &,, é constituida apenas por ciclos de compri-
mento 1 é do tipo (n,0,...,0) e temos a permutacao identidade.

- Uma permutagao de &,, é do tipo (0,...,0,1) se e s6 se é um ciclo de

comprimento n.

e Quantos ciclos distintos de comprimento 4 podemos formar em {1,2,3,4}7
E quantos ciclos distintos de comprimento n podemos formar em {1,2,...,n}?
Todo o ciclo, na notacao ciclica, pode ser escrito com o seu maior elemento
em primeiro lugar. Basta escrever todos os ciclos de comprimento 4, no
conjunto {1,2,3,4}, pondo o 4 em primeiro lugar: (4 abc) onde abc percorre
todas as permutagoes de {1,2,3}. No total temos 3! ciclos de comprimento
4 no conjunto {1,2,3,4}.,

(4123) (4213) (4132) (4231) (4321) (4312).
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Esta pergunta é o mesmo que perguntar de quantas maneiras podemos sentar
n pessoas a volta de uma mesa circular, assumindo que as cadeiras estao
igualmente espacadas a volta desta e que nao distiguimos uma mesa que se
obtenha desta por uma rotacao qualquer das pessoas & volta da mesma.
Senta-se em primeiro lugar a pessoa designada por n, e as restantes n — 1
pessoas podem ser sentadas de (n — 1)! maneiras nos restantes n — 1 lugares.
Os ciclos distintos s@o (naj - - - a,_1) onde a; - - - a,_; é uma permutagao qual-
quer de {1,...,n—1}.

5.5 Foérmula para o nimero de permutagoes de

um dado tipo

Quantas permutagoes de n elementos do tipo (0,0,...,0,1), isto é, que cons-

tituem um ciclo de comprimento n, existem?

(n—1)!

Teorema 5.5. O nimero de permutagoes de n elementos do tipo (aq, asg, . .., ay),
1sto €, com aq ciclos de comprimento 1, ay ciclos de comprimento 2, ..., a,

ciclos de comprimento n, €

n!

a1 qyl202 |, Inon’
Demonstracao. Vamos contar permutagoes de um tipo dado.

Escrevamos os niimeros de 1 até n numa linha por uma ordem qualquer,
em seguida, indo da esquerda para a direita inserimos pares de parente-
ses de acordo com o tamanho requerido dos ciclos: primeiro a; pares de
parenteses para criar a; ciclos de comprimento 1; depois as pares de pa-
renteses para criar a, ciclos de comprimento 2, etc. Deste modo obtemos
uma permutacao do tipo requerido em que os comprimentos dos ciclos
sao crescentes da esquerda para a direita.

Existem n! maneiras de fazer isto — o nimero de maneiras de escrever os
nimeros de 1 até n numa linha, e existe uma s6 maneira de inserir os
parenteses de modo a obter a sucessao de comprimentos descrita.
Contudo existem diversas maneiras de escrever os n inteiros que condu-
zem a mesma permutacao depois de inseridos os partenteses.

Quantas?
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- Contudo existem diversas maneiras de escrever os n inteiros que condu-

zem a mesma permutacao depois de inseridos os parenteses.

Quantas?

Os elementos de um mesmo ciclo de comprimento ¢ podem ser ordenados
de 7 diferentes maneiras e ainda conduzem ao mesmo ciclo. Portanto,

toda a permutacao pode ser obtida de pelo menos

n

1

i=1

maneiras (existem a; ciclos de comprimento 7).

- Além disso, se existem duas maneiras de escrever os n inteiros que resul-

tam em permutacoes que tém exactamente os mesmos ciclos de compri-
mento ¢, apenas por ordem diferente, entao novamente elas conduzem a
mesma permutacao. Os a; ciclos podem ser permutados de a;! diferentes
maneiras, e a permutagao dos ciclos pode ser feita independentemente
da ordem dos elementos dentro de cada ciclo.

Acabamos de mostrar que cada permutacao pode ser obtida de

n
Hz"”al-! = a;!1"ay!2% .. . a,!n*".
i=1

maneiras.

O namero de permutagoes do tipo (a1, ag, ..., a,) é entdao

n!

ayl19tqyl202 | a,Inon’

5.6 Relacao de recorréncia e nimero de Stir-
ling de primeira espécie

Definigcao 5.2. o simbolo ¢, j denota o niimero de permutacoes de n elementos

com precisamente £ ciclos na sua decomposicao ciclica.

Alguns valores: ¢, =0, kK > n, ¢(n,0) =0, ¢(n,n) =1, ¢(n,1) = (n — 1)},
Cnn—1 = (2‘) Classificando as permutagoes de acordo com seu niimero de
ciclos, como o numero de ciclos de uma permutacao de n elementos varia

entre 1 e n, obtemos

n

ch,k = nl. (5.1)

k=0
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Cnk = Cn—1jk—1+ (M —1)cp_1k, n>1 (5.2)

O lado esquerdo da igualdade (5.2) conta o namero de permutagoes de n
elementos com k ciclos. Vamos ver que o lado direito também. Consideremos
uma dessas permutacoes com k ciclos. Entao nessa permutacao ou n forma
um ciclo por si proprio ou nao.
No primeiro caso, os restantes n — 1 elementos formam £k — 1 ciclos e ¢,_1 ;-1
conta precisamente essas permutacoes.
No segundo caso, n pertence a um ciclo de comprimento pelo menos dois e,
portanto, os restantes n — 1 elementos formam k£ ciclos onde se acrescenta n
de alguma maneira. Esses k ciclos podem ser formados de ¢,_;; maneiras.
Em cada um dessas maneiras, o elemento n pode ser acrescentado a frente de
cada um dos n — 1 elementos que constituem esses k ciclos. Isto multiplica o
ntmero de possibilidades por n — 1 o que explica a segunda parcela do lado
direito da igualdade.
Proposicao 5.6. Sejan > 1,

n

zz+D)(z+2)--(x4+n—-1)= chﬁkxk.

k=0
Demonstracao. Por indugao sobre n.
Paran=1,x=ci o+ craz', 11 =1, ¢10=0.
Seja n > 2,

rz+D(z+2) - (x4+n—-2)(x+n-—1)

("z_: cn_lvkxk‘) (x+n-—1)

k=0
n—1 n—1
_ k+1 k
= Cr—1 k" + E (n—1)cp_1 47
k=0 k=0

n n
k k
= E Cn—1k—-1T + E (TL - 1)Cn—1,k'r y  Cn—1n = 0
k=1 k=0

n
= [en1k1+ (n—Depp] 2™+ (n—1en 107", cn10=cno=0
=1

n
= E kal’k.
k=0

Counsidere
n

rz+1)(x+2)---(z+n—-1)= chﬁkxk.
k=0
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Substitua x por —z na igualdade acima e multiplique ambos os membros por
(—1)™, obtém-se

n

S (1) et = (@ - )@ —2) - (@ —n+1).

k=0
Note que (—=1)" = (=1)"*(=1)%* = (=1)"*. O

Definigao 5.3. Seja s, := (—1)"*¢, ;. Este ntimero é chamado Stirling de
primeira espécie. A ¢, também se chama o nimero de Stirling de primeira

espécie sem sinal.

5.7 Numeros de Stirling de primeira e segunda
espécie

Qual a relacao entre os numeros de Stirling de primeira e segunda espécie?
Seja n > 0.

an,k@"k =z(x—1)(z—2)---(x —n+1),

k=0

n—=k

onde s, = (—1)" "¢, é o nimero de Stirling de primeira espécie.

J& provamos que
" = an,kx(l'_ Dx—=2)-(z—k+1),
k=0

onde S, = # particoes do conjunto [n| em k blocos (néo vazios), nao
interessando a ordem; ntmero de Stirling de segunda espécie.

Consideremos o espago vectorial V' complexo dos polinémios de grau < n

V:{akxk+---+a2:ﬂ2+a1$+ao:OSk:gn,aiE(C},

convencionamos grau do polinémio nulo igual a —oc. Os conjuntos {1, x, 22, ... 2"}

e{l,x,x(x—1),z(z—1)(x—2),...,z(x—1)--- (x —n+1)} constituem duas
bases para V. As igualdades

J
=Y Spa(r—1)(x—2)-(—k+1), 0<j<n
k=0

J
plr—1@—2)(z—j+1)=Y sjpaf, 0<j<n
k=0
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dizem que as matrizes de mudanca de base sao respectivamente M = [m;;] =
[Sjilij>0 € N = [ny;]ij>0 = [5;4], ambas matrizes, n x n, triangulares supe-
riores com 1’s na diagonal (portanto, invertiveis). Note que S;; = s;; =0
para j <i,e S;; = sj; = 1.

Exemplo 5.6. n =4, {1,x, 2% 23 2} e {1, 2, 2(z — 1), 2(z — 1)(z — 2), z(z —

D(z —2)(z —3)}

Soo 0 0 0 0 10000

0 Sp1 Say Ss1 Sis 01111

M= 0 0 S S0 Sia|=[00137

0 0 0 Ss3 Sis 00016

0 0 0 0 Sy 0000 1
10 0 0 0
01 -1 2 —6
N=|oo0o 1 -3 11
00 0 1 -6
00 0 0 1

2t = Sy 1+ Sp12+ Syor(z— 1)+ Syzz(r—1)(z—2) +2(z— 1) (2 —2)(x —3)

z(z —1)(x — 2)(x — 3) = 8401 + 8417 + S497° + s437° + 1

4
8070 = 80,0 = 1, Sj,O = S0 = 0,] > O, Sj,l = 1, 54,2 = 23—1, 8473 = (2)

4
S41 = (-1)304’1 = -3 = —6, S42 = (—1)26472 = 11, S43 = (—1)6473 = —(2> = -6

Verifique que MN = NM = 1.

5.8 Aplicacao: Permutacoes conjugadas

Definicao 5.4. Duas permutacoes o e 6 de G,, sao ditas conjugadas se existe
£ €6, tal que Eoé7 L = 0.

Prova-se que duas permutacoes sao conjugadas se e so se as suas decompo-

si¢oes ciclicas tém o mesmo tipo.
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A relagao "o e 0 sdao conjugadas"define uma relagao de equivaléncia em &,,.

As classes de equivaléncia sao chamadas classes de conjugacao.

e Quantos elementos tem uma classe de conjugacao de &, 7

Se a classe for consituida pelas permutagoes do tipo (a4, ...,a,), 0 nimero
de elementos da classe ¢é

n

a1!1“1a2!2a2 s an!n“"

e Quantas classes de conjugacao existem em S, ¢

e Quantos tipos de permutacoes de n elementos existem?

E igual ao ntimero de solugoes em inteiros nao negativos da equagao
r1+ 29+ 33+ -+ nr,=n

que é p(n).

5.9 Inversoes de uma permutacao de G,

Defini¢ao 5.5. Uma inversao da permutagao m € &,, é um par (i,7) com
i<jem(i)>m(j).
Defini¢cao 5.6. O conjunto das inversoes da permutacao m = ajas---a, € o

conjunto {(4,7) : ¢ < j mas a; > a;}, e inv(m) é o nimero de inversoes de 7.

FExemplo 5.7. A permutacao m = 4271365 tem o conjunto de inversoes

{(1,2);(1,4);(1,5); (2,4); (3,4); (3;5); (3,6); (3,7); (6, 7)}

e inv(m) = 9.

Ezxercicio 5.1. Mostre que

inv(r) = inv(r'); 0 <inv(r) < <Z) =n—14+---+2+1;

maze, (invr) =n— 14+ +24+1= (Z)

82



Capitulo 5

5.9.1 Funcao geradora do niimero de permutacgoes de

S,, com respeito ao niimero de inversoes

Para n = 2,3, temos

Z qan<7T) _ () g i1 0 ol
TES2

Z qan(ﬂ') _ (23 | ine(132) 4 pinu(213) | pino(281) | ine(312) | pinv(321)
TES3

=¢"+2¢+2¢+ ¢ =1+ 91+ q+¢)

Em &3 existem 1 permutacao com 0 inversoes, 2 permutagoes com 1 inver-
sdo, 2 permutagao com 2 inversoes, 1 permutagdo com 3 inversoes (nimero

maximo de inversdes de uma permutagao em Gj).

Fungao geradora do niimero de permutacoes de &,, com respeito ao ntimero

de inversoes

S @™ (g @) (L Ha P+,
TeG,
Demonstracao por indugao sobre n que omitimos.

O grau deste polinémio é ( ) O coeficiente de q( ) 6 1, ou seja, existe apenas

n

2) inversoes.

uma permutagao em &, com (

5.10 Sinal de uma permutacao de G,

Defini¢io 5.7. Definimos sinal de uma permutacao 7 como sendo (—1)"7

INUT

e escrevemos sgnm = (—1)"". Uma permutagao diz-se par se sgnm = 1 e

impar se sgnm = —1.

Fazendo ¢ = —1 em

S @™ )+ g ) (L4 g P+,

71'6677,

obtemos

Hm € &, :sgn(r) =1} =nl/2 =|{r € &, : sgn(w) = —1}|.
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5.10.1 Sinal de uma permutacao e decomposicao ciclica

Defini¢ao 5.8. Um ciclo de comprimento par (impar) é uma permutacio
impar (par). Uma permutagao é par se e s6 se o numero de ciclos de com-
primento par é par. Uma permutacao em &,, cuja decomposigao ciclica tem

r ciclos tem sinal igual a (—1)""".

Se (ajas . ..a,) é um ciclo de comprimento m, entao
sgn (aray . .. ap) = (—1)"7 1.
Se p, T € S, sgn pw = Sgn p.SgN T.

Se m = m ---m, € a decomposicao ciclica de m € &,,, onde os comprimentos

dos ciclos sao k1, ..., k, respectivamente, entao
sgnm = (~R 7 (1) (R = (1
Exemplo:
7= (23)(145)(67) sgnm = (-1 (=1)*(-1)' =(-1)"? = 1.
Aplicagao: A = [a;;] matriz n x n

det(A) = Z SN 0 G15(1)A20(2) * * * Ano(n)-

0'6671
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CAPITULO [

FOLHAS DE PROBLEMAS

7.1 Folhal

1: O principio de indugao matematica

1.

Mostre que um conjunto com n elementos tem 2" subconjuntos. Como é que
o numero de subconjuntos de um conjunto com n elementos esta relacionado

com o numero de subconjuntos de um conjunto com n — 1 elementos?
Seja f(m) o nimero méaximo de regides em que m rectas podem dividir o plano.

Mostre que f(m) = m(mz—i—l) + 1.

Suponha que f é uma funcao definida para inteiros nao negativos tal que
f(0)=3e f(n) =2f(n—1). Encontre uma férmula para f(n) e mostre que
ela é correcta.

Considere a sucessao (a,) definida pelas relagdes ag = 1 e ap41 = ap+a;+- -+

a, se n > 0. Mostre que para todos os inteiros positivos n, se tem a,, = 2" 1.

Considere a relacao de Pascal (n ; 1> + <Z: i) = <Z>, comn>k>1,e

(8) =1, para todo o n > 0. A partir desta relagdo e do facto (8) =1,n>0,

prove que, para cada n > 0, se tem, para todo o 0 < k < n, a seguinte férmula
n n!
k> Ckl(n— k)

2: Contagem elementar

Principio da soma. Se S = 51 U---US; € a uniao disjunta dos conjuntos
Si, i =1,...,t, entdo |S| = 25:1 |Si].

Se |S1]| = |S2| = ... =|Si| = m entao |S| = tm.

Principio do produto. Se S = 57 x So x -+ x S, onde S1, So,..., S saot
conjuntos ndo vazios e finitos, entao |S| = [[i; |Si.

Se |S1| = |S2| = -+ = |S¢| = m entdo |S| = m!.
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6. Use a indugao matemética para provar o principio da soma e o principio do

produto.

Principio generalizado da multiplicagao. Se efectuarmos uma sequéncia
de t escolhas para o qual

e cxistem ki maneiras possiveis de fazer a primeira escolha, e

e para cada maneira de fazer as primeiras i — 1 escolhas, existem k; maneiras
de fazer a i-ésima escolha,

entdo podemos realizar a nossa sequéncia de escolhas em ki.ks.--- .ky manei-

ras.

Principio da bijecgao. Sejam S e T dois conjuntos finitos. Se existe uma

bijecgao entre S e T entao |S| = |T).

Principio de contar de duas maneiras. Se duas férmulas enumeram o

mesmo conjunto entdo elas tém que ser iguais.

n n—1 n—1
7. Use o principio da soma para provar a relacao de Pascal <k> = (k 1) + < 1 ) ,
para n > k > 1. Apresente uma situacao de contagem para mostrar esta igual-
dade. (Sugestdao: De um conjunto de n candidatos quantas comissoes de k

pessoas pode formar com o candidato preferido X e sem ele?)

8. Determine o niimero de niimeros com quatro algarismos pertencentes ao con-

junto {1,2,...,9} que contém o algarismo 5.

9. Mostre que se n > k > 1, o numero de palavras com k digitos num alfabeto
com n letras em que nenhuma letra é usada mais do que uma vez, é n(n —
1) (n—k+1).

10. Quantos ntimeros existem com quatro algarismos pertencentes ao conjunto

{1,...,9} de tal forma que nenhum ntimero tenha dois digitos iguais?

11. Determine o niimero de niimeros com quatro algarismos pertencentes ao con-
junto {1,2,...,9} tais que nenhum deles tem digitos repetidos e todos contém
o algarismo 5.

12. Quantas palavras de comprimento k& podemos formar no alfabeto {1,...,n}?

13. Mostre que o namero de nimeros com k digitos é 9.10¥71, se k > 2, e 10 se
k=1

14. Quantas palavras de comprimento n podemos formar no alfabeto {0,1}?7

15. Mostre que existe uma bijeccdo entre o conjunto de todas as palavras de
comprimento n no alfabeto {0,1} e o conjunto de todos os subconjuntos de
{1,...,n}. Use o principio da bijecgao para concluir que o ntimero de subcon-
juntos de um conjunto X, onde | X | =mn, é 2".

16. Mostre que o nimero de subconjuntos de {1,...,n} que tém um namero impar

de elementos é 2"~ !.(Sugestio: Use a bijeccdo entre as palavras binérias de

comprimento n e os subconjuntos de X. Note que toda a palavra binéria
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de comprimento n se obtém de uma palavra binaria de comprimento n — 1

acrescentando-lhe 0 ou 1.)

17. Mostre que podemos escrever o conjunto X = {1,2,...,n} como a uniao dis-
junta de dois conjuntos sem que nenhum seja vazio de 2"~! — 1 maneiras.
(Sugestao: Observe que X = AU A€, para todo o A C X onde A # 0, X, e

que um contém n e o outro nao.)

18. Calcule o nimero de nimeros maiores do que 666 e com 3 algarismos tais que

o primeiro algarismo é diferente do tltimo.

n
19. Contando de duas maneiras mostre que 222’ + (n+1) = (n+1)2 Deduza
=1

que Zz =(n+1)n/2.
i=1

20. Classifique os subconjuntos de dois elementos quanto ao maior elemento e use
n

o principio da soma para provar a igualdade <n + 1) = Z i.
2 i=1

n
n—=k
(Sugestao: Classifique os conjuntos de trés elementos quanto ao maior elemento

21. Apresente uma prova bijectiva da igualdade (Z) = ( >, para todo 0 < k < n.

e quanto ao elemento médio.)
n

22(a) Mostre que 2" = Z (Z>, para todo o n > 0. (Soma das entradas da linha

k=0
n do rectangulo de Pascal.)
n+1

" (i
(b) Mostre que, para todo o n,k > 0, Z ( > = <
— \k k+1

da coluna k até a linha n do recté;lgulo de Pascal é igual ao elemento na
linha n 41 e coluna k + 1.)

) . (Soma das entradas

n .
1
(c) Conclua, da alinea (b), que, para todo o m,n > 0, <m + Z> _ (m +n+ ) .
i
=0

n

7

. n+1 - . (i
23. Contando de duas maneiras mostre que ( 3 > = ;l(”_l) = ; <2)

(Sugestao: Classifique os conjuntos de trés elementos quanto ao maior ele-

mento e quanto ao elemento médio.)

24. Mostre que existe uma bijecgao entre o conjunto dos caminhos de A = (0,0)
para B = (m,n) (A # B), caminhando com passos unitarios apenas no sentido
Este (E) ou Norte (N), e o conjunto das sequéncias binarias de comprimento

m -+ n com 1m uns € n zeros.

25. Mostre que as perguntas abaixo tém todas a mesma resposta: (jf) = (nﬁT)

Quantas

(a) maneiras existem de seleccionar r objectos distinguiveis de n objectos dis-

tinguiveis?
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(b) maneiras existem de seleccionar 7 pessoas de n pessoas?
(c) palavras de comprimento n no alfabeto {z,y} existem com r z’s e (n —r)
y's,n>r?
(d) sequéncias binérias de comprimento n existem com r 1’s e (n —r) 0’s?
(e) Qual é o ntimero dos caminhos mais curtos de A = (0,0) para B = (r,n—r)
(ou B=(n—r,r)),onden>r>0en>07?
26. x Sao dadas n rectas no plano sem que haja um par de rectas paralelas e sem

que existam trés rectas que se intersectem num tnico ponto. Qual é o ntumero

de pontos definidos pela interseccao das rectas?

27. x Qual é namero de rectangulos que se podem formar na grelha n x n?

4: Funcao geradora de 2[". Identidades binomiais.

28. Escreva a fungao geradora de varias variaveis dos subconjuntos de [2], [3] e [4].
Deduza que (1+ z)* = E?:o (f) 2, a funcéo geradora de 214 com respeito ao
cardinal.

29. Prove por indugao sobre n, que (1 +z1)(1 +x2)--- (1 +zp) = Z H x;.
AC[n]icA
30. Prove as seguintes identidades binomiais e apresente também um argumento

combinatoério:

() Mostre que (m) (7;;) - (k) (;j;_ ]Z) nm> k>0

_ —k
(b) <”> (n § m> — <Z> <n ) (De quantas maneiras podemos seleccionar
m m

de um grupo de n pessoas uma equipa de futebol com m pessoas e uma

equipa de basquetebol com k pessoas?)

-1
(c) n(Z 1> = k(:) (De quantas maneiras podemos escolher um subcon-
junto de k elementos de um conjunto de n elementos e pintar de vermelho

um elemento nesse subconjunto?)

31(a) (Identidade de Vandermonde.) Mostre que, para todo o r,s, n > 0,

(-2 06

(Suponha que uma comissao consiste de r mulheres e s homens. De quantas

maneiras podemos formar uma subcomissao de n pessoas?)

n 2 n
n n n 2n
(b) Conclua que kzo <k> = kzo (k:) <n B k) = <n >
32. A presente um argumento combinatorio para mostrar a igualdade
2k+1 2k
= 2k.
()=~

(De quantas maneiras podemos escolher duas bolas de 2k bolas vermelhas

distinguiveis e de 1 bola azul?)
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5: Caminhos na grelha

33. Considere na grelha m x n de pontos em Z?, todos os caminhos de (0, 0) para
(m,n), andando apenas com passos unitarios para Este ou Norte. Seja L(m,n)

o numero desses caminhos.
(a) Mostre que L(m,0) = L(0,n) = 1.
(b) Classificando os caminhos de acordo com o ultimo passo, verifique que

L(m,n) = L(m—1,n)+ L(m,n —1).

m+n
m

(¢) Conclua que L(m,n) = (") e que L(m,n) = L(n,m).
(d) Mostre também que L(m,n) é o namero de palavras de comprimento m +n

no alfabeto {E, N} com exactamente m E’s e n N's.
34. x Considere a seguinte variagdo da igualdade de Vandermonde
i <s+k) <n—k) B <S+n+1>
— k m s+m+1
Na grelha (s +m + 1) x (n — m) classifique todos os caminhos NE de acordo

com a maior ordenada onde eles tocam a recta vertical x = s. Deduza esta
identidade.

35. % Nimeros de Catalan. Seja C, o ntimero de caminhos NE em Z? de (0,0)

para (n,n) que nunca vao acima da diagonal z = y. Mostre que

= () () =ik

36(a) Mostre que (Z) = %(kil) (Apresente um argumento combinatério para
a igualdade (n — k)(}) = (k + 1)(kil) Quantas maneiras tem de escolher
uma comissao de k + 1 pessoas e um presidente nessa comissao de entre um

conjunto de n pessoas?)

(b) (Propriedade unimodal.) Mostre que os coeficientes binomiais (}) satisfazem

(0) < () << (o) = Ger) == G 20) = G

(Sugestao: Use a alinea anterior.) Uma sucessao finita de ntmeros que
primeiro cresce e depois decresce é dita unimodal. A linha n do triAngulo de

Pascal forma uma sucesao unimodal para todo o n > 0.

(c¢) Conclua que (MT/ZQ]) =maz{(}) : k > 0}.

7.2 Folha 2

Principio da inclusao-exclusao
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Sejam Ap, As,..., A, subconjuntos de um conjunto X. Entdo o namero de ele-

mentos no universo X que nao estdo em nenhum dos suconjuntos Ai, Ao, ..., Ay,

é

XA\ Al =1X1=D A+ >0 AN A4y-
=1 =1

1<i<j<n

= ) JANA A+ (DA NN A

1<i<j<I<n

O numero de elementos em um ou mais dos conjuntos Ay, As,..., Ay, é

JAil =D 14— D JAinAl+
=1 =1

1<i<j<n

+ ) JANANA =+ (D)™ A NN A

1<i<j<lI<n

Distribuicao de bolas distintas por caixas distintas e contar func¢oes

37. Quantas fungoes de {1,...,n} para {1,...,n} existem? Quantas delas sao

injectivas? Mostre o namero de fungoes de {1,...,n}para {1,...,n} que nao

sao injectivas é n” — nl.

38(a)

Sejam |R| = r e |[N| = n. Verifique que o nimero de fungoes de R para N
én’.

De quantas maneiras podem ser colocadas 7 bolas distintas em 3 caixas
distintas?

Quantas fungoes injectivas existem de um conjunto de r elementos para um
conjunto de n elementos? O que conclui se r > n?

De quantas maneiras podem ser colocadas r bolas distintas em n caixas
distintas com nenhuma vazia?

Escreva todas as fungoes sobrejectivas de {1, 2,3} para {1,2}.

Mostre que o niimero de fungoes sobrejectivas de um conjunto de r elementos
para um conjunto de dois elementos ¢ 2" — 2 = 2(2"~! — 1). (Sao todas as
fungoes menos aquelas cujas imagens tém cardinal 1.)

Qual é o namero de fungoes sobrejectivas de {1,2,3,4,5,6} para {1,2,3}?
Mostre que o nimero de fungoes sobrejectivas de {1,...,r} para {1,2,3} é
3" —3.2.(2"71 — 1) — 3. (Sdo todas as fungoes menos aquelas cujas imagens
tém cardinal 1 ou 2.)

De quantas maneiras podem ser colocadas 6 bolas distintas em 3 caixas

distintas sem caixas vazias?

40. * Seja S um conjunto com |S| = n. Dado k > 1, quantos k-uplos (11, ...,T}))

de subconjuntos de S existem tais que
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(a) T1CT2C"'CTk:[n]?
(b) T1CT2C-~-CTne\Ti\:i,izl,...,n.
() HCTRC---CT ?

41. Quantas palavras ha de 10 letras que nao contém todas as cinco vogais? (Use
o alfabeto com 26 letras.) de

42. Conte todas as permutagoes de {1,2,...,n} em que o 1 ndo esta na primeira
posicao.

43. Conte o nimero de inteiros de 1 a 600, inclusive, que nao sao divisiveis por 6.

44. Conte o numero de inteiros entre 1 e 1000, inclusive, que nao sao divisiveis por
5, nem por 6, nem por 8.

45. Seja n um inteiro positivo. A fungdo de Euler ¢ em n é o numero de inteiros
k primos com n, 1 < k < n. Use o principio da inclusao-exclusao para provar

a igualdade

1 1
on)=n(l——)---(1——),
() =n(1= ) (1= )
onde p1,...,p: sdo os primos da decomposicao candnica de n.

46. Determine todos os desencontros para n = 1,2, 3,4 e conte-os.

47(a) Mostre que D,,, o nimero de desencontros de {1,2,...,n}, é

Dn:n![l—%—i-%—%—i—%—%+~--+(—1)"%].
(b) Calcule D5, Dg, D7 e Ds.

48. Tem 6 bolas de 6 cores diferentes e para cada bola tem uma caixa da mesma
cor. Quantos desencontros tem se nenhuma bola ficar na caixa da mesma cor?

49. De quantas maneiras poderao ser metidas n cartas em n envelopes sem que
ninguém receba a carta que lhe é dirigida?

50. Mostre que E(r,n), o nimero de permutacoes dos inteiros {1,...,n} onde
precisamente r entre os n nimeros se encontram nas suas posicoes naturais, é
E(r,n) = (7)Dp—r.

51. Mostre que Y ,._, E(r,n) = nl.

52. De quantas maneiras poderao ser enviadas n cartas de tal modo que r cheguem
aos seus destinatarios e n — r cheguem trocadas?

53. x Mostre que D,, = (n —1)(Dyp—2 + Dy—1), para n > 2, sabendo que D1 =0 e
Dy =1.

Distribuigao de bolas distintas por caixas iguais e

parti¢oes (nao ordenadas) de um conjunto

54(a) Determine todas as partigdes ndo ordenadas de R = {1,2,3,4} em 2 con-

juntos. Quantas sao?
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(b) De quantas maneiras podemos distribuir 4 bolas distintas por duas caixas

iguais sem nenhuma vazia?

(c) De quantas maneiras podemos distribuir 4 bolas distintas por duas caixas

iguais podendo haver caixas vazias?

55. Verifique que o niimero de maneiras colocar r bolas distintas em n caixas iguais
n

é igual a Z Sy k-
k=1
56. De quantas maneiras pode colocar 4 bolas distintas em 3 caixas iguais sem

nenhuma vazia? e podendo ter caixas vazias?

57(a) De quantas maneiras pode distribuir 6 bolas distintas por 4 caixas distintas

e pudermos deixar caixas vazias?

(b) E se tivermos 8 bolas distintas e 4 caixas também distintas, mas exigirmos
que na primeira caixa fiquem 3 bolas, na segunda caixa fiquem 2 bolas e

nenhuma caixa fique vazia?

58(a) Recorde que o ntimero de funcoes sobrejectivas de {1,...,n} para {1,2,3}

63" —3.2.(2""1 — 1) — 3. Encontre uma féormula para Sy, 3.

(b) Mostre que o namero de fungoes sobrejectivas de de {1,...,n} para de
{1,...,n—1} ¢igual a (n — 1)!(}).

59. % (Relagao de recorréncia para os nimeros de Bell.) Prove que para todo o
n

n
inteiro positivo n, B(n + 1) = Z ( )B(z) (Sugestao: Fixe a € [n+ 1] e
)
i=0
classifique as parti¢oes com respeito ao bloco que contém a.)

60. x Prove que B(n) < nl.

61. Seja m um inteiro positivo. Mostre que

m

m"zZ( )k'Snk ZSnkm —1)(m—=2)---(m—k+1), paran > 0.

k=0

Conclua que o namero de fungdes sobrejectivas de [n] para [m], m,n > 1, é

m—1
mlSp = m" — Y (’:) k1S k.

k=1

62. Mostre que namero de Bell, Bell(n) conta o nimero de relagoes de equivaléncia
num conjunto X de n elementos. Quantas relagoes de equivaléncia pode definir
no conjunto {a,b,c}? E num conjunto com 5 elementos?

(Recorde: Sy, = Sr—1 -1+ kSr—1 4, 7> 1.)

63. Quantas relagoes de equivaléncia num conjunto X de n elementos existem com
exactamente k classes de equivaléncia? Quantas relagoes de equivaléncia num

conjunto de 5 elementos existem com exactamente 2 classes de equivaléncia?
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64.

65.

Seja n um numero natural que é o produto de primos dois distintos. Quantas
factorizagoes possui n em inteiros > 1 nao se distinguindo factorizagoes que

diferem apenas na ordem? Qual é o nimero de factorizagoes de 307 E de 2107

Composigoes e distribuicao de bolas iguais por caixas distintas

* Considere a fungao que a cada partigdo ordenada de n em k partes (positivas),
n =aj + - -+ ag, faz corresponder o conjunto das suas k — 1 primeiras somas
parciais {a1,a1 + ag,...a1 +ag + -+ + ax_1},

a1+ +ap = {a1,a1 +ag,...a1 +as + -+ ag_1}

Mostre que é uma bijecgao entre as composigdes de n com comprimento k e os
subconjuntos de cardinal k — 1 do conjunto [n — 1]. Conclua que o nimero de

tais composicgoes é (Zj)

66(a) Escreva todas as composigoes de quatro. Quantas sao? Quantas existem

com 3 partes?

(b) Determine todas as solugoes em inteiros positivos de x1 + xo + 23 = 47

Quantas sao?

(c) Quantas solugoes em inteiros nao negativos de x1 + 9 + x3 = 4 existem?

d) Quantas composigoes fracas de 4 com comprimento 3 existem?

(e) Quantos 3-uplos (a,b,c) de inteiros nao negativos, onde a + b + ¢ = 4,

existem?

(")

67. x Seja 1 < k < m. Mostre que k aparece (n — k + 3)2"%=2 vezes como

68. Mostre que as perguntas abaixo tém todas a mesma resposta (

parte das 2"~ composicdes de n. (Por exemplo, com n =4 e k = 2: 2+2,
241+1, 142+1, 1+1+42, o 2 aparece 5 vezes. Exemplifique com n = 6 e
k = 3.)(Sugestao: Recorde a identidade > 7 i("}) = n2""1.)

n+k71) — (n+k—1) .

n k—1
Quantas
(a) sequéncias binarias existem de k — 1 zeros e n uns?
b) palavras existem com n N’s e (k — 1) E’s?
(c) sequéncias binérias existem com n 1’'s e (k — 1) +’s?
(d) solugoes inteiras nao negativas da equagao 1 + x2 + - - - + xp = n existem?
(e) k-uplos (ai,...,ax) de inteiros ndo negativos tais que Zle a; = n existem?
(f) maneiras existem de colocar n bolas iguais em k caixas distintas?
(g) maneiras existem de distribuir n laranjas por k criangas?
(h) maneiras existem de escolher n pegas de fruta de k tipos diferentes?
(i) maneiras existem de escolher, com repeticdo permitida, n objectos de k

objectos distinguiveis?

(j) maneiras existem de formar multiconjuntos de n elementos no conjunto [k|?
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69. Se seleccionarmos 3 pegas de fruta, com repetigao permitida, de laranjas, ba-

nanas, péras e magas, de quantas maneiras o podemos fazer?

70. Qual é o niimero de maneiras de retirar 5 cartas de um baralho, repondo a

carta apos cada extracao?

71(a) Calcule o nimero de maneiras de colocar 26 bolas iguais em 5 caixas dis-
tintas. Qual é o ntiimero maximo de bolas que pode garantir numa caixa,
qualquer que seja a maneira de as distribuir? Pode garantir que haja pelo

menos uma caixa com 7 bolas?

(b) Calcule o nimero de maneiras de colocar 26 bolas iguais em 5 caixas distintas
sem deixar caixas vazias.

(c) Calcule o nimero de maneiras de colocar 26 bolas iguais em 5 caixas distintas
com pelo memos duas bolas em cada caixa.

72. Calcule o namero de escolhas de dez bolas de um niimero ilimitado de bolas
vermelhas, azuis e verdes de tal forma que (a) pelo menos 5 sao vermelhas; (b)
no maximo 5 sao vermelhas.

73. Mostre que o niimero de solugoes em inteiros nao negativos da inequagao x; +
et <né (nzk)

Permutagoes com repetigao e Coeficientes multinomiais

74(a) Mostre que o namero de fungdes de R = {1,...,r} para N = {y1,...,yn}

. ”, . . 2 /r.
tais que y; é a imagen de a; elementosde R, i =1,...,n, é
1,02, ...,0,

(b) Quantas fungoes existem de R = {1,...,7} para N = {1,2,3} tais que 1 é
a imagen de 2 elementos, 2 de 4 elementos, e 3 apenas de um elemento?
75. Seja A um conjunto com n elementos. De quantas maneiras podemos partir A
numa lista ordenada de dois subconjuntos B e A\ B, onde B tem cardinalidade
m < n.
76(a) De quantas maneiras pode distribuir 6 bolas distintas por 4 caixas distintas

e pudermos deixar caixas vazias?

(b) E se tivermos 8 bolas distintas e 4 caixas também distintas, mas exigirmos
que na primeira caixa fiquem 3 bolas, na segunda caixa fiquem 2 bolas e

nenhuma caixa fique vazia?

77. Mostre que

O (ah;,ag):gn.

ai+taz+az=n

(b) De quantas maneiras podemos partir um conjunto com n elementos numa
lista ordenada de trés subconjuntos Ay, As, As, podendo haver blocos va-
zios?

(c) De quantas maneiras podemos partir um conjunto com n elementos numa

lista ordenada de dois subconjuntos Ay, As podendo haver blocos vazios? E
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um conjunto com n elementos numa lista ordenada de k subconjuntos A,
Aoy, ..., Ay podendo haver blocos vazios?

(d) Mostre que Y ( " >(1)”—a1—a3:1.

a1+agtag=n 01792, 93
78. Dispomos das letras a,a,a,a,b,b,b,c,c,d. Calculando de duas maneiras dis-

tintas, mostre que o nimero de palavras de comprimento dez que podemos
formar com estas (e apenas estas) letras é
10! . 10\ (6Y (3y (1
(a) a3 ®) (4)G) G G)
79(a) Quantas palavras de comprimento dez pode formar no alfabeto {a,b, c,d}?
Quantas delas tém quatro letras a, trés letras b , duas letras ¢, e uma letra
d?
(b) Quantas permutagoes do multiconjunto {a,a,a,a,b,b, b, c,c,d} existem?

Quantas vezes ¢ que o termo a*b3c2d aparece na expansio de (a+b-+c+d)10?

—
o
~

(d) De quantas maneiras podemos partir um conjunto com dez elementos numa
lista ordenada de quatro subconjuntos com cardinais 4,3, 2 e 1, respectiva-

mente?

(e) De quantas maneiras podemos seleccionar dez objectos (distintos) de quatro
tipos diferentes sendo quatro do primeiro tipo, trés do segundo, dois do

terceiro, e um do quarto?

(f) De quantas maneiras podemos distribuir dez bolas distintas por quatro cai-
xas distintas pondo quatro na primeira caixa, trés na segunda, dois na ter-

ceira, e uma na quarta?

| A L, .
80. Mostre que ( " ) = ———— & o nimero de palavras de comprimento n
a1,a2,,ak aylag!--ag!
que podemos formar no alfabeto {z1,...,zx} com exactamente a; letras x,

ag letras xs, . . ., e ay, letras zy. Conclua que (, " ,) = (}).

81(a) Mostre que o nimero de diferentes termos que aparecem na expansao mul-

" ")

tinomial (z1 + @2 + -+ + x;)™ ¢ igual a ( . Quantos termos tem a

expansio completa de (z1 + z2 + 23 + 24)%7?
(b) Qual & o coeficiente de z3x223 na expansio completa de (221 — 322 + 3z3)57?
(c) Qual é o termo de (w1 + @2 + - - - + 23)* com maior coeficiente? Qual é esse
coeficiente?
(d) Seja n < k. Qual é o maior coeficiente em (z1 + x3 + -+ + x)"?
82. Determine o niimero de caminhos mais curtos, na caixa 3 dimensional, em Z3,

de dimensdes 3 x 2 x 2, da origem para o ponto de coordenadas (3,2, 2).

5
83(a) Prove a igualdade Z < ) = 4°, onde a soma é sobre
_ ai, az,as, a4
ai1+az+az+as=5
todas as composic¢oes fracas de 5 em quatro partes.

(b) Mostre que o nimero de maneiras de distribuir 5 bolas distintas por 4 caixas

distintas sem deixar caixas vazias é igual a 4!S5 4.
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(c) Dé uma explicac@o para a igualdade 4!55 4 = (1 151 2) + (1 152 1) + (1 251 1) +
(5 151 )

84. Explique porque é que S53 = (352) + %(2 g 1)'

7.3 Folha 3

Distribuigao condicionada de bolas iguais por caixas distintas.

85. Determine o niimero de solucoes inteiras da equacao x1 + z9 + x3 + x4 = 20
onde z1 > 3,29 >1,23>0ex4 >5. (Fagayr =21 —-3>0,y2 =22 — 12>
O, y3 =23 >0, y4s = x4 —5 >0, e resolva y; + yo + y3 + y4 = 11 em inteiros
nao negativos.)

86(a) Determine o nimero de solugoes inteiras nao negativas da equagao x1 +x2 +

rz3=10o0nde 0 <21 <3,0< 29 <4, e 0 < x3 <5.
(b) Quantas maneiras temos de escolher dez pegas de fruta de um cesto com
exactamente 3 laranjas, 4 magas e 5 bananas?

87. Qual é o numero de solugOes inteiras da equacao x1 + xo + x3 + z4 = 18
satisfazendo a 1 < x1 <5, —2<29 <4, 0<x3<bed <x4 <9.

88(a) Recorde que o nimero de solugbes em inteiros ndo negativos da equagao

(”+:L_1). Conclua que o nimero de solugoes em inteiros

nfrJrrfl) _ (nfl)'

n—r - \n—r

.’L’l++mr:né
positivos da equagdo x1 4+ ---+x, =n é (
(b) Qual é o nimero de maneiras de distribuir n bolas iguais em r caixas distintas
sem deixar caixas vazias?
(¢) * Mostre que o nimero de solugbes em inteiros nao negativos da equagao

1+ -+ x, = n com a restricdo adicional z; < s, para 1 < ¢ < r, é

5]

2 GG)

=0
e quantas maneiras podemos distribuir 4 bolas iguais por 6 caixas distintas
d) D t i d distribuir 4 bolas iguai 6 caixas distint
havendo no maximo 2 bolas por caixa? E havendo no méximo 47 E se for

57
89. x Mostre que

2 ()52 OG5 -0

Distribuicao de bolas iguais por caixas iguais e parti¢oes (ndo ordenadas) de um ntimero

90. Recorde que p(n) é o numero de parti¢des do namero n. Verifique que: p(1) =
1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) =5, p(5) =7, p(6) = 11 e p(7) = 15.
91(a) Mostre que o nimero de maneiras de colocar r bolas iguais em n caixas

iguais, sem caixas vazias, é p(r,n).
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(b)

()

Mostre que p(r) é o nimero de maneiras de colocar r bolas iguais em r
caixas iguais podendo deixar caixas vazias. De quantas maneiras podemos
distribuir 5 bolas iguais por cinco caixas iguais? De quantas maneiras po-
demos distribuir 10 bolas iguais por cinco caixas iguais, sem caixas vazias?
Conclua que p(2r,r) = p(r).

Conclua que o numero de maneiras pode colocar r bolas iguais em n caixas

iguais é p(r +n,n)

92. Mostre que sao satisfeitas as seguintes relagoes de recorréncia

(a)

p(r,n) = p_yp(r—mnk), r>n>1

(b) p(r,n)=p(r—1L,n—1)+p(r—m,n), r>n>1.

()

Calcule p(6,3). De quantas maneiras podemos colocar 6 bolas iguais em 3

caixas iguals sem caixas vazias?

93. Determine o nimero de maneiras de distribiuir 7 bolas iguais

(a) por 7 caixas iguais sem caixas vazias. (b) por 4 caixas iguais podendo

ficar caixas vazias. (c) por 4 caixas iguais sem caixas vazias.

94. Mostre que o nimero de partigoes de r com

(a)
(b)

()

()

k partes é igual ao nimero de partigoes de r com a parte maior igual a k.

Exiba uma bijecao entre as partigoes de 7 com a parte maior exactamente
igual a 3, e as partigoes de 7 com trés partes.
no maximo k partes é igual ao ntmero de partigoes de r em partes de

tamanho nao superior a k.

com a parte maior igual a 2 é EJ . (Sugestao: Use a relagao de recorréncia
em 92(a).)

95. Indique duas parti¢coes de 6 que sejam conjugadas uma da outra. Indique

também particoes que sejam auto-conjugadas. Quantas consegue encontrar?

96. Prove que o niimero de parti¢coes auto-conjugadas de n é igual ao ntimero de

particoes de n em partes distintas fmpares. O que é que este resultado tem a

ver com o exercicio anterior?

97. Mostre que o niimero de solu¢oes em inteiros nao negativos de y1 +yo+ys+ys =

7 tais que y4 > y3 > yo > y1 > 0, éigual a p(r; < 4), o nmero de parti¢oes de

r com no maximo 4 partes.

98. Mostre que p(r), o numero de partigoes de r, ¢ 0 mesmo que o nimero de

solugoes em inteiros nao negativos da equagao lzy +2x9 +3x3+ - +ra, = 1.

99(a)

(b)

Nuamero de composigoes fracas de r de comprimento k é igual ao niimero de

solugOes em inteiros nao negativos da equacao x1 + --- + x = 7, dado por
(7

T
Namero de composicoes de r de comprimento k € igual ao ntimero de solugoes

em inteiros positivos da equagao x1 + - -- 4+ xr = r, dado por (;:i)
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(c) Numero de parti¢goes de 7, p(r), é o namero de solugoes em inteiros nao
negativos da equagao x1 + 2x9 + 323+ - - - +rx, =1
(d) De quantas maneiras pode distribuir 6 bolas iguais por 3 caixas iguais po-
dendo deixar caixas vazias? E sem deixar caixas vazias?
(e) Quantas solugoes em inteiros nao negativos tem a equagao xj + 2xs + 3x3 +
4x4 + bxs + 626 = 67
100. Seja a = (a1,aq,...,a;) uma particdo de n, e m; a multiplicidade de ¢ > 1
como uma parte de a. Por exemplo, a = (3,3,1,1) é uma partigao de 8 e
my =2, mg=0 mg=2em; =0,7>4.
(a) Mostre que o nimero de vectores distintos que obtém reordenando (permu-

: P . |
tando) de todas as maneiras possiveis as entradas de a é Hki
i>1

0l=1.)
(b) Quantos vectores distintos obtém reordenando (permutando) as entradas de
(3,3,1,1)? Escreva-os todos.

Note que

101(a) De quantas maneiras pode distribuir n objectos distintos por k caixas distin-
tas, pondo a1 objectos na caixa 1, as objectos na caixa 2, ..., e ai objectos
na caixa k?

(b) De quantas maneiras pode distribuir 4 bolas distintas por 2 caixas iguais,
de modo a que haja 2 caixas com 2 bolas cada? 1 caixa com 1 bola, 1 caixa
com 3 bolas? E se fizer a distribui¢do das 4 bolas distintas por 3 caixas
iguais sem deixar caixas vazias?

(¢) De quantas maneiras pode distribuir n bolas distintas por k caixas iguais,

sem deixar caixas vazias, de modo a que haja mi caixas com 1 bola, mg

caixas com 2 bolas, ..., m; caixas com j bolas, onde mj+2mao+---+jm; =n
emi+---+mj =k? Se a=(a1,as,...,a;) for a particdo de n, onde m; é
a multiplicidade de ¢ como uma parte de a, entao a resposta é o niimero de
parti¢oes do conjunto {1,2,...,n} que sao do tipo a, isto &, igual a

(ay.aze ar)

HiZl m;!

(Por exemplo, os conjuntos {1,5,6}, {2,7}, {3,9}, {4,8} e {10} s@o uma
parti¢ao do conjunto {1,2,...,10} do tipo (3,2,2,2,1).)
102. Mostre que se a = (2,1, ..., 1) é uma partigao de n entao o niamero de partigoes
do conjunto {1,2,...,n} que sdo do tipo a ¢ igual a (}).
103(a) De quantas maneiras pode distribuir 9n objectos distintos por 9 caixas

iguais, cada uma com n objectos?
(9n)!
9! x (n!)?

(b) Use um modelo combinatorio para mostrar que ¢ um namero

inteiro.

Permutacoes, ciclos e niimeros de Stirling de primeira espécie
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104.

. 1 23 45 6 7 8
Seja o0 = .
35146 8 27

(a) Determine a representagao em palavra e a forma ciclica de o.

(b) Indique o tipo desta permutagao.

105(a) Considere a decomposicao ciclica o = (135)(24)(67). Qual é o menor inteiro

106.

107.

109.
110.

111.
112.

113.

114.

positivo k tal que o* = id?

(b) Suponha que o1, 09, ..., 0, sdo ciclos dois a dois disjuntos de comprimentos

respectivamente ki, ko, ..., k, onde k1 +---+ k. = n. Seja o = o102 -0y

uma permutacgdo de n elementos. Qual é o menor inteiro positivo k tal que
k- .

o® =1id?

(c) Mostre que (1235)(46) = (156)(123)(456). Qual é a decomposicao ciclica de

(1235)(46)?
Determine todos os ciclos de comprimento 3 distintos no conjunto {1,2,3}.
Faga o mesmo para ciclos de comprimento 4 em {1,2,3,4}. Quantos sao?

Mostre que

(a) e¢p1 = (n — 1)l Interprete esta igualdade como o nimero de maneiras de

sentar n pessoas a volta de uma mesa circular. (Consideramos duas maneiras
como idénticas se todas as pessoas tém o mesmo vizinho & esquerda na

primeira vez que se sentam e na segunda.)

(b) cpp-1 = (g) (€) enm = 1.
108.

Prove a relacao de recorréncia para os nimeros de Stirling de primeira espécie
sem sinal

Cnk =Cn—1kh-1+Mm—1)cp_1, n>1L

Quantas permutagoes de &4 tém exactamente dois ciclos?

Mostre que o niimero de permutagoes de n elementos com k ciclos, onde cada
ciclo contém os elementos por ordem crescente, ¢ o nimero de Stirling Sy, j
de segunda espécie. (Sugestao: Os ciclos desempenham o papel de caixas
indistinguiveis. )

Quantas permutagoes de n elementos sao do tipo (0,0,...,0,1)?

Mostre que o niimero total de tipos possiveis de uma permutacgao de n elemen-
tos é p(n). (Sugestao: Recorde o ntimero de solugdes em inteiros nao negativos

da equagao x1 + 2x2 + 3x3 + - -+ + nx, = n.)

Quantas permutacoes de 6 elementos existem com 2 ciclos de comprimento 37

E com 3 ciclos de comprimento 2.

Considere o grupo simétrico 7.

(a) Quantos tipos de permutagoes existem?

(b) Dé dois exemplos de tipos de permutagao e construa duas permutagoes com

esses tipos.
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(¢) Quantas permutagoes do tipo (0,2,1,0,0,0,0) existem?

1
115. Prove a seguinte formula de Cauch g =1
& yl _ ai!l%ag!292 - .. g, Inon
ai1t+2az+--+nan=n

(Quantas parcelas tem esta soma?)

116. Seja m um inteiro nao negativo. Mostre que
(a) S genpt® =ax(x+1)(z+2)- (z+n—1).
(b) Spo(~1) ek = 2~ 1)(2 —2)--- (x —n +1).

7.4 Enunciados, Frequéncias e Exames resolvi-

dos

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Frequéncia 2 de Matematica Discreta

Licenciatura em Matemética
(Sem consulta) versdo A 28/5/2013

Nome (completo):

Nota: Indique os cdlculos que efectuar e justifique as respostas.

. 1 23 456 78
1. Seja o = .
35146 8 7 2

(a) Indique a representacao de o em palavra. Determine a decomposigao ciclica

de o e escreva-a na forma canonica.

(b) Indique o tipo desta permutagao. Quantas permutagoes deste tipo existem?
2. Prove a relagao de recorréncia para os ntameros de Stirling de primeira espécie
Sk = Sn—1k—1+ (M —1)sp_1, n>1,
com as condigoes iniciais sgg :=1 e 50 := 0, se k > 1.

3(a) Verifique que o coeficiente de z¥ em (1 + z + 22 + 23 + 2% +---)" conta o
ntimero de maneiras de escolher k objectos de entre n tipos podendo repetir.

(b) Mostre que (€)° ¢ a fungdo geradora exponencial da sucessao (a;)r>o onde
a, ¢ o nimero de maneiras de formar palavras de comprimento 7 num alfa-

beto de 5 letras podendo repetir. Indique o coeficiente de 27/7! em (e*)5. O

que conta esse coeficiente?

4(a) Mostre que existe um grafo de ordem 6 com 15 arestas. Quantos desses

grafos, distintos, existem no conjunto dos vértices {1,...,6}7
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(b) Existe algum grafo de ordem 6 cuja sequéncia dos graus por ordem decres-
cente seja 4444107

5. Para n > 0, o cubo n-dimensional @,, é o grafo cujos vértices sao as sequéncias
binarias de comprimento n, isto é, V' = {0,1}", onde duas sequéncias de V'
formam uma aresta se e s0 se elas diferem entre si exactamente numa posicao.

a) Quantos vértices tem @Q,,? Qual é o grau de cada vértice de Q7

b

)
(c) Determine a cintura de @y, n > 2.
)

(
(

Quantas arestas tem Q7

(d) Mostre que @3 é hamiltoniano mas nao é euleriano.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Exame de Recurso de Matematica Discreta

Licenciatura em Mateméatica

Duragdo: 2:30™" (Sem consulta) 27/6/2013

Nota: Indique os cdlculos que efectuar e justifique as respostas.

1. Mostre que se colocarmos 5 pessoas numa sala nao tem a garantia de existirem
pelo menos 3 pessoas que se conhecem mutuamente ou pelo menos 3 pessoas
que se desconhecem mutuamente. (Estamos a assumir que quaisquer duas
pessoas ou se conhecem mutuamente ou se desconhecem mutuamente.)

n

n+1
2. Classifique conjuntos para provar a igualdade ( ; > = Z i.
i=1
3(a) Mostre que existe uma bijecgao entre o conjunto dos caminhos de A = (0, 0)
para B = (n,k), n > 0, k > 0, andando apenas com passos unitarios, hori-
zontais no sentido Este (E), ou verticais no sentido Norte (N), e o conjunto
das sequéncias binérias de comprimento n+ k com n uns e k zeros. Quantos

destes caminhos existem de A para B, onde A # B?
(b) De quantas maneiras pode distribuir n bolas iguais por k+1 caixas distintas?

(c) De quantas maneiras pode distribuir 10 bolas iguais por 3 caixas distintas

com pelo menos 5 bolas numa das caixas?

4(a) Prove que o nimero de fun¢oes sobrejectivas de um conjunto com r elementos

para um Conjunto com n elementos é igual a

- n
S ()
k=0

(b) O que conta o nimero de Stirling de segunda espécie S,,? Qual a relacao

entre S, ,, e o niamero obtido na alinea (a)?
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(¢) De quantas maneiras pode distribuir 5 bolas distintas por 4 caixas iguais sem
deixar caixas vazias? E se distribuir as mesmas bolas por 4 caixas distintas

sem deixar caixas vazias?

5. Prove a seguinte relacao de recorréncia para a particao do ntimero r em n
partes

p(r,n) =p(r —1,n—1) +p(r —n,n), com p(0,0) := 1.

6(a) Mostre que Z ( " > =3".
ai,az,as

ai+taz+az=r
(b) Escreva a funcao geradora exponencial da sucessao (ar),>o onde a, é o ni-

mero de maneiras de formar palavras de comprimento » num alfabeto de 3

letras podendo repetir. Determine o coeficiente de 2" /r!. O que conta?

7(a) Prove que se G = (V, E) & um grafo, entao Y ., d(v) = 2|E|.

veV
(b) Existe algum grafo de ordem 6 cuja sequéncia dos graus por ordem decres-
cente seja 6642117

(c) Prove que se um grafo G de ordem n é isomorfo ao seu complementar en-
tao |E(G)| = n(n — 1)/4. Dé um exemplo de um grafo isomorfo ao seu

complementar.

(d) Mostre que o cubo Q3 é um grafo bipartido.

8(a) Dé exemplos de dois grafos tais que num existe um circuito de Euler mas
nao existe um ciclo de Hamilton; e no outro nem existe um circuito de Euler

nem um ciclo de Hamilton.

(b) Defina arvore. Uma arvore pode ter grau minimo dois? Justifique.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.
Frequéncia 2 de Matematica Discreta

Licenciatura em Mateméatica

Duragdo: 1:30™" (Sem consulta) 22/5/2014

Nome (completo):

Nota: Indique os cdlculos que efectuar e justifique as respostas.

1(a) Indique o diagrama de Ferrers da partigao (3,2,1) de 6.
(b) Mostre que o nimero de partigdes auto-conjugadas de n é igual ao nimero

de particoes de n em partes impares distintas.
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(c) Quantas parti¢oes de 6 auto-conjugadas existem? Indique-as.

123 45 67
2. Considere a permutagao o = em Gr.
4 2 713 6 5

(a) Determine a decomposicao ciclica de o e escreva-a na forma canonica.
(b) Indique o tipo desta permutagdo. Determine o ntimero de permutagoes em
&7 do tipo (2,1,1,0,0,0,0).
(c) Calcule o namero de Stirling de primeira espécie s7 6.
(d) Determine o conjunto das inversoes de o. Diga se a permutacdo é par ou
impar.
3. Considere a fungao geradora do nimero de permutagdes de &4 com respeito

ao numero de inversoes
S ¢ = (1t g r AL+t P+ ),
TeES,
onde inv(m) é o nimero de inversoes de .
(a) Calcule o coeficiente de ¢®. O que conta?

(b) Usando a funcao geradora acima, conclua que G4 tem 12 permutagoes pares.

4(a) Prove que se G = (V, E) é um grafo, entao ) i d(v) = 2|E|.
(b) Existe algum grafo de ordem 6 cuja sequéncia dos graus por ordem decres-
cente seja 5432217
(c) Mostre que se o grafo G = (V, E) tem 11 vértices e )

G tem um vértice de grau pelo menos 4.

vev d(v) > 33 entao

5. Considere o cubo ou hexaedro como grafo e responda as seguintes questoes:
(a) E Euleriano?

b) E Hamiltoniano?

)

(

(c

(d) Quantas arestas tem o grafo complementar?
(e)

Qual é o ciclo de maior comprimento que pode encontrar?

e) Indique um subgrafo do cubo que seja Euleriano e Hamiltoniano.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C. T.U.C.
Exame de Matematica Discreta
Licenciatura em Matemética
Duragdo: 2:30™" (Sem consulta) 7/7/2015

Nota: Indique os cdlculos que efectuar e justifique as respostas.

1(a) Enuncie uma forma do principio da gaiola dos pombos e demonstre-a.
(b) Mostre que numa lista de 11 nameros ay, ag, ..., a1, onde cada a; € {1,2,3,4,5},
hé pelo menos trés iguais. Porque é que nao pode garantir que haja quatro

iguais?

105



Capitulo 7

2(a) Sejam n e k inteiros nao negativos. Dé uma definigdo enumerativa do ntimero
n
(k)-

n
L . . n _
(b) Use o bindémio de Newton para provar a identidade E z( > =n2""! onde
i
. . o, . ZZO
n € um namero inteiro positivo.

(c) Mostre que o niimero de composicdes de n ¢ 2"~!. Quantas delas tém

comprimento k7

3(a) Quantos multiconjuntos de cardinal 4 pode formar no conjunto {1,2,3,4}?7
(b) Quantas fungoes monotonas fracamente crescentes existem de {1,2, 3,4} —
{17 2? 3? 4}?

(¢) Determine o nimero de solugoes em inteiros ndo negativos da equagao

z1 + 2x9 + 3x3 + 44 + S5 = 5.

. 5
4(a) Prove a igualdade Z < ) = 3%, onde a soma ¢é sobre todas
_ ai,az,as
a1+az+a3z=5
as composicoes fracas de 5 em trés partes.

(b) Mostre que o nimero de maneiras de distribuir 5 bolas distintas por 3 caixas

distintas sem deixar caixas vazias é igual a 3155 3.

(c) Sem efectuar calculos, dé uma explicagao para a igualdade 3!S5 3 = (1 g 2) +
5 5
(291) T (12)-

5. Considere a fungdo geradora do nimero de permutagoes de &4 com respeito

ao namero de inversoes

S ¢ = (1t gr AL+t ),
TEG,
onde inv(m) é o nimero de inversoes de 7.
(a) Calcule o coeficiente de ¢2. O que conta? Indique todas as permutacdes de
G4 com 2 inversoes.
(b) Usando a funcao geradora acima, conclua que &4 tem 12 permutagoes im-

pares.

6(a) Quantos grafos de ordem 7 existem no conjunto V' ={1,2,...,7}7 Indique

um grafo conexo e sem ciclos no conjunto V.

(b) Prove que num grafo simples de ordem pelo menos dois existem pelo menos
dois vértices com o mesmo grau.

(c) Existe algum grafo de ordem 7 cuja sequéncia dos graus seja 53211007 Jus-
tifique.

(d) Considere o grafo Cs. Mostre que C5 é isomorfo ao seu complementar.
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7(a) Considere o grafo de Petersen

i. E Euleriano? E bipartido? Justifique.
ii. Indique uma arvore geradora deste grafo.

(b) Mostre que K33 nao ¢é planar.

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Uma resolugao da frequéncia 2 de Mateméatica Discreta

Licenciatura em Matemética
Duragdo: 1h 30 (Sem consulta) 14/6/2022

Nota: Indique os cdlculos que efectuar e justifique as respostas.
1(a) Quantas fungoes existem de {1,...,n} para {1,...,n —1}7?

Uma fungao f:{1,...,n} = {1,...,n— 1} fica definida pela sequéncia

(FO), .. f) € {l,...on—1}x - x{l,...,n—1} ={1,...,n— 1}"

n
e toda a sequicia em {1,...,n—1}" define uma fungao f de {1,...,n} para
{1,...,n = 1}. Logo, pelo principio do produto, o nimero total de fungoes

de{1,...,n} para {1,...,n—1} €

{1,...on—1}x - x{l,...on—1}|=|{1,...,n—1}" = (n — 1)".

n

(b) Calcule o nimero de Stirling de segunda espécie Sg 5.

Sabemos que Sy -1 = (g), logo

6
Se.5 = <2) =142+34+4+5.

Alternativa, usar a relagdo de recorréncia para os numeros de Stirling de

sequnda espécie.

(¢) Explique porque é que o nimero de fungoes sobrejectivas de {1,...,n} para
{1,...,n—1} ¢igual a (n — 1)!(}).
O nimero de fungoes sobrejectivas de {1,...,n} para {1,...,n—1} € igual

ao numero de maneiras de distribuir n bolas distintas por n — 1 caivas dis-
tintas sem deizar cairas vazias.
Snn-1 = (g) € o niumero de maneiras de distruibuir n bolas distintas por

n — 1 caizas iguais sem deixar cairas vazias. Ou seja, apenas temos de
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escolher duas bolas de entre n bolas distintas, (g) escolhas, e colocar as
duas bolas numa caiza qualquer e as restantes n — 2 bolas sdo distribuidas
pelas n — 2 caizas restantes colocando 1 bola em cada porque as cairas nao
se distiguem. Como as caizas nao se distinguem a distribuicio das bolas é
apenas distinguivel pela ecolha das duas bolas (a escolha de 2 bolas determina
automdticamente a seleccao das restantes n — 2 bolas). Temos entao (g)
distribuicoes de bolas.
Para distinguir as n—1 caixas em cada uma das (g) escolhas de 2 bolas dis-
tintas, vamos etiquetar de 1,...,n—1 asn—1 caizas e em sequida considerar
as (n — 1)! listas das n — 1 caizas numeradas.
Para cada escolha de duas bolas temos agora (n — 1)! distribuicoes dessas
duas bolas. Pelo principio da soma, temos agora (g) (n—1)! distribuigoes de
n bolas distintas por n — 1 caizas distintas. como se pretendia mostrar.
2(a) Prove a igualdade Z < 0 ) = 5% onde a soma &

ai,ag,a3, 04,0
a1+astazt+astas=6 1, 42,403,004, U5
sobre todas as composicoes fracas de 6 em cinco partes. Prova: Consequén-

cta do teorema multinomial,
6 6 ai ,.a2,.a3,.a4,.45 .06
(x1+xot+r3t+aatas+as) = E Y Lt B i
a1+a2+a3+a4+a5:6 1,442,443, 04, d;5

Fazendo x1 = xo = x3 = x4 = x5 = ¢ = 1 na expressio acima, obtemos

6
> -
ai, az,as, a4,0as

a1+az+az+as+as=6

(b) Mostre que o nimero de maneiras de distribuir 6 bolas distintas por 5 caixas
distintas sem deixar caixas vazias ¢ igual a 5!S¢ 5.
E igual ao mimero de fun¢des sobrejectivas de {1,...,6} para {1,...,5} que

provamos em 1(c) ser igual a 5!Sg 5.

(c) Sem efectuar calculos, dé uma explicagao para a igualdade 5155 5 = 5(2 1 613 0 1).
51865 € o numero de fungoes sobrejectivas de {1,...,6} para {1,...,5}.
Considerando as cinco pré-imagens de uma fungao de {1,...,6} para {1,...,5},

isto € o mesmo que partir um conjunto de 6 elementos numa lista ordenada
de cinco conjuntos nao vazios. Isto significa que cada uma das listas orde-
nadas tem um conjunto com dois elementos e os restantes quatro conjuntos
com apenas um elemento. Cada uma dessas listas ordenadas de conjuntos
nao vazioz Ay, Aa, Az, Ag, As nao vazios e cuja soma dos cardinais € 6, tem

uma das sequintes sequéncias de cardinais
2,1,1,1; 1,2,1,1; 1,1,2,1; 1,1,1,2

O nimero de maneiras de partir o conjunto {1,...,6} numa lista orde-

nada de conjuntos A1, As, A3, A4, A5 com cardinais a1, as,as,a4,as respecti-
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vamente €

< 6 >
ai, az,as, a4, as

Logo, pelo principio da soma, o nimero de maneiras de partir um conjunto

de 6 elementos numa lista ordenada de cinco conjuntos nao vazios é

6 N 6 N 6 N 6 N 6
2,1,1,1,1 1,2,1,1,1 1,1,2,1,1 1,1,1,2,1 1,1,1,1,2)

6

Porém, (
ai,a2,a3,a4,as5

6 ~
) = (bl,bz,bg,b47b5) sendo by, ba, b3, by, bs uma permutacao
qualquer de a1, a9, ag, aq, as.

Portanto,

51865 = X + 0 + 0 + 0 + 0
2657 2.1,1,1,1 1,2,1,1,1 1,1,2,1,1 1,1,1,2,1 1,1,1,1,2
6
_5<2,1,1,1,1>'

3(a) Sendo Aj, Ag, A3, A4 subconjuntos do conjunto finito X, escreva uma for-
4

mula para | X \ U Al
i=1

4
X\ Al = X[ = (|A1] + | A2] + | A3] + | Ad]
i=1

—‘AlﬂA2|—|A1ﬂA3|—|A1ﬂA4|—|A20A3|—|A20A4|—|A3QA4|
—|—‘A10A2ﬂz43‘—‘r’AlﬂAgﬂA4’+’A1ﬂA3ﬁA4’+‘A2ﬁA30A4‘
—‘AlﬂAgﬂA3OA4’).

(b) Determine o namero de solugdes em inteiros nao negativos da equacao 1 +
ro+xr3=1londe 0 <21 <3,0<29<4,e0 < x3 <5.
Resolvido um exercicio andlogo na aula: exercicio 77 (a) da folha 3.

4. Contando de duas maneiras mostre que

()26

Sugestao: Clgssiﬁque os conjuntos de cinco elementos quanto ao elemento
médio. Considere-se o elemento i+1 € {1,...,n+1}. Temos de escolher
dois elementos em {1,...,i} e dois elentos em {i +2,...,n + 1} para
formar um conjunto com cinco elementos que inclua o elemento i + 1.
Para cada i+ 1 temos (;) ("2_’) maneiras de formar um conjunto de cinco
elementos no conjunto {1,...,n,n+ 1} . Pelo principio da soma o ni-

mero de maneiras de escolher um conjunto de cinco elementos no conjunto

{1,...,n,n+1} é 0 .
2 ()("")
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()50

7
Sugestao: Classifique os conjuntos de cinco elementos quanto ao maior

elemento.
Resolvido na aula. Ver slides da aula 7.

123

(b) Calcule Z <i) Mostre que o valor obtido é o nimero de solucoes em
i=1
inteiros nao negativos da equagao x1 + x2 + x3 + x4 + x5 < 119.

123 .
124
Pela alinea anterior comn = 123, Z <1> = < 5 ) O numero de solugoes
i=1

em inteiros nao negativos da equagao x1 + T2 + x3 + x4 + x5 < 119 € igual

numero de solugoes em inteiros nao negativos das equagoes r1 + o + 3 +

T4 + x5 = a, para a = 0,1,...,119. Ou seja, o numero de solugcdes é
119 ,. 123 .

> ()=

, 4 , 4/

=0 i=1

Em alternativa pode usar a bijeccao da aula 11, slides aula 11.

5. Quantas parti¢oes auto conjugadas de 10 existem? Indique-as.
O numero de partigoes autoconjugadas de 10 € igual ao numero de maneiras

de partir o nimero 10 em partes impares distintas:
10=94+1, 743

Ezxistem duas particées autoconjugadas que se obtém dobrando as partes impa-
res ao meto: 941 dd origem a particao autoconjugada 52111 e 7+ 3 dd origem

a particao autoconjugada 4321,

2X34+1 o o o o o o o

Cotagao: 1-2.0;2-2.0; 3-2,25; 4-2,25; 5-1.5.
Relacoes de recorréncia:
Sr,k = Srfl,kfl + kSrfl,ky r>1.

p(r,n) =p(r—1,n—1)4+p(r—mn,n), r >n> 1.
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DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA F.C.T.U.C.

Frequéncia 2 de Matematica Discreta

Licenciatura em Matemética

Duragdo: 1h 30™" (Sem consulta) 13/6/2023

Nota:

1{a)

Indique os cdlculos que efectuar e justifique as respostas.

Sejam n e k inteiros nao negativos. Dé uma defini¢ao enumerativa do ntimero
n

(2)

E o ndmero de subconjuntos com k elementos que podemos formar num

conjunto de n elementos.

Enuncie o principio da bijecgao.

Sejam S e T dois conjuntos finitos. Se existe uma bijecio entre S e T entdo

S eT tém o mesmo cardinal.

Use o principio da bijeccao para mostrar que o niimero de subconjuntos de
um conjunto com n elementos é igual ao ntimero de palavras binarias de

comprimento n.

Sejam X = {1,2,...,n}, 2% o conjunto das partes de X e

f:2% — T = {palavras binarias de comprimento n}

A aras---ap

1,i€ A

0,i¢& A,
f ¢ injectiva porque f(A) = f(B)=a1---a, = A=B={i€ X :a; =1}.
f é sobrejectiva. Dada a palavra binaria w = a1 -+ - ay,, seja A = {i € X :
a; = 1}. Entao f(A) = w. Logo f é uma bijegao entre 2% e T.

tal que a; =

n
Dé uma explicagao para a igualdade Z (Z) = 2"

k=0
Ambos os lados da igualdade contam o nimero de subconjuntos que podemos
formar num conjunto de n elementos.
O lado direito diz que o numero de subconjuntos que podemos formar num
conjunto de n elementos € igual a 2™ pois como vimos na alinea anterior é
tgual ao numero de palavras bindrias de comprimento n.
O lado esquerdo conta o numero de subconjuntos que podemos formar num
conjunto de n elementos de acordo com o cardinal k = 0,...,n, dos sub-
conjuntos. Ezistem (Z) subconjuntos de cardinal k, para k =0,...,n. Pelo
principio da adicdo o nimero total de subconjuntos que podemos formar nun

conjunto de n elementos € igual > }_, (Z)
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(e)

2(a)

3(a)

n n
n n
Use o binémio de Newton para provar a identidade Z ( ) = ( > ,
Pt 2k — 2k +1

n > 1.

Veja-se a aula 4-5.

50 50
Mostre que Z < > =249,
— 2k +1

Das alineas anteriores

2% = i (5: > - % @2) +§: <2k:5—?— 1> N 2§: (21;3 1> - i <2"/‘5?r 1

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

De quantas maneiras podemos distribuir 4 bolas distintas por 4 caixas iguais

podendo deixar caixas vazias?
3 4
Bell(4) = S41+ Sa2+ S43+ S4a=1+2" -1+ 5 +1

Syk € 0 numero de maneiras de distribuir v bolas distintas por k caizas iguais

sem deixar cairas vazias.

Quantas factorizagbes possui 210 em inteiros > 1 nao se distinguindo as

factorizagoes que diferem apenas na ordem?
210=7x5x3x2
Bell(4)

r
Dé uma explicagao para a igualdade Z < ) =nlS, .
ai, a2, ; n

ai+--+an=r
a1>0,...,an,>0

Ambos os lados da igualdade contam o nimero de fungoes de sobrejectivas
de um conjunto R de r elementos para unm conjunto N de n elementos.

O lado esquerdo conta com respeito ao cardinal a; > 0 da pre-imagem de cada
elemento i de N = {1,...,n}: (a17a27:m7an) a; > 0,...,ay, > 0 € 0 numero
de fungoes sobrejectivas de R para N onde os cardinais das pre-imagens dos
elentos N sao dados pela entradas da sequéncia (ay > 0,...,a, > 0).

O lado direito diz que nimero de fungoes sobrejectivas de R para N € igual
a nlS,.,n que é o numero de maneiras de distribuir r bolas distintas por
k caixas iguais sem deixar cairas vazias tal que apos cada distribuicao das

bolas nas k caixas estas sao permutadas de todas as maneiras possiveis.

Sendo Aj, As, A3, A4 subconjuntos do conjunto finito X, escreva uma for-

mula para

4
X\ Ail.
i=1
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4
X\ Al = X[ = (|A1] + | A2] + | A3] + | Ad]
i=1

—|A1ﬂA2|—|A1ﬂA3|—|A1ﬂA4|—|A2ﬂA3|—|A2ﬂA4|—|A3ﬂA4|
+‘A1ﬂA2ﬁA3‘+’AlmAgﬂA4’—|—|A1ﬁA3ﬂA4|—|—|A20A3ﬂA4|
—‘AlﬂAgﬂAgﬂA4’).

Note que o niumero de parcelas que envolvem a intersecdo de i conjuntos €
1qual a (?), 1=1,2,3,4.

Quantas solugbes em inteiros nao negativos da equagdo x1 + x9 + 3 = 26
onde z1 > 0, 2 > 5, e x3 > 6 existem?

Comecemos por colocar 5 bolas na caiza 2 e 6 bolas caiza 3. Ficamos com 15
bolsa para serem distribuidas pelas 3 caizas cujo nimero € igual ao numero de

solugoes em inteiros nao negativos da equagao da equacao xr1+x2+x3 = 15.

)

O nidmero de solugdes em inteiros nao negativos da equacao x1+xo+x3 = 26

Ou seja

onde x1 > 0, o > 5, e x3 > 6 € 1gual solucoes em inteiros nao negativos da

equacao x1 + xo + 3 =15 onde x1 > 0, 9 > 0, e x3 > 0.
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(¢) Determine o numero de solugoes em inteiras nao negativos da equacdo =1 +
zo+x3=100nde 0 <z1 <4,0<29<4,e0<x3 <5.

Use o principio da inclusao-exclusao.

4(a) Quantas partigoes auto conjugadas de 10 existem? Indique-as.

Ver a resolucao da frequéncia do ano lectivo anterior.

(b) Quantas partigoes auto conjugadas de 69 existem com a parte maior igual

a 307 Indique-as.

Os comprimentos da primeira linha e da primeira coluna do diagram de

Ferrers de 69 sao iguais a 30. Sobram 69 = —30 — 29 = 10 caizas no

diagrama de Ferrers que formam uma particio auto-conjugada de 10 e que

pela alinea anterior sdo duas 52111 e 4321.

Entao as partigoes pedidas sao duas: (30,6,3,2,2,2,1,...1) €(30,5,4,3,2,1,...1).
e e

Sabendo que existem 34 particoes de 69 em duas partes, quantas parti¢oes

de 69 existem com a parte maior igual a 27

por conjugacao € fdcil de concluir que O nidmero de particoes de 69 em duas
partes € igual ao numero de partigoes de 69 em que a parte maior € 2. Logo

o numero partigoes de 69 com a parte maior igual a 2 é tamabém 34.

(c) Sabendo que existem 34 parti¢oes de 69 em duas partes, quantas partigoes

de 69 existem com a parte maior igual a 27

por conjugacao € facil de concluir que O nimero de parti¢ées de 69 em duas
partes € igual ao numero de particoes de 69 em que a parte maior € 2. Logo

o numero particoes de 69 com a parte maior igual a 2 é tamabém 34.

Cotacgao:

1)0.5,0.25, 0.75, 0.75,0.75, 0.5.
2)0.75, 0.5, 0.75.

3)0.75, 0.75, 1.0.

4)0.75, 0.75, 0.5.
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Relagoes de recorréncia:
Sr,k = Sr—l,k:—l + kST—l,ka r>1.

p(r,n) =p(r—1,n—1)+p(r—mn,n), r >n>1.

Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra
Matematica Discreta — Exame de recurso
Ano letivo: 2023/23 28 de junho de 2023
Duragao: 2h30m

Observagao: Justifica sucintamente as tuas afirmacoes.

Parte 11

1(a) Seja n um inteiro ndo negativo. Da uma defini¢do enumerativa do nimero
n
5 )
n . e . A
3 é o nimero de subconjuntos com trés elementos que podemos formar

num conjunto de n elementos.

(b) Quantas palavras de comprimento 91, no alfabeto {1, +}, existem com exac-
tamente 3, +’s, e 88, 1’s?

Basta contar o niimero de maneiras de escolher 3 posi¢oes de entre 91 po-

sicoes para colocar 3 +’s . As restantes posi¢oes disponiveis 91 — 3 = 88

. , . 91\ /91\ [ 91
serao para colocar 88, 1’s. Existem <3) = <88> = <3’ 88) palavras nas

condicoes pedidas.
(¢) Quantos rectangulos podes formar numa grelha 70 x 707

Uma grelha 70 x 70 é formada por 71 segmentos horizontais e 71 segmentos
verticais. Para formar um rectdngulo nesta grelha temos de escolher dois
segmentos horizontais de entre 71, e dois segmentos verticais de entre 71.
No total temos

(721) (721> _ (70 . 71>2 (14241 TOR

Veja também a resolugéo na aula do exercicio 27 da folhalmd22 de proble-

mas.

(d) Usa o principio de contar de duas maneiras para mostrar a igualdade

(o) =G0
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Veja os slides da aula 6.

2(a) Determina o ntimero de solugbes em inteiros da equagao x1+zo+x3+x4 = 99
onde 1 >4, x0>1, 23> 1e x4 > 5.

Veja a resolugao do exercicio 3(b) da segunda frequéncia.

(b) Determina o ntimero de composigoes de 94 em quatro partes.

Uma composigao de 94 em quatro partes é um vector (aj,as,as,aq) € Zi
tal que a; + a2 + a3 + a4 = 94. Contar o ntimero de tais composicoes é
o mesmo que contar o namero de solugoes em inteiros da equagao linear
r1 + -+ x4 = 94 sujeita a x1, x2, 3,4 > 1. Ou seja, contar o niimero de

solugOes em inteiros positivos da equagao linear z1 + - -+ + x4 = 94. Temos

94—-4+3 94 -1
( 3 + ) = < 41 ) composicoes de 94 em quatro partes.

3(a) Quantas funcoes existem de R = {1,2,...,7} para N = {1,2,3,4,5,6}
sabendo que 1 é a imagem de 2 elementos, e 2, 3, 4 sdo cada um imagem de

apenas um elemento?

7 N 7 N 7
2,1,1,1,2,0 2,1,1,1,0, 2 2,1,1,1,1, 1

(b) Quantas fungoes sobrejectivas existem de R = {1,2,...,7} para N = {1,2,3,4,5,6}7

6
7 .
61576 = 6!(2> =6y i

=1

(c) Verifica se a igualdade abaixo é verdadeira

6

7 .

> oy
ai, az,as, a4, ads, ae i

(a1,a2,a3,a4,a5,a6)
composicao de 7
em 6 partes

E verdadeira porque ambos os lados da igualdade contam o namero de
fungoes sobrejectivas de R = {1,2,...,7} para N = {1,2,3,4,5,6}.

Para a explicacao do lado esquerdo da igualdade veja a resolugao da frequén-

cia, exercicio 2(c).
4(a) Quantas partigoes auto-conjugadas de 9 existem? Indica-as.

Existem duas porque 9 escreve-se de duas maneiras como soma de impares
dois a dois distintos: 9=9e9=5+3+1. Entao (5,1,1,1,1) e (3,3,3) sdo
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Capitulo 7

as duas parti¢oes auto-conjugadas de 9.

Ver a resolucao da frequéncia do ano lectivo anterior.

Quantas partigdes auto-conjugadas de 53 existem com as duas parte maiores

iguais a 18 e 6 respectivamente 7 Indica-as.

Os comprimentos da primeira linha e da primeira coluna do diagrama de
Ferrers da partigdo auto-conjugada de 58 pedida sao iguais a 18. Se agora
apagarmos neste diagrama de Ferrers a primeira linha e a primeira coluna,
no diagrama de Ferrers restante os comprimentos da primeira linha e da
primeira coluna sao iguais a 5. Sobram 53—18—17—5—4 = 53—44 = 9 caixas
no diagrama de Ferrers pedido. Pela alinea anterior (3, 3,3) é uma parti¢ao
auto-conjugada de 9 a qual podemos encaixar no diagrama de Ferrers de
44 caixas com as duas partes maiores iguais a 18 e 6 mas a outra partigao
(5,1,1,1,1) ndo conseguimos encaixar. Assim temos apenas uma partigao
auto-conjugada (18,6,5,5,5,2,1,1,--- ,1) nas condigoes pedidas.
N
12
Indica uma bijecgao entre o conjunto das partigoes de 5000 em 177 partes e

o conjunto das particoes de 5000 com a parte maior igual a 177.

Veja os slides da aula 15.

Cotagao:

5) 0,75+0,75+0,75+0,75
6)1+41

7)1+1+0.5

8) 1+1+0.5

Relagoes de recorréncia:

Sr,k = Sr—l,k:—l + kS’r‘—l,ka r>1.

p(r,n) =p(r—1,n—1)4+p(r—n,n), r >n > 1.
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