Ano lectivo 2005/06 Exame de Geometria Diferencial

Duragao: 2h30m 21/7/06

’ Justifique convenientemente as suas respostas e indique os principais cdlculos ‘

1. Considere a curva v : R — R? parametrizada por y(t) = (2t, /312, 13).

(a) Determine o seu vector tangente. Qual é a velocidade de v no instante ¢ ?
(b) Sendo t > 0, designe por s(t) o comprimento de v no intervalo [0,¢]. Quanto vale s(t) ?

(¢) A curva  estd parametrizada por comprimento de arco ? Em caso negativo, reparametrize-

a por comprimento de arco.
(d) ~ é plana?
(e) Quando é que uma curva se diz uma hélice generalizada ? Nesse caso, o que é o seu eixo ?

(f) Mostre que v é uma hélice generalizada. Qual é o seu eixo?

2. Diga, justificando convenientemente a sua resposta, quais das seguintes afirmagoes sao ver-

dadeiras ou falsas. (Atengao: resposta sem a devida justificagao nao serd cotada.)

(a) Em qualquer curva parametrizada por comprimento de arco, N'(s) = x(s)T(s)+7(s)B(s).
(b) O trago de qualquer curva com curvatura constante estd contido numa circunferéncia.

(¢) A identidade rs(s) = 0'(s) vale para qualquer curva plana parametrizada por compri-
mento de arco (onde 6(s) é a medida do angulo do vector (1,0) para T'(s), marcado no

sentido positivo).
(d) Todo o difeomorfismo equiareal é uma isometria.
3. (a) Seja S = f~'(a) uma superficie, onde f : U C R?> — R é uma aplicacio suave e

a € f(U) é um valor regular de f, e seja p um ponto de S. Deduza uma equacdo para o

plano tangente a S em p em termos do gradiente V¢ (p) de f em p.
(b) Seja C = {(z,,2) € R® | 2 + y? = 1}.
(i) Justifique que C é uma superficie.
2

(ii) Determine uma equacao para o plano tangente a C' em p = (@, %, 0). Verifique se

o ponto (1,1,0) pertence a recta normal a C' em p.

4. Considere uma superficie de revolugao S parametrizada por
o: 10,2n[xI — S
(u,v) > (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v)),
onde f : I — R é positiva e a geratriz v : I — R3? definida por v — (f(v),0,g(v)) estd
parametrizada por comprimento de arco.
(a) Calcule a primeira forma fundamental de o.
(b) Determine um campo de vectores normais unitarios de S.

(c) Mostre que S é parte de um cilindro circular ou de um cone circular se e s6 se todo o

ponto de S ¢ parabdlico.
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’ Sugestao de resolugao ‘
(a) O vector tangente T'(t) é o vector ”1:8” = (2,22\153?23152) pois ||/ (t)]| = V4 + 1262 + 94 =
V(24 3t2)2 =2 + 3¢2.
(b) s(t) = fi |V (W) du = [5(2+ 3t?) du = [2u + u’]} = 2t + 3.
(c) v ndo estd parametrizada por comprimento de arco pois ||Y'(t)|| = 2 + 3t2 ndo é a

(a)

funcao constante igual a 1. Para reparametrizar v por comprimento de arco temos que
considerar a funcio bijectiva s : R — s(R) definida por s(t) = 2t +t3 e determinar a sua
funcao inversa s~1 : s(R) = R — R. A reparametrizacio por comprimento de arco serd
7=70s" dada por J(u) = (257 (u), V35~ (u), (s7'(u))?).

A curva v é plana se e s6 se a sua torsao 7(t) = W ¢é nula em todos os pontos.

Mas [7/(8),7"(0), 7" (8)] = ((2,2V3¢,32)A(0,2v3,6¢) | (0,0,6)) = ((6v312,12t,4V/3) |
(0,0, 6)) = 244/3 # 0 pelo que v néo é plana.
Uma curva v : I — R? diz-se uma hélice generalizada quando existe um vector unitério

u tal que a fungao definida por (T'(¢) | u), t € I, é constante. O eixo da hélice é o vector

u.

Como T'(t) = %73?231&2), entao (T'(t) | u) é constante se e sé se 2+3t2 <(2 2v/3t,3t%) | u)

é constante, ou seja, se e s6 se <(27 2v/3t,3t%) | u> = ¢(2 + 3t?) para alguma constante

c. Mas <(2,2\/§t,3t2) | (1,0, 1)) = 2+ 3t%, logo basta tomar u = ||8:8:B|| = (@)07 @)

Alternativa: Pela caracterizacao das hélices generalizadas estudada, basta verificar que

0 quociente
[ @) 7" ()" (£)]
T(t) _ TTvoamr@rE _ 0,70,y O] IV O
w(E) DOl 7 ® AP
¥

é constante, o que é simples:

(1), OL YOI 24v3(2+ 3t2)?

[l () A" (D)1 (2v3)3(2 4 312)°
Quanto ao calculo do eixo: sendo 1 = % = d entdao u = cT'(t) + V1 — c?B(t) onde
c= 7*1‘1 — % ‘2[ Portanto
Y V2 (2,2V3t,3t%) +Q(6\/§t2,—12t,4\/§) o (\/Q 0 \/§>
2 2432 2 2y3@2+312) o \2772)

Falsa: Da igualdade N(s) = B(s) A T(s) decorre, por diferenciacao,
N'(s) = B'(s)AT(s)+ B(s) ANT'(s)
$)N(s) AT(s) + () B(5) A N(5)
s)T'(s) +7(s)B(s)

(

= —K



(b)
(c)

(b)

Falsa: qualquer recta ou qualquer hélice circular sao contra-exemplos.

Verdadeira: Sejam u = (1,0) e v = (0,1). Entao

T(s) = cosf(s)u + sinf(s)v = (cosf(s),sinO(s))

T'(s) = 6'(s)(—sinf(s),cosb(s)).

Portanto (T"(s)|u) = —sin6(s)#’(s). Por outro lado, pela defini¢ao de ks, temos (T7(s)|u) =
ks(8)(Ns(s)|u), e como o angulo entre Ng(s) e u é igual a 7/2 + 6(s), (T'(s)|u) =
ks(8) cos(0(s) + m/2) = —ks(s) sinf(s). Em conclusio, ks(s) = 6'(s).

Falsa:

Consideremos a projec¢io de Arquimedes f : P+ Q, da esfera 2 + y? + 22 = 1 (menos
os pélos norte e sul) no cilindro 2 +y? = 1, definida do seguinte modo: para cada ponto
P # (0,0,£1) na esfera, existe uma tunica recta horizontal que passa por P e pelo eixo
OZ; esta recta intersecta o cilindro em dois pontos, um dos quais (que denotamos por
Q) estd mais perto de P. Pelo Teorema de Arquimedes, provado nas aulas tedricas, f é
equiareal, pois para o mapa global o da esfera (menos os pélos norte e sul), dado pelas
coordenadas esféricas, e a sua imagem f o o por f, as segundas formas fundamentais
satisfazem E G — Fl2 = Gy — F227 e nao é uma isometria pois estas duas formas

fundamentais nao coincidem.

Seja S uma superficie do tipo f~!(a) (sendo a um valor regular de f : U C R?® — R).
Para cada mapa o : U' — W C S, foo é constante (f(o(x)) = a para cada x € U’) pelo
que

[ 00 } =Js(p) - Js(q)

para cada p = o(q) € W. Consequentemente, como Jr(p) = V f(p),

Jo

(V1) 5 @) =0 e (V1) | 57 (@) =0

Portanto, V f(p) € (T,S5)* pelo que o plano tangente a S em p, Hg, é o plano que passa
por p e é ortogonal a V f(p). Assim,

Hg ={(z,y,2) €R® | ((=,y,2) —p| Vf(p)) = 0}.

(i) Consideremos a funcao f : R3 — R, definida por f(z,y,2) = 22 + 2. Sendo uma
funcao polinomial, é claramente uma funcao C*°. Como C = f~1({1}), pelo critério
“Seja f: U C R3 — R uma fungdo C*®. Se a € f(U) é um valor regular de f entdo
S = f~1({a}) é uma superficie.”
bastara verificarmos que 1 é um valor regular de f para concluirmos que C' é uma
superficie. Verifiquemos entao isso:

Vf(z,y,z) = (2x,2y,0), donde Vf(x,y,z) = (0,0,0) se e sé se x = y = 0. Portanto,
o gradiente de f anula-se nos pontos (0,0, z), z € R. Como nenhum destes pontos

pertence a f~1({1}) = C, estd confirmado que 1 ¢ valor regular de f.

(ii) Pela alinea (a),

Hpc = {(x,y, Z) € R? | ((l’,y,Z) - (?7?’

0) | VF(p)) = 0}



4.

(@) € B (- Loy Y2 | (V2v2.0) = 0)

= {(x,y,Z)ERg’\\/ia:—ny—l_o}
= {(&,y,2) eR* |z +y = V2}.

A recta normal a C em p tem a direccio de Vf(p) = (v/2,1/2,0). Portanto, (1,1,0)

pertence a esta recta precisamente se existe A € R tal que

(1,1,0) = (\g \2[ 0) + A(V2,2,0),

V2-1
5.

o que é o caso, para A =

(a) Como ga(u v) = (—f(v)sinu, f(v) cosu,0) e gg(u v) = (f'(v)cosu, f'(v)sinu, ¢ (v))

entao:
E(u,v) = f(v)*sin?u+ f(v)?cos®u = f(v)?
F(u,v) = —f(v)f (v)sinucosu+ f(v)f'(v)sinucosu = 0,
Gu,v) = f'(v)*cos®u+ f'(v)*sin®u+ ¢'(v)* = f'(v)* + ¢ (v)2

Mas 7 estd parametrizada por comprimento de arco, o que significa que f’(v)?+¢'(v)? =

1, pelo que G = 1. Portanto a primeira forma fundamental de o é dada pela matriz

(b) Como

oo oo 9

%(u, v) A %(u, v) = (f(v)g' (v)cosu, f(v)g' (v)sinu, —f(v)f'(v)sin®u — f(v)f (v) cos®u

entao
Hgg(u, v)AgZ(u, V) = V(f(©)g©)2+ (f(0)g' (v))? = / f()2(f'(v)2 + ¢'(v)?) = f(v).
Portanto
Nw) - B A B (f0)g/ () cosu, f(v)g/(v) sinu, ~f(0)'()
’ 152 (u, 0) A G5 (u, 0))| f(v)

(c) Um ponto p = o(u,v) de S é parabdlico se e s6 se K(p) =0e H(p) # 0. Para determinar
as curvaturas K e H dos pontos de S falta so calcular a segunda forma fundamental de

o.

e(u,v) = —(gj; | N(u,v))



Oudv | N(u,v))
= —((=f'(v)sinu, f'(v) cosu,0) | (¢'(v)cosu, g'(v) sinu,—f’(v))) =0,

(
(
guv) = —(53 | Nww)
= —((f"@)cosu, f"(v)sinu, g"(v) | (¢ (v) cosu, g'(v) sin, —f'(1v)))
1)

= —f"(v)g'(v) + f'(v)g" (v).
Entao,
K(uv) — e(u, v)g(u,v) — f(u,v)® _ —f()f"(v)g' (v)* + f(v) [ (v)g' (v)g" (v)
’ E(u,v)G(u,v) — F(u,v)? f(v)?
_ f')g'(v)g"(v) — f"(v)g'(v)°
f(w) '

Mas f'(v)? 4 ¢'(v)? = 1 implica, por derivacdo, 2f'(v)f"(v) + 2¢'(v)g"(v) = 0, ou seja,
') f"(v) = =g (v)g"(v). (%)

Consequentemente,

@)+ g @) O )P+ ()
f(v) f(v) fl)

Portanto, K (p) = 0 em todos os pontos p de S se e s6 se f”(v) = 0 para qualquer v € I,

K(u,v) =

o que é ainda equivalente, por (x), a ¢”(v) = 0 para todo o v € I. Logo, K(p) = 0 em
todos os pontos de S se e s6 se existem constantes reais a, b, ¢, d tais que f(v) = av+b >0
e g(v) = cv + d para qualquer v € I. Nesse caso temos
E(u,v)g(u, v) — 2f (u,v) F(u,v) + G(u, v)e(u, v)
2(E(u,v)G(u,v) — F(u,v)?)
—f()*f"(v)g'(v) + f(v ) F'()g" () + f(v)g'(v) _ g'(v)
2f(v)? 2f(v)

Assim, quando K (p) é sempre zero, H(p) # 0 se e s6 se ¢'(v) # 0. Portanto, todo o

H(u,v) =

ponto de S é parabdlico se e s6 se f(v) =av+be g(v) =cv+dcom g (v) =c#0.
Concluindo:

e Se todo o ponto de S é parabdlico, a geratriz v é dada por v(v) = (av +b,0, cv + d)
com ¢ # 0. Se a = 0, ~y estd contida numa recta vertical e S serd entao (parte de)
um cilindro circular vertical. Se a # 0, 7y esta contida numa recta que nao é vertical
nem horizontal (pois ¢ # 0). Neste caso, S é claramente (parte de) um cone circular.

e Reciprocamente, se S é parte de um cilindro ou cone circulares, entao a geratriz tera
que ser uma recta nao horizontal, ou seja, da forma (v,0,av 4+ 3) com « # 0. E

claro que entao K(u,v) = f(ss) =0e H(u,v) = g}((?) = %(U) #+ 0, pelo que todo

o ponto de S é parabdlico.
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